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Sazetak

U ovom radu prezentiramo matematicki model koji opisuje moguéi konflikt izmedu dviju drzava/saveza s pomocu
jednostavnog sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi. Koriste¢i se osnovnim pojmovima i rezultatima teorije stabilnosti,
analiziramo izvedeni model i diskutiramo njegovu valjanost na temelju stvarnih dogadanja uoci Prvog svjetskog rata.

1 Uvod

Buduci da je derivacija mjera promjene, diferencijalnim se jednadzbama najjednostavnije izrazavaju i modeliraju mnogi prirodni
zakoni te razni procesi u razli¢itim podrucjima znanosti i tehnike (v. npr. [1, 2]). U ovom radu proucavat ¢emo matematicki model
kojem je cilj opisati odnos dviju drzava, pri ¢emu je svaka od njih odlu¢na braniti se u slucaju agresije druge. Model je zasnovan na
jednostavnom, linearnom sustavu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi te je prvi put prikazan u ¢lanku?:

Richardson, L. F., Generalized foreign politics: a study in group psychology, British Journal of Psychology, Monograph Supplements
no.23 (1939).

Ovaj rad napisan je prema pregledu spomenutog clanka koji nalazimo u [4] (odjeljak 4.5.1).

Premda jednostavan, Richardsonov model predstavlja vrlo uspio pokusaj da se formalno, matematicki, analizira sukob dviju strana i
dode do spoznaja o uzrocima njegova izbijanja. Upravo su uzroci koji dovode do rata ili eskalacije konflikta bili predmet
mnogobrojnih rasprava tijekom povijesti. Prisjetimo se jedne vezane uz Prvi svjetski rat. Sir Edward Grey, ministar vanjskih poslova
Velike Britanije, govorio je u to vrijeme: Povelanje naoruZanja koje ima za cilj osnaziti osje¢aj moci i sigurnosti jedne nacije,
zapravo uopce ne postiZe taj efekt. Posve suprotno, ono izaziva strah te uzrokuje jacanje osjecaja snage drugih nacija. Enormni
porast naoruzanja u Europi - to je ono sto je ucinilo ovaj veliki rat neizbjeznim. S druge strane, L. S. Amery, ¢lan Donjeg doma
britanskog Parlamenta u svom govoru 1930. replicira: Uz duZno poStovanje prema preminulom drZavniku, porast naoruZanja samo
je simptom sukoba ambicija i teritorijalnih pretenzija onih nacionalistickih sila koje su htjele rat. Rat je zapoceo iz jednostavnog
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razloga. Zato Sto su Srbija, Italija i Rumunjska Zeljele integrirati u svoj sastav teritorije koji su u to vrijeme pripadali austrijskom
carstvu i kojih se ono nije bilo spremno odreéi bez borbe. Vazno je napomenuti da Richardsonov model, koji ¢emo izvesti u iduéem
poglavlju, uzima u obzir obje teorije kao uzroke konflikta.

2 Izvod modela

Ozna¢imo s ¢ = m(t) ratni potencijal, tj. razinu naoruzanja drzave X u trenutku ¢ (mjereno u godinama), asy = y(t) razinu
naoruzanja drzave Y. Osnovna pretpostavka modela jest da funkcija t +—> a:(t) zadovoljava zakon prema kojem njezina brzina
promjene ovisi o sljedeca tri ¢cimbenika:

(1) animozitetu kojeg Drzava X gaji prema Drzavi Y,

(2) razini naoruzanja y(t) drzave Y,

(3) troskovima naoruzavanja drzave X.
U najjednostavnijem slucaju, prva dva ¢imbenika moguce je opisati izrazima g i ky(t) respektivno, pri éemu smo s g i k oznacili
pozitivne konstante. Za razliku od (1) i (2) koji poti¢u rast funkcije z(t), &imbenik (3) usporava njezin rast te ga stoga
reprezentiramo s —auz(t), gdje je & = const. > 0. Na taj nacin dobivamo jednadzbu

dz

(8 = g+ hy(t) — aa(t)

Pretpostavljajuci da se ¢t — y(t) ponasa po sliénom zakonu, analognim zaklju¢ivanjem dolazimo do jednadZbe koju mora
. L dy
zadovoljavati e
dy

E(t) =h+Lx(t) — By(t), h,¢, B = const. > 0.

Dakle, funkcije z = z(t), y = y(t) zadovoljavaju sljedeé¢i autonomni? linearni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s
konstantnim koeficijentima:

dx
E=—am+ky+g,
dy (1)

Uvedemo li

t —
i 1) B P R 0
y(t) t -p h
vidimo da se sustav (1) moze zapisati u matricnom obliku:

— =Aw+b. (2)
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Napomena 1. Model koji opisuje sustav (2) primjenjiv je i na saveze drzava (alijanse). Primjerice, u kontekstu Prvog svjetskog
rata, drzavu X moZemo zamijeniti savezom Antante koji su &inile Rusija, Francuska i Velika Britanija, a drzavu'Y savezom sila
osovine u kojem su sudjelovale Njemacka i Austro-Ugarska.

Napomena 2. Pretpostavka modela kojom su animoziteti g i h uzeti kao konstantne vrijednosti koje nisu u funkciji vremena t,
vrilo je gruba i ne odgovara realnosti. Ti parametri, bez sumnje, mijenjaju se s vremenom, Stovise, imaju velike i nagle skokove pa
ih ne moZemo reprezentirati niti neprekinutim funkcijama (pretpostavka da su g = g(t) ih= h(t) po dijelovima konstantne
funkcije bila bi znatno primjerenija). Bez obzira na tu manjkavost, dani model dobro opisuje stvarnu situaciju uoéi Prvog svjetskog
rata (v. Primjer 3.4).

Razmotrimo sada neke jednostavne posljedice izvedenog modela:
(i) Uzmimo da je g = h = 0. Tada su z(t) = 0, y(t) = 0 ravnotezna stanja3 sustava (1)-(1), §to znati da ako z,y, gi h u
nekom trenutku t = ¢y poprime vrijednost 0, x(t) =0, y(t) = 0 za svakit > ty. To moZemo interpretirati kao stanje trajnog
mira nastalog zbog obostranog razoruzanja i nezamjeranja.

(ii) Pretpostavimo da z i y iS¢ezavaju u nekom trenutku t = %y. Tada je % =gi % = h. Prema tome,

g,h>0 = z(t),yt) #0, t>t1 > 1.

Dakle, ako postoji animozitet (s bilo koje strane), obostrano razoruzanje ne¢e samo po sebi dovesti do stanja trajnog mira.
(iii) Neka je y(t) = 0 za neki t = t¢. Tada iz (1) slijedi % = fx + h iz ¢ega zakljuujemo da y nece i ostati 0 ako je barem jedan
od h i x pozitivan. Zaklju¢ujemo: jednostrano razoruzanje nije trajno. To je u skladu s povijesnom &injenicom da se
Njemacka, koja je broj vojnika temeljem Versailleskog ugovora smanjila na 100000 (a $to je bilo znatno ispod razine njezinih
susjeda), naglo pocela jacati vojsku u razdoblju od 1933-1936.
(iv) Utrka u naoruzavanju zapocinje kada "obrambeni mehanizmi" po¢nu dominirati i potpuno prevagnu u odnosu na ostale
¢imbenike. Na taj nacin, sustav (1) prelazi u

dw _ L
a Y g T ()
Deriviramo li prvu jednadzbu po t i uvazimo drugu, dobivamo
dz
— —klx=0.
dt?

Time smo dobili homogenu linearnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima cije opce rjesenje glasi
z(t) = CieVFt 4 Che VFE, (01, Cy = const.

Vratimo li to u (3)2, jednostavnim integriranjem nalazimo

y(t) = \/é (C’le\/H t_ Cye VM t) .

Uotavamo da x(t), y(t) — +oo kad t — 400, $to mozemo interpretirati kao rat.
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3 Stabilnost

Kao sto smo prije spomenuli, nultocke desne strane
f(w) := Aw + b predstavljaju ravnoteZna stanja sustava (2). Ako je a8 — kf # 0, lako je pokazati da na$ sustav ima
jedinstveno ravnotezno stanje oblika

w— o — (%0 . _ kh+Bg _lgtah
S \w ) T aB— kL’ yo_aﬁ—kf' (4)

U ovom poglavlju Zelimo ustanoviti uz koje uvjete na parametre modela «, 3, ki £ je ravnoteZzno rjeSenje (4) stabilno, odnosno
nestabilno. Problem stabilnosti sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi fundamentalno je pitanje kojom se bavi tzv. kvalitativna
teorija diferencijalnih jednadzbi. Zainteresirani Citatelj moZe viSe o tome pronaci u knjigama [3, 4].

Osnovnu definiciju stabilnosti uvest ¢emo za proizvoljno rjeSenje (ne nuzno ravnotezno) autonomnog sustava

dx

E:f(X), f:QCcR"—R". (5)
Definicija 3. KaZemo da je rjesenje x* = (a:{ s Ly ey T )sustava (5) stabilno ako za svaki € > 0 postoji § > 0 tako da za
svako rjesenje x = (wl sy L2y eu ey Ty )sustava koje u pocetnom trenutku zadovoljava

|z; (0) —xr(0)| <o, i=1,...,n
vrijedi

|zi (t) —z(t)| <e, ¢t>0, i=1,...,n.

U slucaju linearnog autonomnog sustava oblika

dx

il Ax, AeM,(R), (6)

vrijedi sljededi vazan rezultat (za dokaz v. npr. [4]):

Teorem 4. Neka je A € M, (R) i o(A) njen spektar. Tada je svako rjeSenje linearnog sustava (6) stabilno ako i samo ako
vrijedi

(VA€ o(A)) ReA<0 &

ReA=0 = a)=g, )

pri éemu je ay algebarska, a gy geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti \.
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Koristeci se ovim teoremom, ispitajmo sada stabilnost rjesenja (4). Kako bismo mogli primijeniti navedeni rezultat, zapiSimo sustav
(2) u obliku (6). U tu svrhu uvedimo

Z =W — Wy
kao razliku izmedu proizvoljnog i ravnoteznog rjesenja. Tada slijedi

dz dw

EzE=Aw+b=A(z+w0)+b=Az+Aw0+b=Az. (8)
U zadnjem koraku iskoristili smo da je wq ravnotezno riedenje, tj. f(wg) = 0. Prema tome, wy ¢e biti stabilno rjedenje polaznog
sustava (2) ako i samo ako je z = 0 stabilno rjeSenje sustava (8).

Odredimo sada karakteristi¢ni polinom matrice A:
—a— A k

L —B8—A
=X+ (a+BA+aB— kL.

ka()\) = det (A — AI) = det

Svojstvene vrijednosti matrice A raéunamo kao nultoéke polinoma k4 i dane su sa

Mg = —(a+ ) £ /(a—B)? + 4kl
- > )

’

(9)

Bududi da je diskriminanta (a — ﬂ)2 + 4kf > 0, slijedi da su obje svojstvene vrijednosti realne (i razli¢ite od nule, zbog
afl — kf # 0). Nadalje, one ¢e obje biti negativne ako je

(a+B) > /(o — B + 4kt
tj.
aB — kL > 0.

Uzimajudi u obzir Teorem 4, zaklju¢ujemo: ravnotezno rjesenje wg sustava (2) stabilno je onda i samo onda kad je
af — kf > 0. Vazno je uoditi da uvjet stabilnosti ne ovisi o animozitetima g i h.

Napomena 5. Procjena parametara modela o, 8, k, £, g i h nije nimalo lak zadatak. Jasno je da animozitete g i h nije moguce
ocijeniti. No, bududi da uvjet stabilnosti ne ovisi o g i h, dovoljno je na neki nacin procijeniti preostale parametre. Primijetimo da su
ti parametri obrnuto proporcionalni vremenu te ih stoga moZzemo izraziti s pomocu mjerne jedinice (godina)_l. Richardson u svom
radu parametar al (odn. ﬁ’l ) procjenjuje kao duljinu mandata parlamenta drZave X (odn. Y) dok za k (odn. £) pretpostavlja da
Jje proporcionalan jaclini industrije koje drzava X (odn. Y) posjeduje.
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Primjer 6. Usporedimo sada nas model sa stvarnim dogadanjima u Europi u razdoblju od 1909. - 1914., uoli Prvog svjetskog
rata. Oznacimo s X i Y dva saveza: X — Rusija, Francuska i Velika Britanija, Y - Njemacka i Austro-Ugarska. S obzirom na to da su
ta dva saveza bila priblizno jednakih snaga, moZemo uzeti da je k = {. Richardson dolazi do ocjene k = 0.3(godina)™! u sluéaju
Njemacke, pa buduéi da su oba saveza pribliZzno tri puta veéa u odnosu na Njemacku, stavimo k = £ = 0.9. S druge strane, bududi
da duljina mandata parlamenata drZava koje sudjeluju u savezu iznosi prosje¢no 5 godina, uzimamo o = 3 = 0.2. Dakle,
jednadzbe modela glase

%z—ax—i—ky—l—g, %zkm—a’y—l—h. (10)
Sustav (10) ima jedinstveno ravnotezZno stanje dano s
kh 4+ og kg + ah
M= WS p

koje nije stabilno s obzirom na to da je
af—kl =a®—k?*=0.04—-0.81=—-0.77<0.

To je, naravno, u skladu s povijesnom Cinjenicom da su ova dva saveza na kraju usla u sukob i tako otpocela Prvi svjetski rat.
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1Detaljan prikaz Zivota i djela Lewisa Frya Richardsona moguée je pronaci na internetskoj stranici http://maths.paisley.ac.uk/LfR/home.htm

2Na desnim stranama u jednadzbama ne pojavljuje se varijabla t.
3Ravnotezno stanje je rjeSenje polaznog sustava koje ne ovisi o vremenu, tj. za koje vrijedi % = 0. Prema tome, x“{*} ¢e biti ravnotezno stanje sustava
% = f(x) ako i samo ako je f(x*) = 0.
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