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Pri razmatranju gibanja vode u uvjetima laminiranog v
toka relativno je jednostavno, na osnovi teoretskih ,
izvoda, odrediti jednadZbe raspodjele brzine u omode-
nom poprednom presjeku. Jedan od lih izraza je poznati
Poiseuillov zakon. Takoder je jednostavna i Darcyjeva
jednadZba za koeficijent trenja, l. = 64/Re.

U sludaju turbulentnog gibanja taj postupak zbog
prirode samog stanja nije jednostavan, o demu svjedodi i

oblik jednadZbe za koelicijent trenja, koji prema Thijsseu
za hrapava korita glasi:

1/?\"=2,Og log (12,2 R/k1)

Pri definiranju krivulje raspodjele brzine u vertikalama
omodenog presjeka vodotoka, kori5ten je minimum ulaz-
nih podataka idinjenica da je uzrok gibanju vode gravi-
tacija, a da je brzina ovisna o hidraulidkom padu I te o
dubini h (sl. 1).

' Kako bi se izvod mogao izrazili bezdimenzionalno,
uvode se velidine za relativnu dubinu
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a rczlika izmedu poznale na.ive6e brzine i brzine u bib
kojoj dubini dijeljena je sa poznatim izrazom za dina-
midku brzinu

y'=19hl)1/2.

Relativni manjak srednle brzine moZe se izraziti kao

g= Vo - U

v. (2)

Velidina g zavisna je o dubini, odnosno o veli6ini 1. Za

tu svrhu mogu se primijeniti direktne logaritamske
jednadZbe Karmana odredene integriranjem Prandtlova
izraza za gradijent brzine.

1,q=- k1 lnrl

1.,e=- k2 |n(1 -(1 -

ili lednadZba zasnovana na teorili o vrtloZnom gibanju

21t2
* = *a (arcsin(1 -n)

gdje su k1 , k2, k3 velidine koie po svom smislu predocuju

univerzalnu Karmanovu konstantu k. Nikuradze je poku-

sima utvrdio da je k = 0,4, medutim za korita vodotoka sa

pokretnim nanosom k je promjenljiv. Odito je iz (3), (a) i

(s)

1

e =- f (n)
K

lz (2) i (6) slijedi da je promjena brzine u vedikali

V*
U=vo-Tf(n),

Sto predstavlja jedan oblik utvrdivanja krivulje raspodjele

brzine.

Srednja brzina u vertikali s obzirom na (3)
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I arc sin (1 - n) 
1t2- \1t2 (r - q I dq

(1 0)

o 8,
K3

Kako je struktura jednadZbi (B), (9) i (10) ista, moZe

se usvojiti opdioblik
V*

v=v.-F

lz te ,jednadZbe vidljivo je da velidina 1rk

VO.V
1tk= 

-

Vr

(1 1)

(12)

iz (12) slijedi da je

(s h l)1/2
k= 

-

v-v (13)

Vrijednost k za brzinu u proizvoljnoj dubini vertikale

odredit 6e se pomo6u odnosa

ln (9 h l)1/2
k=_ 

-

Vo- U

gdje je brzina u zavisna o h.

Npr.zan=0.6

*_ _ 
lnno,u (g h ll/2

vo - uo,6

Srednja brzina na vertikali predodena jednadZbom

(11) moZe se izraziti poznatom Chezyjevom jednadZbom

y=cu(h l)1/2 (15)

predstavlja relativni maniak srednje brzine na vertikali,

dat promjenom koja se ne moZe posti6i ,ier bi tada bila

brzina v = vo. Uzev6i u obzir znadenje dinamidke brzine,

S obzirom na (5)

'I

21/2 v. I
V = V -- |

' k3 J

0

2112 r Y.

(3)

n )1/2 ) + (1 n 71t21 {d)

1/2 1t2 1t2
- r"- (1 -n )"- ), (s)

-v --o k1

S obzirom na (4)

(6)

(7)

91t2

pa (15) glasi:

v = cv (g 6 l;tr2 - c;u' v'

Uvr5tenjem log izraza u

parametar k u drugom obliku

(14)

(1 6)

(17)

(12) dobiva se izraz za

ier je u ovom sludaju hidraulidki polumier R = h.

Da bi Chezyjev koelicijent postao takoder bezdimen-

zionalna velidina, dijeljen je sa g1/2
1

iJ. '- dq (8) c=
cv

k2

5
b

1

J,," ,'
0

- (1 - n 'l'21* (t n l1l21+r

k= (1 8)V - C'V*oV

Poznava;udi hrapavost na nekoj dionici vodoloka te

vo i h u verlikalama poprednog presjeka, mogu se6
(e)
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odrediti: srednja brzina vode v = f (vo) i raspon
vrijednosti parametara kr, q = f (h).

Za odredivanje raspona navedenih velidina primijenjen
je elipti6ki izraz za raspodjelu brzine u vertikali

u = vo [1-p (1-11z1trz (19)

Srednja brzina moZe se odrediti integriranjem izraza
(1e)

I
v = vo l(t-e 1t-nf;ttz6t

J
Nakon provedenog integriranja srednja brzina kao v =

f (vo) je

v=vole-tn1t . #)1, eo)

gdje je t = arc sin Po'S

Bezdimenzionalni parametar P predoduje odnos

D_ ^{lh2
m v.z (21\

a odreden je iz osnovne jednadZbe jednolikog gibanja

t =1h l,

gdje je

dvr= t tanoencijalnonaprezanje
dy

dvldy - gradijent brzine.

Medutim, prema A. V. Karau5evu , izraz (21) moZe se
odrediti na jednostavniji na6in. Ako je 10 < c < 60, ito je
najde5di sludaj u pral(si

P=0,57* 3'3
c

S obzirom da je R = h, Ghezyjev brojje

g - 61/67,

P=0.s7 * 3'3n
' 

61/6

Tabela 1. Srednje brzine i koeficijenti
maksimalnih bzina

Uvr5tavanjem log izraza u (20), odredena je srednja
brzina na vertikali, kao funkcija maksimalne brzine, 0,5
m/s < vo < 2,5 m/s tablica 'l .

Poznavajudi srednju brzinu, moie se odrediti hidra-
ulidkipad

o.2. v' t v nr=: -r " ) tzsl' 
c2 h - \ 

7t2/3

koji je izra6unat takoder u tablici 1, pa se sada moZe
definirati dinamidka brzina

v'=(gfil;trz

te konadno proradunati raspon vrijednosti parametra
k1 pomodu jednadibe koju dobivamo uvr5tenjem izraza
(1e) u (1a).

kn= h(1 -n)v.
Vo-Vo(1 -p(1 -\)2)1/z

lzradunate vrijednosti za kr, = f (n ),
predpostavkom koef icijenta hrapavosti n =
prikazane su u tablicama 1 i 2.

(24)

pod
0,03,

(22a)

(22b)

k, kao funkcile

Tabela 2. Odredivanje vrijednosti koeficijenta k = f (ri
Table 2. Estimate the k = f (n) values

Table 1. Mean velocities and coefficients k as the funktion of
maximum velocities

rt
k,l

h=1m h =2m h:3m
0.1 0.58 0.53 0, 50
0.2 0.54 0.49 0,47
0.3 0.55 0.50 0,47
0.5 0.65 0.59 0,56
0.7 0.96 0.87 0.82
0.8 1 .35 1.21 1'17
0.9 2.58 2.1u 2.21
0,95 5.03 4.57 4.31

Red
br.

vo
m/s m/s

v6
m/s

k r o /oo
h=1m h=2m h=3m h=1m h=2m h=Jm

1 0.5 0.44 o a25

tr--

\o
Ot
@
ln

o

F--
Lrl
rf\

o

0,172 0.068 0 .040
2 1,0 0.87 0 

'51 0.686 0.27 4 0. 160
3 1.5 1-?1 o,7a 1 .544 0. 615 o-?60
4 2.O t. /5 1.01 2.7 45 1.095 0 - 5lro
5 2.5 2-1q 1 .27 4.289 1.711 1
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Rezultiraju6e krivulje kr = I (h) pokazuje vrlo uzak

raspon njihovih vrijednosti kod istih dubina, pa se moZe
zakljuditi da raspon parametra k1 varira od 0,5 < k1 < 4,5

kod0,2<q<0,95.

Sl. 2. Krivulje k = f (rl) za tazne dubine
Fig. 2. Curves k = f (rl) lor.diversedepths

Osim izradunatih vrijednosli za kr (u tablici 1),

odredene su i vrijednosti pod istim uvjetima i za slu-
dajeve kada je koeficijent hrapavosti n = 0,025 i n =
0,035.

Rezultati tog proraduna prikazani su gralidki na sl. 3.

Fig. 3.

0,5 0,6 o:l *1

Raspodjela k - (vo) za raznu hrapa-
vost
Distribution k - (vo) lor the diverse
roughness

MoZe se zakljuditi da vrijednost za kn pada porastom

vodene razine, a raste povedanjem hrapavosti, ako je
maksimalna brzina ista.

Zamjenom velidine u sa v u jednadZbi (19) slijedi
jednadZba
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pomodu koje se moZe odrediti poloZaj srednje bzine u

vertikali.
Iterativnim postupkom, uzevSi u obzir razne uvjete

gibanja (promjenom vo, h, n), odredeno je q = 0,4.

Osim usvojenog eliptidkog izrazaza raspodjelu brzine
(19) desto se u hidrometrijskoj praksi upotrebljava
potencijalni oblik

u = vo r1/m, (26)

pa je srednja brzina
n=1
f

u =u. J .,.t1/m dn ,
0

odnosno
.m

v = Vo ( 
^_.t 

)

slijedi:

trm = Iel
v 

(28)

dakle, takoder oblik relativnog manjka srednje baine,
slidno izrazu 1/k.

S obzirom da je prethodni proradun pokazao da je vo =

1,14 v (vidi tablicu 1), slijedi iz {28) da je 1/m = O,14,

odnosno m = 7.

Prema tome jednadZba za srednju brzinu u vertikali,

odredena na osnovi (27) glasi:

1,0 rF a,o 4 v(ms-t )

Sl. 4. Krivulje raspodjele brzine u vertikali
omo6enog presjeka

Fig. 4. Curves of the velocity distribution in
the vertical of llow crogs-gectional
area

h
3

q6

st. 3.

nl

1,0

. 1-v2tv!
(1 - n)'= p

(2s)
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v = vo 1'lo'14 (29)

Na slici 4 prikazanaje krivulja u = f (h) prema (29) uz
ve6 proradunatu krivulju prema (19). Crtkana krivulja
predstavlja zakon raspodjele prema poznalom obrascu
Bazina

U = Vo - K (h t;il2 (1 - n)2, (30)

gdje je za Siroka korita (B > 5 h) K = 20.
U tablici 3 izvrSena je usporedba proradunatih brzina

u = f (q) prema svim trima formulama (19), (29) i (30).

Na osnovi tog proraduna utvrdena je vrijednost broja
K, koja iznosiza

h=1,0m K=13
h=2,0m K=15
h=3,0m K=16

Ako se u nazivnik izraza (28) uvrsti izraz za brzinu
(17), tada je

ili s obzirom na (12)

Uvodno je napomenuto da se navedena razmatrirnja
odnose na gibanje vode u vertikali.

Relativni manjak srednje brzine u cijelom omodenom
presjeku bit 6e analogno izrazu (13)

k=i-A Vo - vA (33)

gdje je v' = (g R I ;trz = (g h, t)1t2, ako je Sirina vodene
povrSine u omodenom presjeku dovoljno velika (B > 5
h.).

Linija srednjih brzina predoduje na grafikonu (sl. 5)
spoj n icu srednj ih brzina iz pojed i n ih vertikala.

Spojnica specifidnih protoka 9 = v hv iz pojedinih
vertikala predoduje liniju protoka.

Povr5ina ispod linije protoka predo6uje ukupan protok
Q, iz dega slijedi srednja brzina omodenog presjeka v4 =
Q/A. Nanese li se u odgovaraju6em mjerilu vq u crteZ,
dobiva se poloZaj vedikala, u kojima je v = va.

Na sl. 5 vidi se, da to mogu za ditav presjek biti samo
dva poloZaja, pa prema tome izraz (33) ima samo
teoretsko znadenje.

Sl. 5. Krivulje srednjih brzina i protoka
Fig. 5. Curvss of the mean vslocily and the

d iscarge

Table 3. Comarison of the calculating velocities u = f (rr)
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k=22n6'tra

lzjednadenje izraza (11) i (27) daje

odnosno, jer je m = 7

v*,m:=v _v ( '-.)
k o o \ m+1

(31)

k=
0,125 v.

te su na taj nadin odredena dvaizraza za velidinu k,
izraz (31)gdje jek=f (n, h) iizraz (32)gdje jek=f 1yo, 1,

h).

Tabela 3. Usporedba proradunatih brzina u = f (l)

(32)

-/ --\-

l"^

q

\
hv

+"\-l ,/

1

19) (29) (30)
vo vo vo

0.5 1.5 2.5 0,5 1.5 2.5 0.5 1.5 2,5
0.1 0. ?4 1.02 1 .64 0.36 1 .09 1 .81 0.36 0.09 1 .81
0r2 0.38 1.13 1 .89 0.40 1 .20 2.00 0. 39 1,17 1.96
0'3 0, 41 1.2? 2,05 0.42 1 .27 2.11 0.1+2 1.25 2.08
0r5 0,46 1 .?7 2.28 0.45 1 .36 2.27 0.46 1 .?7 2,29
017 0.48 1 ,45 2,42 0.48 1 .43 2. 38 0,48 1 .45 2 .42
0r8 0.49 1 .48 2 .47 0.48 1 ,[tr 2.42 0.49 1 .48 2 ,47
0.9 0.50 1 .4q 2 .49 0.4q 1 .48 2.46 0.50 1 .49 2.49
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Razmatranja vr5ena za k, Q4 pokazuju, a to je

vidljivo iz tabele 1 odnosno sl. 2, da se izvr5ena analiza
odnosi na podrudle n > 0,2, pa ostaje da se razmotri tok
pri dnu, dije poznavanje je vrlo vaZno pri izudavanju
delormacija korita i pronosa nanosa.

Analogno (2), relativni manjak brzine pri dnu, v6, je

o. = -ug-'d - % (34)

Za1= 0 moZe se od predloZenih jednadZbi (3), (4) i

(5), koristiti (5), dije rije5enie glasi

2112 nqo = EI._ (35)

Za tu svrhu je potrebno odrediti parametar k3. lz
jednadZbe (10)sliledi

V*
k = 0.555
3 Vo -V

Tabela 4. Definiranje parametra k.
Table 4. Definition of the parameter k.

Na osnovi proradunatih vrijednosti u tablici 4 odreden
je k3 = 0,56 k.

Uvr5tenje u (35) daje

2112 n

2x0,56k

4 v'
Vd=Vo- k 

(37)

ili s obzirom na (31)

v6 = 0,58 62t311t2 n-| (38)

Rezultati proraduna prikazani su u tablici 't, gdje se
razabiru slijededi odnosi brzina u vertikalama:
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9a=von
odnosno
qd = 0,58 hes | 1/2 n-1

(40 a)

(40 b)

izraz, koji predstavlja fiktivan protok u vertikali, odi-
gledno go < Q.

Adekvatno je ukupan protok pri dnu odreden inte-

griranjem izraza (4O) po Sirini omo6ene povr5ine pre-

sjeka

foo=J e6 db (41)

A

pa slijedi da je srednja brzina pri dnu korita

v6O = Q6/A

odnosno konadno

B

"oo=ffirt'zJ h5r3db $2)

0

Kod praktidnog radunanja integriranje se zamjenjuje
sumiranjem konadnog broja (N) visina vertikala

vr = P t1/2 I t] n*+hslb (4s)d4 A o i=r'2 i_1 i

ZNACENJE OZNAKA

(36)

Vo- Vd

odnosno

A
b
cv

s
h

hs

I

k1

m

n

R
Re

u

vo

v6

v
rl
"t

l"

- povriina omo6enog presjeka
- razmak vertikala
- Chezyjev broj (u odnosu na vertikalu)
- gravitacijsko ubrzanje
- visina vode
- srednja visina vode
- hidraulidki pad
- relativna hrapavost
- koeficijent proporcionalnosti
- koeficijent hrapavosti
- hidraulidkipolumjer
- Reynoldsov broi
- mjesna brzina
- srednja brzina protoka
- maksimalna brzina
- brzina pri dnu
- dinamidka brzina
- visinski razmak
- relativna dubina
- zapreminska teZina vode
- koeficijent hrapavosti

v :vo=0,88
V6:Vs=0,51
v6: V = 0,58

MnoZenjem brzine pri dnu s visinom vertikale dobiva

t9---=*':.:-. , -l-:-r-.- - *:. -
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(3e a)
(3e b)

(3e c)

h v* I k. k

1.0 o.87 0.082 1 .585 0, 36 0,65
2,0 0. 164 1 .524 0.36

2
1.0 0,88 0-07? 1 .6411 0.3i 0,59
2,0 1-7F, 0. 1ll7 1.701 0.33

3
1-O 0 .88 0.06q 1.739 o.?2 0,56
2.O 1.75 0. 1i7 1 -82q 0.31
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ZAKLJUCAK

Razmatrano je turbulentno protjecanje vode u vodo-
tocima do visine h = 3,0 m. Utvrden je vrlo uzak raspon
vrijednosti parametara protjecanja k; koji po smislu
odgovaraju Karmanovoj konstanti za proticanje u verti-
kalama omodenog presjeka.

Na osnovi loga definirana su dva izraza u obliku k = f
(n, h), jednadZba (31) i k = I (vo, l, h), jednadZba (32).

Daljnom analizom parametra k, koristedi stedene
spoznaje definirana je lormula za srednju brzinu vode pri
dnu korita, jednadZba (43).

91

SUMMARY

The turbulenl flow ol water in beds is considered up to
height of 3,0 m. A very narrow range of values lor the
llow parameters k; - which by lheir meaning correspond
to Karman's constant by llow in the verticals of watered
cross-section-has been found. Based on that fact, two
expressions of the form k = f (n, h) and k = f (vo, l, h) -
aquations (31) and (32) - have been defined.

Analysing the parameter k furter, and using the
achieved comprehensions, the lormula lor the mean
water velocity at the bottom of the bed has been delined
- expression (43).
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