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Statisticka metoda prognoze minimalne temperature

A Statistical Method for Forecasting Minimum Temperature

GORAN BELAMARIC i MIHOVIL KISEGI
Republic¢ki hidrometeoroloski zavod SR Hrvatske, Zagreb

SaZetak: Za dobivanje objektivne prognoze minimalne temperature u mjesecu
sijeénju za Zagreb koriStena je jednadzba mnogostruke linearne regresije. Odab-
rano je deset potencijalnih prediktora, mjerenih na opservatoriju Zagreb-Maksi-
mir. Odredeno je ukupno osam jednadzbi regresije, koristeéi kombinacjje od tri
do pet, po moguénosti medusobno nezavisnih, prediktora. Sve jednadzbe odredene
su iz petogodiSnjeg niza 1975-79. Ocjena jednadzbi ucinjena je na podacima
sijeCnja 1982. Za kombinaciju od pet medusobno nezavisnih prediktora koji su
dali najveéi dopfinos redukciji varijance prediktanda, odredena je jednadiba iz
desetogodiSnjeg niza podataka 1972-81, &ime su dobiveni stabilniji koeficijenti
regresije.

Kljuéne rijeci: Minimalna temperatura, statisticka prognoza temperature,
mnogostruka linearna regresija.

Abstract: This study employs the equation of multiple linear regression with ten
potential predictors of minimum temperature in January at the observatory Zag-
reb-Maksimir. A total of eight equations of regression are used as a combina-
tion of three to five possibly mutually independent predictors. All equations are
determined from five years data series 1975-79. The test of the method is con-
ducted on data taken in January 1982. For the combination of five mutually inde-
pendent predictors, giving the highest contribution to the variance of the pre-
dictand the equation from a 10-year (1972-81) data series Is constructed, which
resulted in more stable coefficients of regression.

Key words: Minimum temperature, statistical temperature forecasting, mul-

tiple linear regression.

1. UVOD

Cilj rada bio je dobiti objektivhu prognozu mini-
malne temperature u mjesecu sije¢nju za zagrebac-
ko podruéje. Prognoza minimalnih temperatura je
od velikog znalenja, posebno zimi, kada je i naro-
¢ito te¥ka, Telkode prognoze za $ire podrudje su i
u tome, §to minimalna temperatura jako ovisi o lo-
kalnim uvjetima — konfiguraciji terena, karakteri-
stikama tla te moguéem snjeznom pokrivadu,

Do pojave numeri¢ke prognoze vremena koris-
tena je »klasi¢na metoda«, kod koje se na osnovi
opazenih vrijednosti meteoroloskih elemenata do
trenutka izdavanja prognoze formulira prognoza
odredene meteoroloske velig¢ine.

Numeri¢ka prognhoza vremena nam ne daje iz-
ravno prognozu minimalne temperature, Veé i sam
termin »numeric¢ka prognoza vremena« nije ispra-
van, jer se ne prognozira vrijeme, veé polje tlaka,

geopotencijala itd. Tek savrseniji modeli numerié-
ke prognoze daju i polja temperature, horizontal-
nih i vertikalnih brzina, vlaZnosti, oborina itd.
Stoga prognoza vedine meteorolo$kih elemenata,
koji su znadajni za &ovjeka i njegove aktivnosti,
ostaje »na duSu« meteorologa-sinopticara, koji in-
terpretira  prognosti¢cke karte sluZeéi se svojim
znanjem, iskustvom, pradenjem vremena i pozna-
vanjem klimatskih karakteristika krajeva za koje
daje prognozu. Ta interpretacija je medutim su-
bjektivna, pa se stoga pri%lo razvijanju objektiv-
nih metoda prognoze vremena.

Pregled tih metoda dali su Glahn (1965), Barry
i Perry (1973) i Belov (1975).

U Republickom hidrometeorolotkom zavodu SR
Hrvatske koristi se isklju&ivo »PERFECT PROGNO-
STIC METHOD«. Do sada odredene su operativ-
ne jednadibe za prognozu kondicionalne vjerojat-
nosti snjeznih oborina u zimskom dijelu godine
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(razdoblje od IX do IV mjeseca) za osam mje
sta u zapadnom podruéju unutradnjosti Hrvatske
(Kisegi, 1971). Tom prilikom koristen je i logit
model (Brelsford i Jones, 1967; Jones, 1968).

U ovom radu za prognozu minimalne tempera-
ture koristili smo metodu mnogostruke linearne
regresije. Regresija naravno ne mora biti linearna,
ali se pokazalo da ukljuéivanje nelinearnih &lano-
va u jednadibu regresije ne povecava bitno toc-
nost prognoze. Po prvi put primijenili su ju za
prognozu minimalne i maksimalne temperature, za
131 stanicu na podruéju SAD uz koridtenje Ce-
tiri prediktora, Klein i Lewis (1970). Daljnja po-
boljsanja, uvodenjem novih prediktora ucinili su
Klein i Marshall (1973), Hammons, Dallavalle i
Klein 1976) te Carter i ost. (1978).

2. OBJEKTIVNA PROGNOZA VREMENA

2.1. Statisticke veze

Zadatak statisticke prognoze je, pomoéu mode-
la vjerojatnosti, iz prodlog i trenutnog stanja at-
mosfere prognozirati budude stanje. Karakteristi-
ke proslog, odnosno trenutnog stanja zovu se pre-
diktori, a karakteristike bududeg prediktandi,

Model vjerojatnosti odrazava Cinjenicu da pre-
diktori i prediktand (ili vide njih) nisu funk-
cijski (dakle jednozna&no), veé stohasticki pove-
zani. Kod stohastitke veze promjena vrijednosti
jedne varijable (prediktora) utjele na promjenu
razdiobe druge varijable (prediktanda), odnosno
jednoj vrijednosti prediktora pripada viSe vrijed-
nosti prediktanda, ali su te vrijednosti raspodije-
liene po nekom zakonu vjerojatnosti.

Stohasti¢ke veze odgovaraju cjelokupnim kolek-
tivima vrijednosti meteorolotkih elemenata (po-
pulaciji). Citava -populacija obi¢no nije dostupna,
pa se zadovoljavamo jednim njezinim dijelom,
uzorkom. Tada govorimo o statisti¢kim vezama.
Jasno je da povecanjem broja &lanova uzorka sta-
tistitke veze teZe stohasti¢kim:

Uzorak bi morao biti sluc¢ajan, tj njegove ¢la-
nove trebali bi nasumce odabrati iz populacije.
Ce¥¢i je sludaj da raspolazemo vremenskim nizom
vrijednosti meteoroloskih elemenata, dakle uzor-
kom koji nije, strogo uzevsi, slu¢ajan. Vaino je
ipak da su karakteristike tog vremenskog niza sta-
cionirane, tj. da se ne mijenjaju u vremenu (da-
kle da ne postoji trend, periodi¢nost i sli¢no). Pe-
riodiénost, koja dakako kod veéine meteorologkih
elemenata postoji, moZe se eliminirati ako raz-
matramo otklone elemenata od normi, tj. od nji-
hovih srednjih vrijednosti za pojedini dan u go-
dini (ili sat u danu), koje pokazuju godi¥nji, od-
hosno dnevni hod.

2.2. Dinamiéko-statisti¢ke metode

Vedina numeri¢kih modela prognoze vremena ne
daje neposredno i prognozu pojedinih mete-
oroloskih elemenata, ali oni sadrZze varijable koje
Su u prilino dobroj povezanosti s pojedinim me-
teoroloskim elementom.
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Interpretacija prognosti¢kih karata do 1970. go-
dine oslanjala se uglavnom na iskustvo, koje se
stjecalo proudavanjem klimatoloskih podataka, u-
kljudujuéi  pracene vremenskih prilika, salu-
vanih podataka iz prethodnih prognostickih kara-
ta i kompjuterskih analiza- Sve te podatke moZe-
mo nazvati »historijski materijal« Kada se taj
materijal analizira u interpretacijske svrhe i uskla-
didti kao »banka iskustva«, dobijemo ono 3to na-
zivamo »interpretacijska klimatologija«. Velicina
niza historijskog materijala mijenja se u ovisno
sti o sludaju. VaZno je da su svi tipovi vremen-
skih situacija predstavljeni u materijalu, ukljucu-
juéi i ekstremne slucajeve. Mora se provesti i ne-
ka vrsta verifikacije, moZda na Stetu dijela histo-
rijskog materijala. Pored tog problema, prije oda-
biranja same metode interpretiranja i prognoze,
treba rijediti jo¥ niz pitanja, o &emu je detaljnu
analizu dao Lonnqgvist (1978).

Sve do nedavno metode objektivne prognoze
vremena mogli smo svrstati u jednu od dvije ka-
tegorije — dinamicke i statisticke. U novije vrije-
me istraZuje se relativno novo podrudje stohastic-
ko-dinamicke prognoze, a zapoleli su ga svojim
radovima Epstein (1969) i Fleming (1971). Prem-
da ¢e se dinamicko-stohasti¢ka prognoza i dalje
razvijati koriStenjem sve jalih elektroni¢kih radu-
nala, mi demo u praksi morati koristiti neku
kombinaciju dinamic¢kih i statistickih metoda. Po-
slije 1970. godine razvile su se dvije takve metode.

Prva statisticka metoda, koju su upotrebili Klein i
ost- (1959), oplenito je nazvana »PERFECT PROG-
NOSTIC METHOD« (»metoda savriene prognoze«).
Kod ove metode trazi se jedan istovremeni stati-
sticki odnos izmedu varijable koju zelimo proci-
jeniti-prediktanda i niza izabranih varijabli-predik-
tori, koje mogu biti prognozirane dinamic-
kim modelom ili modelima. Obje varijable,
predktand i prediktor, su opaZene veliine
uzete iz jednog odredenog uzorka, koji ni-
kako nije sluéajan. Koristi se dakle »hi-
storijski materijal«. Dobivene statisticke veze pri-
mjenjuju se zatim na izlazne vrijednosti predikto-
ra iz numeri¢kog modela, i dobiva se prognoza
prediktanda za isti prognosti¢ki termin, 3to ne
mora uvijek biti, jer medu njima moZe postojati
korak u vremenu od 24 sata pa i viSe.

Druga metoda, koju zovemo »MODEL OUTPUT
STATISTICS«, ili MOS, sastoji se u odredivanju
veze izmedu prediktanda i prediktora dobivenih
iz numeri¢kog modela, ali u istom terminu za ko-
ji su prognozirani prediktori. Primjena se zatim
provodi na toéno isti nacin kao kod metode savr-
Sene prognoze. Danas se smatra da je MOS naj-
prakti¢niji naéin prilaZenja objektivnoj prognozi
veéine elemenata vremena. Tako se danas veé rade
prognoze  vjerojatnosti oborina, kondicionalne
vjerojatnosti snjeznih oborina, koli¢ine oborina,
vjetra pri tlu, maksimalne i minimalne tempera-
ture, vertikalne i horizontalne vidljivosti, koli¢ine
naoblake te grmljavinske oluje i snaZne lokalne o-
luje (Klein, 1978).

Buduéi da mi jo§ ne raspolazemo s arhiviranim
duzim nizom vrijednosti varijabli dobivenih nu-
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meri¢kim modelom, prisiljeni smo za sada ko-
ristiti metodu savriene prognoze. Ukoliko su pro-
gnosticke karte tolne, ona ima i svojih prednosti-
Dobra strana te metode je da je interpretacija to
to¢nija Sto je bolja prognosti¢ka karta- Druga je
prednost da se statisti¢ki parametri koji se inter-
pretiraju iz modela mogu izvesti jednom zauvijek,
i da se dobivaju boji rezultati svaki put kada se
numeric¢ki model pobolj3a. Glavni nedostatak je
$to treba biti oprezan u izboru prediktora — ne
mogu se koristiti oni koji se ne mogu dobro pro-
gnozirati numeri¢kim modelom.

2.3. Korelacija i regresija
2.3.1. Linearna korelacija

Da bi danu varijablu-prediktand doveli u vezu
s bilo kojom od izbranih varijabli-prediktori, u-
obicajeno je racunanje jednostavnog linearnog ko-
eficijenta korelacije, koji je za uzorak dan izra-
zom

X~ X) (yi —¥)
rixy) = (2.1)

/ n n
vV 2(x— %) Xy —F)
i=1 i=1

gdje su xi i yi i-te vrijednosti dvije varijable koje
koreliramo, X i § su njihovi srednjaci dobiveni iz
uzorka, sumacija se provodi preko n sludajeva.
Ukoliko se prediktand s jedne totke korelira s
vrijednostima prediktora uzetim s mreZe tolaka,
dobivaju se korelaciona polja.

2.3-2. Djelomiéna korelacija

MoZe se izvesti da je za sludaj dvije nezavisne
varijable koeficijent djelomi¢ne korelacije izmedu
y i xi (x: iskljuéen).

rlyx) — rlyix) rlx x;)
rlyXix) = 22)

VI 1—r{yx)] [1—{x, x)]

Za tri nezavisne varijable:

rly,XisX;) ~ rly.Xi:X;)n(x;,Xeix;)
Py xisx;,xd = (2.3)

\/[1._r2(y,xk;xj)] [1—r*xi,xx;%;)]
i, j, k = 11213; i?éJ'#k'

Tu je dakle iskljugen utjecaj varijabli x;, x« na
korelaciju medu y i x: .

Ako su  nezavisne varijable nekorelirane
r(xixgx) = 0, pa je rlyx;x,x) = r(yx;x) =
= r(yx).

Za viSe nezavisnih varijabli koeficijente djelo-
mic¢ne korelacije dobivamo iterativnim postup-
kom, iskljudujuéi utjecaj jedne po jedne varijab-
le radunajuéi (2.2), uvrdtavajudi u (2.3) itd.

2.3.3. Linearna regresija

Koeficijent maksimalne korelacije (bez obzira
na predznak), u korelacionom polju, u toZki
mreze, ili na meteorolotkoj stanici, dobiven izme-
du prediktanda i izabranog prediktora, pokazuje
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koliko dobro dana varijabla moZe biti prognozi-
rana jednostavhom jednadZbom linearne regresije,
oblika

§ = bo + bix (2.4)

gdje su bo i bi koeficijenti regresije, ¥ progno-
sticka vrnijednost zavisne varijable ili prediktanda,
a x je prediktor ili nezavisna varijabla- Vrijednosti
konstanti b. i b: odreduju se metodom najmanjih
kvadrata, koja minimalizira sumu kvadrata razli-
ka iizmedu prognosti¢kih vrijednosti § i opaZenih
vrijednosti vy, tj.

n
2 (yi — §¥ = min

Koeficijent by je nagib pravca regresije i dan
je izrazom
s(y)
by = rlxy) ' {2.5)
s(x)

dok se b. dobije izrazom.

s{y)
b, =5 —bxX = 7 — r(xy) L% (2.6)
s{x)

s(x) i s(y) su standardne devijacije, &ja neis-
krivljena procjena je dana izrazom

/n
/ Z(x,—Xx)
i=1
=X VvV — 2.7
n—1 ;
Kvadrat standardne devijacije zove se varijanca
(V).

2.3.4. Mnogostruka linearna regresija

PoboljSani rezultati mogu se dobiti korite-
njem dodatnih prediktora u jednadZbi mnogostru-
ke linearne regresije ovog oblika

y:’bo+ b1X1 +‘bzX2 + ... + kak (28]

gdje su bo i bi koeficijenti regresije odredeni
metodom najmanjih kvadrata, a xi;, x:... x su k
razli¢itih prediktora.

Koeficijente  jednadibe moZemo procjenjivati
kao kod jednostavne linearne regresije samo ako
nezavisne varijable x;, i = 1,2...k nisu i same
medusobno korelirane. Ako jesu, koristimo se ko-
eficijentima djelomiéne (parcijalne) korelacije.
Ti koeficijenti pokazuju korelaciju zavisne i jedne
od nezavisnih varijabli, ako ostale nezavisne vari-
jable imaju neku stalnu vrijednost, &me se isklju-
¢uje njihov utjecaj. Procjenjivanje koeficijenata
moZe se napraviti preko matrica; vektor koeficije-
nata (B) mozZe se izracunati kao produkt matrica:

B = (XX)7.XY = C.XY (2.9)
gdje su

Y — vektor vrijednosti zavisne varijable

X — matrica vrijednosti nezavisnih varijabli

" — je oznaka za transponiranu matricu,
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Zgodno je uvesti matricu korelacije, koja je
kvadratna i simetri¢na, te raditi s njenom deter-
minantom- Determinanta kompletne matrice koe-
ficijenata jednostavne korelacije (D) ukljucuje
koeficijente izmedu prediktanda i svakog pojedi-
nog prediktora (u prvom stupcu i prvom retku)
i koeficijente korelacije izmedu raznih prediktora
(u ostatku matrice)- Svi ¢&lanovi ove determinan-
te su u intervalu [0,1], za razliku od matrice
X’X, kojoj &lanovi mogu jako varirati. MoZe se
pokazati da se koeficijenti mogu dobiti kao:

sly)  Dlyx)
b, = (2.10)
s(x;) D{x,x)
D(x,x) i D(y,x;) su minori determinante D; D(x,x)
dobijemo tako da u D precrtamo prvi redak i prvi
stupac, a ((y,x;) ako precrtamo prvi redak i j-ti
stupac (ili prvi stupac i j-ti redak, $to je svejedno,
jer je D simetri¢na).
Koeficijenti se mogu dobiti i pomodéu izraza:

b; _r[yﬂ)
s(x1)
b, r(y,x)
s(xi1)

= s(y) - D7'(x,x) . (2.11)
. ry,xc)
b s(x)

gdje je D= (x,x) determinanta matrice inverzne
matrici D(x,x). Primijetimo da, radimo li izrazima
(2.10) ili (2.11), koeficijent b. se ne moZe odre-
diti. Djelujemo li s operatorom osrednjavanja
E( ) na jednadibu mnogostruke linearne regre-
sije (2.8) dobivamo:

E(y)=botbE(x) +hE(x2)+. .. +hE(xe)  (2.12)
no E(y)=y, E(x:)=X:, pa je
bo=§-—b Xi—bRe— . . . —hiX (2.13)

Uvrstimo |i taj izraz u (2.8) dobiva se:

(y—F) =bi (x'—%1) + b2 (xz—=2) + . . . +br(xc — %)
(2:14)

Umjesto s poletnim varijablama xixg, ..., radi-
mo s njihovim odstupanjima od srednjaka, 3to
je ¢ak i prakti¢nije. Koeficijenti dobiveni pomocu
(2.10) ili (2:11) odnose se i na jednadzbu (2.8),
u kojoj bi jo¥ trebali procijeniti parametar bo
(2.13),

2:3.5. Koeficijent mnogostruke korelacije

Ovaj koeficijent pokazuje vezu izmedu zavisne
varijable i nezavisnih varijabli, a moZe se izradu-
nati pomodu jednadzbe:

/ D ¥ (SGP)*
R=+V1— v

D(x,x) [sty)
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SGP je standardna gre$ka prognoza dobivenih
jednadzbom regresije, a s(y) je standardna devi-
jacija prediktanda.

Iz jednadzbe (2.15) slijedi da je postotak to-
talne varijance (EV) prediktanda oko srednjaka
y, objadnjen jednadZbom mnogostruke linearne
regresije, jednak kvadratu koeficijenta mnogo-
struke korelacije, ili:

n
Z (§i—y:)
EV i=1
RV = — =R =1 — —— (2.16)
100 n
Z ly—yr
i=1
gdje je y: opaZena vrijednost prediktanda, §:
prognozirana vrijednost jednadzbom  regresije
(2.8), a § je srednjak zavisne varijable. lzraz je
poznat kao redukcija varijance (RV) i-on je mje-
ra valjanosti jednadZbe za procjenu .

Iz gornje jednadzbe je jasno da smanjenje sume
kvadrata greSaka procjene je istog znalenja kao
i povecanje redukcije varijance, i smanjenje SGP
greske (ili standardne greske procjene), gdje je

1 n
SGP = [ — X (F — Yi]2 17 (247)
ni=1
Ako su koeficijenti korelacije r(yx)=0 (i=1, 2,
Loek)dor(xx)=0 (i, j, = 1,2,-..k, za i#j), on-
da je

D=1 i D(x,x)=1, pa je R=0.

Ako su varijable funkcijski povezane, r = = 1,
pa je i R=1. Za k>1, R je vedi od bilo kojeg ko-
eficijenta korelacije, osim onih na dijagonalnoj li-
niji u DL gdje je r(xx) = r(x,x) = ... =
= r(xg, xx) = 11

Standardna greska procjene moze se racunati
i pomodu koeficijenta mnogostruke korelacije. 1z
izraza (2.16) dobivamo

SGP = s(y) . V 1 — R (218)

Za R=1, SGP=0, $to znali da su opaZene i pro-
gnozirane (izradunate) vrijednosti jednake, za
R=0, SGP=s(y), tj. koritenje jednadzbe regresi-
je nema smisla.

2.4. Metoda odabiranja prediktora

Vedinom nije poznato koje prediktore, i koliko
njih, ukljuéiti v jednadZbu regresije. Cak da
prediktand i moZe biti koreliran s mnogo varijab-
li, jednadZba regresije treba sadrzavati samo
nekoliko njih koji objasnjavaju varijancu predik-
tanda isto tako dobro kao i jedna jednadzba koja
sadrZzava mnogo varijabli. Treba dakle birati sa-
mo one prediktore koji znadajno i neovisno dopri-
nose prognozi prediktanda. KoriStenjem manjeg
niza prediktora sprefava se i nestabilnost jedna-
dzbe i osiguravaju se dobri rezultati kad se ona
primjenjuje na nove podatke.

Metoda odabiranja prediktora zove se screening
(ili stepwise) regresija, a uveo ju je u meteorolo-
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giju Miller (1958), koji je slijedio jedan raniji
nepublicirani rad Bryana iz 1944. g. Od tada ova
metoda ima mnoge primjene u meteorologiji,
Klein i ost. (1959) te niz primjena diskutiran u
radu Glahna (1965).

U praksi je primijenjeno nekoliko varijan-
ti ove opdenite metode. Jedna od njih, moz-
da i najjednostavnija, je tzv. forward step-
wise method, Tehnika ove metode je u po-
stupnom  ukljudivanju nezavisnih varijabli, u
jednadZbu regresije. Prvo se ukljuéuje ona
koja ima najvecu vrijednost koeficijenta korelaci-
je sa zavisnom varijablom. lzabrani prediktor i
najvise reducira varijancu prediktanda. Tada se kao
drugi prediktor izabire onaj koji zajedno s prvim
izabranim reducira varijancu vife nego bilo koji
drugi prediktor od preostalih, i tako se nastavlja
izbor jednog po jednog prediktora. Ovaj postu-
pak je ekvivalentan raéunanju kiceficijenta djelomié-
ne korelacije izmedu prediktanda i svakog pojedi-
nog od preostalih prediktora, drzeéi prethodno
odabrane prediktore konstantnim, i odabire se
kao slijeded¢i onaj koji daje najvedu djelomicnu
korelaciju. Zavrina toka odabiranja odreduje se
po volji u ovisnosti o F testu, kako su to predlo-
zili Lubim i Summerfield (1951). Medutim, budu-
¢i da se odabiranje prediktora ne &ini slucajno, F
test nije strogo primjenljiv. Miller (1958) je pred-
loZio da se umjesto koriStenja kriti¢ne vrijedno-
sti F (1-2) u svakom koraku odabiranja predik-
tora upotrijebi vrijednost F (1-¢) / (P—S+1);
gdje je P ukupan broj moguéih varijabli, S je red-
ni broj odabrane varijable, dok se a obi¢no uzima
0.05. Ovom modificiranom F testu, koji daje pu-
tokaz, izbora broja prediktora, ne moZe se pripi-
sati egzaktan signifikantni nivo. Obiéno se uzima
da se odabiranje prediktora zaustavi kada slijedeéi
najbolji prediktor reducira ukupnu varijancu pre-
diktanda za manje od recimo 1%. Diskusija ove
metode neizbjeZno vodi na operacije s matricama,
i detaljno ju je opisao Efroymson (1960).

Medutim, ni ova metoda ne osigurava da ¢emo
naci najbolji niz prediktora. TraZenje najboljeg ni-
za prediktora ogranifeno je i kompjuterskim vre-
menom, Dakle ovdje, kao i u bilo kojoj tehnici
predvidanja, meteorolog mora iskustvom odabrati
prediktore, pomoéu kojih bi mogao ocekivati do-
bre rezultate.

¢

2.5. Kolmogorov — Smirnov test

Metoda mnogostruke linearne regresije pri-
mjenljiva je samo u slugaju ako su i nezavisne va-
rijable (prediktori) i zavisna varijabla (predik-
tand) razdijeljeni po normalnoj razdiobi. Za testi-
ranje odstupanja empiri¢kih razdioba (razdioba po-
dataka) odgovarajucih normalnih razdioba (s istim
srednjacima i standardnim devijacijama) koristen
je Kolmogorov-Smirnov test. Taj test kao kriterij
uzima u obzir najvedu razliku teoretske i empirié-
ke kumulativne razdiobe. Kao nivo znadajnosti,
uzeto je @=0,01; to je tzv. gre$ka prve vrste —
greSka odbacivanja istinite hipoteze — ovdje da
su razdiobe zaista normalne. Kolmogorov-Smirnov
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test za ovaj nivo daje kriti¢nu vrijednost 0,1352.
Treba medutim istaé¢i da je taj test primjenljiv,
strogo gledaju¢i, samo ako su parametri razdioba
(dakle srednjak i varijanca) unaprijed poznati, U
protivnom test je dosta »blag« (Benjamin i Cor-
nell, 1970).

2.6. Greske koeficijenata

2.6.1. Greske koeficijenata jednadibe regresije

Koeficijenti jednadzbe regresije b: odredeni su
s izvjesnom greskom, jer su procijenjeni iz uzor-
ka. Greske se mogu najzgodnije prikazati u ma-
tri¢cnom obliku:

s¥(B)=B . B’ = (xx)— . Xy.yx{x'x)— (2.19)

Pri izvodu se koristimo jednadZbom (2.9), te ne-
kim poznatim svojstvima matrica, napose:

te [(xx)—'T

pa je B'=yx(xx)—".

(x') = x = (xx)-

izraz (2.19) mozZemo prikazati u saZetijem ob-
liku, uzevsi da je:

yy' = siy) — varijanca zavisne varijable
(x'x) [x’x]41 = 1 jediniéna matrica

pa je, uz (xx)~ = C '
s’B) = s'y) - C (2.20)

Dijagonalni elementi ove matrice (matrice kovari-
janci) daju varijance, a vandijagonalni elementi
kovarijance procjene koeficijenata jednadZbe re-
gresije.

Varijance se mogu racunati i preko determinan-
te transformirane matrice kovarijance (A).

S‘[y) . A”
n— .

koja je simetri¢na. Ay je minor determinante, do-
biven precrtavanjem j-tog retka i j-tog stupca;
n je broj mjerenja, a k broj nezavisnih vari-
jabli. 1z (2.21) slijedi da gre$ke koeficijenata re-
gresije rastu s povecanjem broja varijabli. Raspo-
lazemo li s malim brojem opaZanja (mjerenja),
a s velikim brojem varijabli, polu¢ujemo nepouz
dane koeficijente regresije i manje statisti¢ki sta-
bilna rje$enja. Razvijanjem determinanti A i Ay
dobivamo za gre¥ke koeficijenata jednadZbe s 3
nezavisne varijable:

S’(Y] 1_—rz'(Xj,Xk)

sitb) = (2.22)
s(x;) {(n—3) D(x,x)
Lk = 1,28 izj=k.

2.6.2. Greske koeficijenata korelacije

Potje¢u li koeficijenti, korelacije iz populacije
koja se podvrgava zakonu bivarijatne normalne
razdiobe, za dovoljno velik broj opaZanja i za ko-
eficijente koji nisu suvide blizu = 1, razdioba
koeficijenata korelacije iz uzoraka teZi k normal-
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noj, s pravim (a nepoznate veli¢ine) koeficijen-
tom korelacije p kao srednjakom, i s varijancom

(1—r)?
sl[r] - —_—_——— (2.23)
n—1
(1—r*)?
[U literaturi se nalazi i izraz s'(r) = ———]
n

Ta procjena varijance ima manju gresku od
procjene dane s (2.23), ali za razliku od nje nije ne-
pristrana. Za velike n te su procjene, vostalom, go-
tovo jednake].

Bududi da srednjak te razdiobe nije poznat, in-
terval povjerenja za koeficijente odredujemo po-
modu t-razdiobe:

r—t 8(r) < p < r4tas(r) (2.24)

t je vrijednost varijable t, koji odgovara nekom
nivou signifikantnosti (obigno se odabire takva
vrijednost da je u intervalu danom s (2.24) 95%
svih vrijednosti koeficijenata korelacije dobivenih
iz uzoraka).
Sli¢no radunamo i varijancu koeficijenata mno-
gostruke korelacije
(1 —RY
sA) = —mM8— (2.25)
n—k—1
k je broj nezavisnih varijabli.

Varijanca (2.23), koja je odredena s to¢noScu
n’l,, vrijedi i kao varijanca razdiobe koeficijenata
korelacije bilo koje veligine, ali ta razdioba to
vide odstupa od normalne 3to su koeficijenti po
apsolutnoj vrijednosti vedi.

R. Fisher je dao transformaciju

1 1+ 1 14

Z = — 1n i €& = —
2 {—r 2 1—p

(2.26)

i pokazao da je, za &ak ne suvide velik broj opa-
Yanja (dovoljno je ve¢ n=50), veli¢ina Z razdi-
jeliena po zakonu normalne razdiobe sa srednja-
kom

P
2(n—1)

(u radunu se, umjesto inepoznatog p, uzima koefi-
cijent korelacije iz uzorka r) i varijancom

E(z) = & +

1
si(z) = —— (2.27)
n—3

Za male n postoji tablica sa Z-razdiobu. Fi-
sherova Z-razdioba omogudava rjeSavanja raznih
problema s kojima se eScée susredemo:

a) koliko je bitna razlika medu koeficijentom
korelacije iz uzorka (r) i koeficijentom korelacije
cijele populacije p (poznatim ili pretpostavlje-
nim);

b) koliko je bitna razlika medu koeficijentima
korelacije izradunatim iz dva ili vi¥e uzoraka;
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¢) koja je najbolja procjena koeficijenta kore-
lacije, ako raspolazemo s 2 li vise uzoraka i nji-
ma pripadnim koeficijentima korelacije.

U praksi najéedce testiramo hipotezu da ne po-
stoji linearna povezanost izmedu dviju varijabli,
tj. da je koeficijent korelacije p=0. Tada je veli-
li¢ina razdijeljena po t-razdiobi s (n—2) stupnja
slobode.

rvn—2
1—r

(2.28)

2.6.3. Gretke zbog autokorelacije

Pri razmatranju jednadzbe linearne regresije i pro-
cjenjivanju njenih koeficijenata, pretpostavilo se da
su vrijednosti zavisne varijable medusobno neko
relirane. U praksi, pri analizi meteoroloSkih po-
dataka, obi¢no statisticke parametre procjenjuje-
mo iz vremenskih nizova meteoroloskih elemena-
ta. Clanovi tih nizova su obi¢no povezani, tj. me-
dusobno korelirani. Pritom to ne mora znaciti da
su i kauzalno povezani, ve¢ da stanja atmosfere
pokazuju veliku perzistenciju.

Medusobna korelacija (autokorelacija) smanju-
je obim informacije iz niza podataka, sniZavajuci
to&nost procjena statistickih parametara (pove-
davajuéi njihovu varijancu).

U teoriji linearne regresije pokazuje se da su
procjene koeficijenata jednadZbe linearne regresi-
je, uvazivsi autokorelaciju:

B=(X'MX)~" X'M="Y
£(B) = (XX)=' X'MX (XX)~

(2.29)
(2.30)

gdje je M kovarijacijska matrica zavisne varijable
y. Za medusobno nezavisne podatke yi (i=1,
...n), mjerene s jednakom tocnoSc¢u

M = §'(y)
$to izraz (2.29) svodi na izraz (2.19).

Koeficijenti autokorelacije su nam, naravno, ne-
poznati, pa ih procjenjujemo iz podataka. U prak-
si ih je mukotrpno procjenjivati, a ako ne raspo-
lafemo s velikim brojem podataka i nemoguce.
Zato se pri procjenjivanju koeficijenata regresije
sluzimo formulom (2.9). Koeficijenti odredeni
prema toj formuli imaju veéu srednju kvadratnu
gre$ku od onih odredenih prema (2.29), ali su
takoder nepristrani.

2.6.4 Gretke zaokruzivanja

Radunamo li koeficijente jednadZbe regresije s
vie nezavisnih varijabli, prilikom zaokruZivanija
brojeva s kojima raunamo na odredeni broj de-
cimala, potreban je poseban oprez. To zaokruzi-
vanje moZe biti izvor velikim gre$kama, ¢emu se
ne posveduje dovoljna paZnja. Radimo li s matri-
com, inverznom matrici kovarijance, &iju deter-
minantu oznadavamo s D—'(x,x), vidi izraz (2.11),
tada se ona moZe ra¢unati na dva nacina:
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a) da podijelimo svaki ¢lan determinante s
D(xx)

b) da zajedni¢ki faktor izlu¢imo ispred deter-
1

minante — tada mnozimo s [ ————— ]
D(x,x)

Aritmeti¢ki je to naravno svejedno, ali u prak-
tiénom radu rezultati se mogu prili¢no razlikovati.
Narodito ako je D(x,x) mali broj, a to je slucaj
kad su koeficijenti korelacije medu nezavisnim va-
rijablama r(x;,x:), r{xsx:) i r{x;,x) veliki (blizu 1),
moramo biti oprezni. U grani¢nom slu¢aju za
r(xi,x;)=1, D~'(x,x) je singularna matrica.

Drugi glavni uzrok grelaka je ako su brojevi
koji ulaze u radun koeficijenata regresije znatno
razli¢itog reda veliéine.

Posebno nije dobro ako su broj¢ane vrijednosti
nezavisnih varijabli znatno vede od vrijednosti za-
visne varijable. Tada je vrijednost izralunata jed-
nadzbom regresije vrlo osjetljiva,

Najbolji je savjet da se radi s korelacijskom
matricom, i da se pri ra¢unanju svih koeficijenata
zadrzi S§to viSe decimalnih mjesta, a sva za-
okruzivanja da se ostave za kona&ni radun — na-
kon svih mnoZenja i dijeljenja.

3. PROGNOZA MINIMALNE TEMPERATURE U
MJESECU SIJECNJU ZA ZAGREB

3.1. Izbor prediktora i njihove statisticke karak-
teristike

Da bismo dobivenu jednadzbu regresije mogli
koristi u prognosti¢ke svrhe, moraju se birati
prediktori koji se prognoziraju numeridkim mode-
lom ili modelima. Izbor je bio suZen <&injenicom
da prognosti¢cke karte dobivene HIBU modelom,
koje emitira preko faksimila sluzba SHMZ, daju
samo vrijednosti prizemnog tlaka, geopotencijala
na 850, 700 i 500 mbara, temperaturu na 850
mbara te polozaj prizemnih fronti. Tako su kao
potencijalni prediktori odabrani: prizemni tlak,
temperatura na 850 mbara te relativne topogra-
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fije 85071000, 700/1000 i 500/1000 mbara, ukup-
no pet prediktora.

Kao daljnji prediktori uvedeni su vijetar na AT
850 mbara i vjetar pri tlu, i to srednji dnevni vje-
tar u m/sek, Za oba prediktora potrebna je daljnja
interpretacijska obrada, pomodu koje bi mogli
procijeniti njihovu vrijednost iz prognosti¢kih ka-
rata. Tako je broj potencijalnih prediktora pove-
¢an na sedam.

Budu¢i da naoblaka ima velik utjecaj na mini-
maljnu temperaturu, kao osmi prediktor uzeta je
vlaga na 850 mbara, i to relativna vlaga. Smatrali
smo da vlaga na 700 i 500 mbara nije toliko zna-
¢ajna, jer srednja i visoka naoblaka ne utjecu
bitnije na minimalnu temperaturu. Za sada HIBU
mode| jo¥ ne daje vlagu, pa bi se za progno-
sticke svrhe i taj prediktor morao procijeniti pre-
ma razvoju sinopti¢ke situacije, ili advekcijom
na karti AT 850 mbara. Cesto je medutim, naro-
&ito  zimi, oblaéni sloj na niZoj visini od 850
mbarske plohe, pa bi stoga bilo pogodnije uzima-
ti srednju vlagu izmedu tla i 850 mbara, $to mi
sada nismo u moguénosti. Medutim neki modeli,
kao npr. model evropskog centra za srednjoroc¢nu
prognozu vremena, u moguénosti su da progno-
ziraju sve ove prediktore.

Kao deveti prediktor, za prognozu minimalne
temperature, uzeta je prizemna relativna vlaga u
13 sati, dakle podatak iz prethodnog dana, Pri-
zemnu vlagu od 13 sati koristili su i drugi autori
kod odredivanja regresionih jednadibi za progno-
zu mraza kao Penzar (1957) te formula Miha-
ljevskog.

Kao posljednji, deseti, prediktor navedena je mi-
nimalna temperatura izmjerena prethodnog dana,
i to klimatolosksi minimum. Time je uzeta u ra-
cun perzistencija.

Prvih pet i osmi prediktor izvandeni su iz radio-
sondaZnih podataka stanice Zagreb—Maksimir od
01 SEV, a ostali iz klimatoloskih mjeseénih izvje-
Staja. U radun je uzet petogodi$nji niz, razdoblje
1975/79 godina. U tabeli 1. prikazane su osnovne
statisticke  karakteristike odabranih prediktora,
dobivene iz petogodi$njeg niza.

Tabela 1. Osnovne statistitke karakteristike varijabli: minimalna i maksimalna vrijednost, srednjak, standardna
devijacija (6), odstupanje srednjaka (d) i Kolmogorov-Smirnov test (KS).

Table 1. Basic statistical characteristics of vaniables: minimum and maximum values, mean, standard deviation
(8), deviation from the mean (d) and Kolmogorov-Smirnov test (KS).

Varijabla Min. Max. Srednjak ) d KS
Mean

RT 850/100 1236 1361 1306,9 23,1 3.7 0,0452
temp. na 850 mb —17,5 10,2 —1,3 51 0,8 0,0582
RT 500/1000 5006 5536 5352,8 99,0 15,7 0,0658
tlak-pressure 975,5 1023 1002,0 9,8 1,6 0,0288
rel. vl. 850 mb 18 100 73,7 22,6 3,6 0,1234
humidity
RT 700/1000 2663 2930 2832,2 52,5 8,3 0,0409
vjetar na 850 mb 0,8 221 9,2 53 0,8 0,0892
wind at 850 mb
prizemni vjetar 0,4 43 1,6 0,8 0,1 0,0864
surface wind
rel. vl. 13 SEV 28 100 73,1 16,5 2,6 0,0702
rel. humidity
perzistencija —17,3 7.1 —24 48 0,7 0,0896




48

Odstupanje srednjaka (d) znati da je vjerojat-
nost 0,95 da de pravi srednjak (#) pasti u granice
+d oko dobivenog srednjaka tj.

P(z—d<u<x+d) = 0,95.

U posljednjem- stupcu, Kolmogorov - Smirnov
test, dana su najveda odstupanija teoretske i empi-
ricke kumulativne razdiobe (prethodno su razdio-
be standardizirane, tj. suma svih podataka=1).
Razdioba relativne vlage na 850 mbra najvise od-
stupa od normalne razdiobe, ali ipak ne toliko da
bi prema ovom testu mogli odbaciti hipotezu o
normalnoj razdiobi, jer je odstupanje jo§ uvijek
manje od kriti¢nog, koje je 0,1352. Sva ostala od-
stupanja su znatno manja, a najmanje odstupanje
od normalne razdiobe daje tlak.

3.2. Matrica korelacije prediktora

U tabeli 2. prikazana je matrica korelacije o-
dabranih prediktora. Vandijagonalni elementi te
matrice su koeficijenti linearne korelacije izmedu
prediktora. Vidi se da su prediktori (koje éemo
sada skraéeno pisati) RT 850/1000, RT 700/1000 i
RT 500/1000 mbara (RT85, RT70i RT50), i tempe-
ratura na 850 mbara (T85) jako korelirani, 5to je
i logi¢no buduéi da svaki odrazava toplinsku struk-
turu nizeg sloja atmosfere. Od preostalih predik-
tora najveée koeficijente korelacije, s veé nave-
denim prediktorima, ima minimalna temperatura,
dan ranije (TNDR), i to narodito s RT85. Preostali
prediktori, prizemni tlak (p), relativna vlaga na
850 mbara (RV85), vjetar na 850 mbara (VJ85),

srednji prizemni vjetar (VJPR) i relativha vlaga

Tabela 2. Matrica korelacije prediktora,
Table 2. Matrix of correlation predictors,
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u 13 SEV, odredena dan ranije (RVDR) razmjer-
no su nezavisni i njihova medusobna korelacija,
kao i korelacija s prije navedenim prediktorima,
je mala. To je, svakako, vrlo pozeljno svojstvo
kada se radi o izboru prediktora za jednadzbu
mnogostruke regresije. Vedéina njihovih medusob-
nih koeficijenata korelacije je negativna, osobito
za tlak koji jedino s prediktorom RT50 ima pozi-
tivnu korelaciju.

3.3. Statisticke karakteristike regresije

U daljnjem radu na prognozi minimalne tempe-
rature izvedena je jednadZba mnogostruke line-
arne regresije uz koridtenje svih deset prediktora.
Za racunanje regresionih koeficijenata koristili
smo programe s kojima raspolaZe Sveudilisni ra-
gunski centar u Zagrebu, a sva racunanja su pro-
vedena na elektroni¢kom racunalu UNIVAC 1110.
U tabeli 3, prikazane su statisticke karakteristike
regresije. U prvom stupcu su jednostavni linearni
koeficijenti korelacije izmedu minimalne tempe
rature i pojedinih prediktora. Najvec¢u vezu mini-
malna temperatura pokazuje s RT85 i perzistenci-
jom (TNDR), a zatim slijede RT70, T85 te RT50.
Ostali koeficijenti korelacije su znatno manji. Ko-
celacija tlaka i minimalne temperature je negativ-
na: to je dobro poznata ¢injenica da je u zimskim
mjesecima visoki tlak obiéno povezan s niskim
temperaturama i obratno. U 2. stupcu testirana je
hipoteza da ne postoji linearna povezanost izmedu
minimalne temperature i pojedinog prediktora, tj.
da je koeficijent korelacije p=0. Vjerojatnost je
dana na pet decimala, i ona je za prediktore koji

RT85 T85 RT50 P RV85 RT70 VJ85 VJPR RVDR TNDR
RT85 1 0,898 0,817 —0,215 —0,042 0,921 0,246 0,149 0,059 0,474
T85 1 0,895 —0,028 —0,171 0,954 0,165 0,082 0,155 0,295
RT50 1 0,042 —0,025 0,944 0,227 0,006 0,169 0,237
p 1 —0,262 —0,077 —0,148 —0,254 —0,033 —0,268
RV85 1 —,060 —0,016 —0,109 0,286 0,136
RT70 1 0,205 0,089 0,147 0,328
VvJ8s5 1 0,226 —0,190 —0,023
VJPR 1 —0,418 0,140
RVDR 1 0,066
TNDR 1
Tabela 3. Statisticke karakteristike regresije.
Table 3. Statistical characteristics of regression.
s[bi(S)]
r p=0 r(y.xi) b: (S) s[bi(8)] =0 b, RV
b; (8)
RT85 0,691 0,00000 0,156 0,29083 0,15464 0,53 0,06207 0,05679 20,11
185 0,550 0,00000 0,076 0,15408 0,16956 1,10 0,36504 0,13556 8,47
RT50 0,525 0,00000 0,013 0,02575 0,15994 6,21 0,87231 0,01176 1,35
p —0,273 0,00065 0,047 0,03029 0,05351 1,77 0,57225 0,01395 —0,83
RV85 0,269 0,00077 0,401 0,27822 0,05328 0,19 0,00000 0,05567 749
RT70 0,600 0,00000 0,002 0,00637 0,25464 40,0 0,98009 0,00055 0,38
VJ85 0,206 0,01052 0,150 0,08951 0,04948 0,55 0,07257 0,07667 1,85
VJPR 0,232 0,00397 0,180 0,11424 0,05249 0,46 0,03117 0,62683 2,65
RVDR 0,056 0,48920 —0,052 —0,03388 0,05485 1,62 0,53778 0,09264 —0,19
TNDR 0,690 0,00000 0,570 0,45727 0,05527 0,12 0,00000 0,43116 31,55
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su imali veliki koeficijent korelacije s minimal-
nom temperaturom mala, Najveda je za relativnu
vlagu u 13 SEV, $to je logi€no jer ona ima i naj-
manji koeficijent korelacije.

Koeficijenti djelomi¢ne korelacije izmedu mi-
nimalne temperature i pojedinog prediktora, uz
pretpostavku da je iskljuéen utjecaj preostalih
prediktora, 3. stupac, pokazuju da su gotovo je-
dini relevantni faktori u predikciji perzistencija i
relativna vlaga na 850 mbara, a zatim slijede
VJPR, RT85 te VJ85. Ostali koeficijenti djelomi¢-
ne korelacije su znatno manji, dok je za relativnu
vlagu u 13 SEV negativan.

Cetvrti stupac odnosi se na regresijske koefici-
cijente, koji su u stvari koeficijenti jednadzbe re-
gresije za standardizirane varijable, bi(S), tj. za
varijable podijeljene s odgovarajué¢im standard-
nim devijacijama. U 5. stupcu dana je standardna
devijacija, a u 6. stupcu relativna greska bi(S)
koeficijenta, dobivena dijeljenjem vrijednosti u
5. stupcu s vrijednosti u 4. stupcu. Najmanje re-
lativne gre$ke daju koeficijenti perzistencije, rela-
tivne vlage na 850 mbara, srednjeg prizemnog vje-
tra, relativne topografije 850/1000 mbara i vjetra
na 850 mbara, §to ukazuje da su ovi prediktori
najprikladniji da se koriste u jednadsbi mnogo-
struke linearne regresije, za prognozu minimalne
temperature, Na isti zaklju¢ak navodi nas i testi-
ranje hipoteze =0, 7. stupac.

U 8. stupcu dani su pravi koeficijenti regresij-
ske jednadzbe, dobiveni tako da se odgovarajudi
regresijski bi(S) koeficijenti mnoZe sa standard-
nom devijacijom minimalne temperature i dijele
s pripadnom standardnom devijacijom nezavisne
varijable. PoZeljno je da koeficijenti budu $to sta-
bilniji, tj. da regresijski koeficijenti iz nekog dru-
gog uzorka ne odstupaju od prvotnih (u nafem
sluCaju regresijski koeficijenti izvedeni su iz niza
od 153 podataka). Slobodni &lan b. raduna se po
(2.13). On se moZe i izbjedi, ako kao varijable uz-
memo njihova odstupanja od pripadnih srednjaka.

U 9. stupcu dani su doprinosi pojedinog predik-
tora objadnjenju varijance (RV). Ukupan dopri-
nos svih prediktora je 73,85%, dakle velik, a time
je i koeficijent mnogostruke korelacije razmjer-
no velik i iznosi 0,8594. Najve¢i doprinos reduk-
ciji varijance prediktanda daje perzistencija i re-
lativna topografija 850/1000 mbara, a zatim sli-
jede temperatura na 850 mbara i relativna vlaga
na istom nivou. Srednji prizemni vietar daje vedi
doprinos od vjetra na 850 mbara.

3.4. Jednadibe regresije za prognozu minimalne
temperature

Ako jednadibu mnogostruke regresije uz koris-
tenje svih deset prediktora, tabela 3., primijenimo
u praksi, ona usprkos velikom doprinosu redukei-
ji varijance prediktanda ne daje dobre rezultate.
Razlozi su velik broj medusobno zavisnih predik-
tora i premalen niz podataka za njeno odrediva-
nje. Ipak tabele 2, i 3. su nam pomogle da biramo
najbolju kombinaciju prediktora za prognozu mi-
nimalne temperature, uzimajuéi one koji daju naj-
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ved¢u redukciju varijance, a medusobno su nezavi-
sni, Odredeno je viSe regresijskih jednadibi uz
koristenje veéine prediktora, osim prizemnog tla-
ka i RT 700/1000 mbara, (p je ispitan ranije,Be-
jamarié i Kisegi, 1981).

U prvoj kombinaciji odabrani su prediktori ko-
je daje HIBU model, i to RT50, T85 i RT85, Do-
bivena je jednadiba regresije za prognozu mini-
malne temperature kojoj pridodajemo vz TN i
broj 1.

TN1 = —O0,0008(RT50) — 0,2311(T85)+0,1622
(RT85) —209,8 (3.1)

Medutim i ova jednadZba ne daje dobre rezul-
tate. Jedan od razloga je $to ne sadrzava predik-
tor naoblake, a drugi $to su koridteni medusobno
zavisni prediktori.

Zatim je odredeno nekoliko jednadZbi regresije
tako da su birane kombinacije medusobno nezavi-
snih prediktora. Odabrani su RT85 i RV85, a uz
njih jo§ u pojedinim kombinacijama i prediktori
VJ85, TNDR i VJPR. Tako su dobivene slijedece
jednadzbe:

TN2 = 0,0912(RT85)+0,046(RV85)+0,09(VJ85)

+0,41(TNDR)—124,7 (3.2)
TN3 = 0,1325(RT85)+0,063(RV85)+0,007(VJ85)
+0,89(VJPR)—181,7 (3.3)
TN4 = 0,0981(RT85)+0,047(RV85)+0,4(TNDR)
—133,0 (3.4)
TN5 = 0,0958(RT85)+0,05(RV85)+0,7(VJPR)+
+0,38(TNDR)—131,2 (3.5)

Buduéi da najveéi doprinos obja$njenju varijan-
ce prediktanda daje perzistencija, tabela 3, odre-
dena je jednadiba regresije uz kori$tenje samo
tog prediktora

TN6 = 0,69(TNDR) — 0,7 . (3.6)

U tabeli 4. navedeni su koeficijenti korelacije,
dobiveni iz petogodidnjeg niza, kada bismo mini-
malnu temperaturu koristili za prognozu i u slije-
dece dane, tj. za drugi, tredi, ... do sedmog dana,

Tabela 4. Koeficijenti korelacije minimalnih tem-

peratura.
Table 4. Correlation coefficients of minimum
temperature.
1dan 2 dana 3 dana 4 dana5dana 6dana 7 dane
koeficijent
kor. 0,690 0,4475 0,2832 0,2024 0,1297 0,0302 —0,0387

Koeficijent korelacije se postupno smanjuje i sed
mog dana postaje negativan, tako da perzistencija
ima smisla za prognozu do 3 dana,

U daljnjem radu uveden je kao prediktor rela-
tivna vlaga u 13 SEV, pa je dobivena jednadZba.

TN7 = 0,0948(RT85)+0,043(RV85)+0,55(VJPR)
+0,026(RVDR)+0,41(TNDR) — 130,29 (3.7)
Isti ovi prediktori koridteni su i za odredivanje

koeficijenata regresije iz desetgodi¥njeg niza, raz
doblje 1972/81, pa je dobivena jednadzba
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TN8 0,09693(RT85)+0,04441(RV85) +0,83226
(VJPR) + 0,02341(RVDR) + 0,37823(TNDR) —
— 134,41 . (3.8)

Na ovaj na&in dobiveni su stabilniji koeficijenti.
Oni su se za prediktore RT85 i RV85, a osobito

za VJPR, povedali, dok su se neSto smanjili za pre-
diktore RVDR i TNDR.

3.5. Ocjena jednadibi regresije na podacima
sijeénja 1982.

Mjesec sije¢anj 1982. odabran je zato 3to se
nalazio u razdoblju programa ALPEX, a nije se
nalazio u nizu iz kojeg su odredivane jednadzbe.

Provjera uspje$nosti regresijskog modela, tj.
jednadzbi regresije, moZe se provesti pomodu ana-
lize reziduala (Draper i Smith, 1966). Reziduali
(es) su diferencije vrijednosti zavisne varijable
dobivene pomoc¢u jednadzbe regresije (§:) i stvar-
nih (opazenih) vrijednosti (yi):

e = yi — Vi
i je redni broj podatka.

Vidi se da su reziduali iznos koji regresija nije
uspjela objasniti. Nadalje, ako je regresijski mo-
del ispravan, reziduali predstavijaju sluajne gre-
ske.

U regresijskoj analizi uobigajene pretpostavke
za greSke su:

1). greske su nezavisne,

2) njihov srednjak jednak je nuli,
3) varijanca je konstantna,

4) slijede normalnu razdiobu.

Pretpostavka o nezavisnosti nije sasvim ispunje-
na. §to je vise parametara (koeficijenata korela-
cije, odnosno koeficijenata jednadzbe) procijenje-
no iz podataka, to su reziduali vise korelirani (tj-
nisu potpuno nezavisni). Ipak, ako je broj stup-
njeva slobode (S=n—p) velik, tj. n>p (n=broj
podataka, p=broj parametara-nezavisnih varijab-
li) autokorelaciju reziduala moZemo zanemariti.

Ako se jednad¥be regresije primjene na niz iz
kojeg su odredene, onda su pretpostavke 2) i 4)
ispunjene (Belamarié i Kisegi, 1981).
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Pretpostavka 3) da je varijanca konstantna, tj.
neovisna o vrijednostima zavisne i nezavisnih va-
rijabli, kao i o vremenu, nije provijerena u ovom
radu.

U tabeli 5. prikazana je ocjena jednadibi re-
gresije (3.1) do (3.8) analizom reziduala, Racu-
nali smo srednjak, standardnu devijaciju i vari-
jancu reziduala, standardnu gresku procjene, ko-
eficijent mnogostruke korelacije i redukciju vari-
jance. U posljednja Cetiri retka dana su maksi-
malna pozitivna i negativna odstupanja prognozi-
rane od stvarne minimalne temperature s datu-
mom za koji su dobivene.

Standardna devijacija minimalne temperature
za sijecanj 1982. je 3,855.

Ocjena je radena samo za 30 dana. Nije uzet v
ratun 9. sije€anj buduéi da nije bilo TEMP poda-
taka od 01 SEV,

Iz tabele 5. se vidi, kad se jednadzbe regresije
primijene na podatke koje nismo koristili za nji-
hovo odredivanje, da srednjak reziduala nije jed-
nak nuli. Veéina jednadibi dala je u prosjeku ni-
#u vrijednost . minimalne temperature. Najvecu
srednju gresku daju (3.-1) koja ne sadrZava pre-
diktor perzistencije, te (3.6) koja uzima u racun
samo perzistenciju. Obje su jednadzbe v prosjeku
dale za oko 1°C visu temperaturu.

Standardna devijacija reziduala kreée se od 2,58
kod (3.6) do 3,17 kod (3.3) koja takoder ne sa-
drzi kao prediktor perzistenciju.

Razmatrajuéi srednju gre$ku procjene, koja se
kre¢e od 2,56 kod (3.4) do 3,14 kod (3.3), vidi-
mo da je ona manja od standardne devijacije pre-
diktanda [s(y)=3,855], a to prema (2.18) znadi
da koristenje svih ocijenjenih jednadibi regresije
ima smisla, i da one u najveéem broju dana daju
zadovoljavajuée rezultate prognoze.

Koeficijent mnogostruke korelacije je kod svih
jednadzbi dosta visok, i krece se od 0,58 (3.3) do
0,75 (3.4), dok je kod (3.7) neznatno niZi (0,74).

Analogno je i s redukcijom varijance, koja je
jednaka R’

Usporedujuéi (3.4) i (3.7), vidimo da druga
sadr#i dva prediktora vise, VJPR i RVDR, pa zato
ukljuuje i veée mogucnosti za prognozu minimal-
ne temperature, To su razlozi zbog kojih jednad-

Tabela 5. Ocjena jednadzbi regresije, analizom reziduala, na podacima sijecnja 1982.
Table 5. Test of validaty of the regression equations by the residual analysis on January 1982 data.

(3.1) (3.2) (3.3) 3.4) 3.5) (3.6) (3.7 (3.8)
e 1,11 —0.22 —033 —0,05 —0,08 1,08 0,26 —0,07
S. 273 2,73 3,17 2,61 2,84 2,58 2,60 2,74
V. 7,46 745 10,05 6,79 8,07 6,66 6,75 748
SGP 2,91 2,69 3,14 2,56 2,79 2,76 2,58 2,69
R 0,66 0,72 0,58 0,75 0,69 0,70 0,74 0,72
RV 0,43 0,51 0,34 0,56 0,48 0,49 0,55 0,51
fnax 59 6.4 9,0 69 9,5 6.1 8,0 87
datum 16. 7. 7. 7. 7. 7. 7. 7.
~fhax 31 —5.2 =43 —48 —50  —5,1 —43 —49
datum  26. 21. 26. 21. 21. 28.  21.i26. 26.
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sbu (3.7), usprkos neznatno manje vrijednosti
koeficijenta mnogostruke korelacije i redukcije
varijance, treba smatrati najboljom. Zato su ko-
ristenjem istih prediktora odredeni stabilniji ko-
eficijenti regresije iz desetogodinjeg niza, jedna-
dsba (3.8). Medutim, ona je kod primjene za pro-
gnozu minimalne temperature u sijecnju 1982.
dala nedto loije rezultate od (3.7). Razlog treba
tra¥iti $to je sijeanj 1982. bio izuzetno perzisten-
tan. U veéem dijelu mjeseca nasi krajevi su se
nalazili pod utjecajem hladnog arktickog zraka,
koji je prodro 7. ujutro, a u razdoblju od 14. do
21. sijeénja nad podrugjem veéeg dijela zemlje, pa
tako i nad Zagrebom, postojala je jaka anticiklo-
nalna inverzija. Zato je jednadzba (3.6), koja kao
prediktor koristi samo perzistenciju, dala dobru
prognozu u sijednju 1982.

Prilikom ocjene uspje$nosti prognoze, odstupa-
nja koja su ve¢a od 4s. smatrat cemo grubim
gre¥¢kama.

U tabeli 5. vidimo da je kod svih jednadzbi
maksimalno pozitivno odstupanije bilo vece od 2s.,
dok su maksimalna negativha odstupanja bila ve-
éinom manja od 2s..

Sve jednadfbe, osim (3.1), dale su najvece
pozitivno odstupanje 7. sijenja. Tog dana u ju-
tarnjim satima do%lo je do prodora fzrazito hla-
dne arkti¢ke zraéne mase. Prognoza minimalne
temperature izradunata je na osnovi prediktora
izvadenih iz TEMP izvjeStaja od 01 SEV, a oni su
se ve¢ do jutra znatno izmijenili. Samo relativna
topografija 850/1000 mbara od 7. na 8. sijecnja
smanjila se za 61 geopotencijalni metar, a tempe-
ratura na 850 mbara pala je za 14,9°C. Da se u
jednad?be ilo sa vrijednostima prediktora od 8.
sije¢nja 01 SEV rezultati prognoze bili bi daleko
bolji. Samo smanjenje RT 850/1000 za 61 gpm
daje po jednadibi (3.8) smanjenje minimalne
temperature za 6,9°C, tako bi odstupanje, koje je
iznosilo 8,7°C, bilo svega 1,8°C.

Maksimalna negativna odstupanja su kod vedi-
na jednadzbi nastupila 21, ili 26. sije¢nja, a samo
kod (3.6) 28 sije¢nja. U oba slu¢aja radilo se o
pritjecanju toplije zrane mase u razdoblju posli-
je 01 SEV, a 21, sije¢nja dodlo je tokom jutra i
do naoblagenja, tako da bi i u tim slucajevima
uzimanje u radun ovih zna&ajnih promjena predik-
tora, do kojih je do%lo neposredno poslije termi-
na 01 SEV, dalo bolji rezultat.

Tabela 6. Razdioba reziduala za mijesec sijecanj
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Ovdje bismo spomenuli da je poznata i teoret-
ski obja$njena &injenica da je regresijska progno-
za bolja u podrugju oko srednjaka prediktanda a
mnogo lo%ija za ekstremne vrijednosti prediktanda
(Draper i Smith, 1966; Benjamin i Cornell, 1970).

U tabeli 6. prikazana je razdioba reziduala do-
bivena jednadfbama (3.4), (3.7) i (3.8).

Granice klasa su: za odstupanje 0, od —0,5 do
0,5, za odstupanje =1, od +0,6 do =1,5 itd.

Vidimo da (3.8), usprkos $to u ekstremnim
sluajevima ima najvecu &estinu odstupanja, 2 slu-
&aja u klasi —5, a jedan slugaj u klasi 9, daje u
prosjeku najbolje rezultate. Naime, od izradunatih
30 prognoza, 23 prognoze kod (3.8) imale su od-
stupanja u granicama od —2,5 do 2,5°C (klase od
—2 do 2). Kod (3.4) to se dogodilo u 20, a kod
(2.7) v 19 slu&ajeva.

4. ZAKLJUCAK

Pokazalo se da najbolje rezultate daju jednad-
¥be regresije koje sadrze prediktore koji su medu-
sobno nezavisnhi, a u najvecoj mjeri reduciraju va-
rijancu pediktanda. Od razmatranih deset predik-
tora, pokazala se najboljom, 3to naravno ne zna-
& da ne postoji i bolja, kombinacija prediktora
RT 850/1000 mbara, relativna vlaga na 850 mba-
ra, srednji prizemni vjetar u m/sek, relativna vla-
ga u 13 SEV i perzistencija.

Analiza reziduala i verifikacija rezultata je po-
kazala, da bi se najveda odstupanja u prognozi mi-
nimalne temperature izbjegla ako bi uzeli u racun
eventualne znadajnije promjene prediktora, tj. u-
veli nove vrijednosti prediktora, do kojih je do-
§lo neposredno poslije 01 SEV. Najveéi broj od-
stupanja prognozirane od stvarne minimalne tem-
perature pada u razmjerno uski interval od —2,5
do 2,5°C.

Povedanjem niza podataka dobivaju se stabilniji
regresioni koeficijenti, a time i bolji rezultati, §to
je i pokazala jednadzba (3.8).

Medutim, krajnji cilj — prognoza minimalne
temperature za vide dana unaprijed — ovisit ce
uvelike o to¢nosti karata numeri¢ke prognoze, iz
kojih bi se dobivale vrijednosti prediktora,

1982.

Table 6. The distribution of residuals for January 1982.

—5—4—-3—2-— 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(3.4) i 2 3 2 3 7 5 3 2 1 1
(3.7 2 3 1 6 5 3 4 4 1 1
(3.8) 2 3 4 4 5 6 4 1 1
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SUMMARY

In order to develop a statistical method for forecast-
ing minimum temperature for January in Zagreb, this
study employs the equation of multiple linear regres-
sion.

The first part of this paper presents a review of va-
rious approaghes to weather forecasting using stati-
stical methods. The basis of correlation and regression
methods and the manner for Selecting the predictors are
presented, and the possible errors which might appear
in application are discussed.

The second part of this paper presents the selection
of ten potential predictors from the data of the obser-
vatory Zagreb—Maksimir, which are: minimum tempe-
rature, relative humidity at 12 GMT on the previous day,
surface pressure, 850 mbar temperature, relative humi-
dity and wind at 850 mbar, thickness 850/1000, 700/1000
and 500/1000 mbar at 12 GMT, and the mean surface
wind for the forecasting day. Statistical characteristics
of regression (Table 3) show that for the minimum tem-
perature prediction the most suitable predictors are:
persistency, relative humidity at 850 mbar, mean sur-
face wind, 850/1000 thickness and wind at 850 mbar.
These predictors give the largest contribution of pre-
dictor's reduction of variance, and their coefficients of
regression have the smallest relative error.

Seven regression equations are used as a combination
of three to five most suitable predictors, except for eq.
(3.1). All equations are determined from a five-year da-
ta series 1975—79. The verification is done for January
1982. For the combination of five mutually independent
predictors, which indicated the largest contribution to
the reduction of variance of the predictand, the equ-
ation (3.8) is determined from a 10-year data series
1972—81, which resulted in more stable coefficients of
regression.

Analysis of residuals (Table 5) has shown that all
equations give relatively high coefficients of regression,
varying from 0,58 in (3.3) to 0,75 in (3.4).

SEwo-



