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Pet rjesenja geometrijskog zadatka
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Mnogi zadaci iz geometrije mogu se rjesavati na razne nacine, sto ¢emo u ovom ¢lanku pokazati.
Na drzavnom natjecanju! dan je sljedeéi zadatak iz geometrije:

Ako za trokute s duljinama stranica a, b, i c i a’, b’ i ¢ te nasuprotnim
kutovima o, B, 1o, 3,7 vrijede jednakosti a+o’ = w, 3 = 3’ dokazite
da vrijedi i jednakost a-a’' =b-b +c-c.

Posebnost ovog zadatka je to Sto ima cak 5 rjeSenja. 4 rjeSenja su s natjecanja dok je peto rjeSenje
dodalo urednistvo. Zanimljivo je da su skoro svi natjecatelji koji su rijesili ovaj zadatak nagradeni.
Navodimo njihova imena.

Rjesenje 1. Sluzbeno rjesenje:
Zadan je trokut ABC. Produzimo stranicu BA do tocke D tako da je ZADC = (i by =b. Trokut

b'

A’ c' B’

BOD je jednakokracan pa je a; = aic; = d(A, D). Uoéimo visinu CN na osnovku BD. Primijetimo
da je d(N,D) = £(c+ c1) i d(A,N) = $(c1 — ¢). Po Pitagorinom poucku vrijedi

2 2 2 2 c1+c\?
|[CN|* =a* — |[ND|* =a” — 5 ,

2
ION|2 = b2 — |AN|? = b2 — <012 C>

Oduzimanjem dobivamo
2=0 4o,

1Urednistvo ovom prilikom zahvaljuje profesorici Mireli Kurnik $to nam je dala na uvid rjeSenja s drzavnog
natjecanja.



§to je u ovom slucaju jednako
a-a1=b-by+c-cq.

Uzmimo neki trokut A’B’C” koji zadovoljava uvjete zadatka.
Za njega vrijedi da je AADC ~ AA'B'C’ (jer je ZCAD = LC'A'B' = 7 — a, LADC =
LA'B'C" = 8). Onda slijedi

i / /
a_V_<_y
a1 bl C1
odnosno
a’ b v c
al*?v 1*@; cle.
To nas dovodi do
a’ b v c
ar=b- o te T

odnosno
a-a=b-b+c-c.

RjeSenje 2. Nadopunimo trokut ABC' do tocke D. Tada je AA’B'C’ ~ AADC'. Vrijedi

Iz (*) i gornjeg izraza slijedi da je

e = za’,
ab’ = a'b,
b’ = b’

i
av’ =vad'.

Nazovimo gornje rezultate (**). Dobivamo

1
§|BD|: a2 —v2 =2 =|BD|—c=2Va2 -2 —c=2Va2 — 02— (Va2 — 02 + Vb2 —?) =

:\/aQ—vQ—\/bQ—UQ




1
§|B’D’| =Va?—v2=1 = |BD|—¢ =2va? —v? — (Va? —v2 — Vb2 —v?) =
_ \/a/2 — 02+ \/b/2 2
o = pp — (\/a2 2 — \/b2 _ ,UQ)(\/GIQ — 02+ \/b’2 —02) =
=Va2a’? — a2v"? — v2a’2 + 0202 + \/a2b’2 — a20'2 — v2b'2 + 202 —

—/b2a"2 — b202 — 1202 + 0202 — \/B2H2 — b202 — V2b'2 4 202, (% % %)

Primijetimo da iz (**) slijedi da je

o = \/a26’2 — a202 — p2b2 4 202 = \/an’Q — b202 — v2a/2 + 20’2,
(a'v)? = (av')? = av’ - av' = av’ - va' = aa’vv/,
(b')? = (b'v)? = bb/vv/,

iz cega slijedi da je izraz (***) zapravo jednak

V(aa")? = 2aa’vv’ + (vv')2 — \/(bV)2 — 20b'v0 + (vv')2 = |ad’ — vv'| — |bb' — 0’| =
= (aa’ —vv') — (b0 — vv') = aa’ — bV’
Time smo dosli do aa’ = bb’ + ¢c’.
Dijana Kreso
Rjesenje 3. Nadopunimo trokut ABC kao na slici.

c

Vrijedi ADAC ~ AB’A’C’, §to znaci da vrijedi
a b
g = g = ab' = a'b. (*)

Po poucku o kosinusima vrijedi
b? = a® + ¢® — 2accos 3,

()2 = (a')? + (¢)* — 24’ cos 5.
Kada izvuc¢emo cos 3 iz oba gornja izraza dobijemo da vrijedi

(a/)2 + (C/)2 _ (b/)2 B a2 + 02 _ b2
2a’c! - 2ac '

Dobivamo izraz
(a/2 1 ? —b'2) ac — (a2 2 —b2) dd,



koji éemo malo srediti

2 2 1. 2//7172(1/0/
?

a?ac + ?ac — b?ac = a?d’d + 2d'¢

20/0/7&/2&6,

b2d'd —b?ac = d'd — Pac+a
b-(ba') - =V - (ba) c=cda'(cc —aad")+ ac (e — ad).
Iskoristimo (*) i u prvom dijelu naseg izraza sredimo zagrade, tako da dobivamo
b-(V'a)- =V -(ba') c=(ad —cc)(ac — ca'),
bb' (ac’ —d'c) = (aa’ — ec')(ac’ — ca'),
(aa’ —bb' — cc’)(acd’ — ca’) = 0.

1° Ako je ac’ — ca’ = 0, onda je & = 5, to znaci da je AABC ~ AA'B'C'. Znaci a = m — «a,
dakle tada bi trokuti bili pravokutni(a = 7/2) i vrijedilo bi a? = b? + ¢?. Kako bi onda koeficijent
sliénosti bio neki k, to bi znacilo da bi taj izraz bio ekvivalentan s a - ka’ = b- kb’ + ¢ - k¢, $to bi
poslije dijeljenja s k bio upravo aa’ = bb’ + cc’.

2° Ako je ac’ — ca’ # 0 onda da bi dobiveni izraz bio 0 mora vrijediti aa’ = bb’" + cc’.

Nastasija Grubi¢

Rjesenje 4. Oko danog trokuta ABC' opisimo kruznicu. Pri vrhu C konstruirajmo kut . Buduéi

da je ¢etverokut ABCD tetivan vrijedi da je ZBAC + ZCDB = 7. Iz toga slijedi da je ADCB ~
NA'B'C' (/BCD =p=0"1/4BDC =m—a=4da'). Neka je |BC| = a = a;. Iz sli¢nosti slijedi

al b1 C1

Cl
Zbog toga sto su kutovi nad istom tetivom vrijedi

/BDA = /BCA=~,

/ABC = ZADC = B,
/DAB = /BCD = 8.

Slijedi da su trokuti DSC i ASB jednakokracéni te dobivamo |AD| = |BC| = a;. Iskoristimo
Ptolomejev poucak za tetivne ¢etverokute,

|AD[[BC| = [AB||CD| + [AC||BD|,



aay; = bby + ccy,
(x) = aka' = bk’ + ckd',
aa’ = by + cc.
Matija Basié i Tortko Tadié

Rjesenje 5. Produljimo trokut ABC do toctke D po pravcu AB do jednakokracnog trokuta. Uvr-
stimo taj trokut u koordinatni sustav. Pridruzimo tockama A, B, C, i D sljedeée koordinate

y

C b

(-a,0) (-¢,0) (a,0)
D A J B X

(—¢,0), (a,0), (0,0) i (—a,0), gdje je —c¢ € [—a,a]. Koristeéi formulu za udaljenost tocaka u ko-
ordinatnom sustavu dobivamo da je
|AB| =a+c,

|CD| = |BC| = va? + b2,
CAl = VB2 + e,
|AD| =a—c.
Znamo da je ADAC ~ AB'A'C’. 1z toga slijedi

ad’ = |BC||B'C’| = |BC| - k|CD| = Va2 + b2k a2 + b2 = k(a® + b?),

bb' = |AC||A'C’| = |AC| - k|AC| = VB2 + kb2 + 2 = k(b? + ),
cc = |AB||A'B'| = |AB| - k|AD| = (a + ¢)k(a — ¢) = k(a® — ¢?).

Primijetimo da je
ad' = k(a® +0?) = k(b® + 2) + k(a® — ) = bb' + .

Urednistvo



