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SazZetak

U radu se promatra anuite, zajma s valutnom klauzulom u slucaju njegova
povecanja, zbog rasta vrijednosti valute. Nalazi se uvecana duljina preostalog
roka otplate kojim se ponistava, tj. kompenzira takvo povecanje anuiteta. Dani su
originalni izvodi funkcijskih veza izmedu duljine takvog produljenog preostalog
roka otplate, godisnje kamatne stope, stope povecanja anuiteta i duljine
postojeceg preostalog roka otplate. Analiziraju se odnosi izmedu tih velicina i
izvode zakljucci vezani za kompenzaciju povecanja anuiteta produljivanjem roka
otplate. Prezentirane su granicne vrijednosti spomenutih velicina iznad kojih
kompenzacija nije moguca. Takoder je definirana stopa produljenja roka otplate
te je dana lako primjenjiva formula za njenu donju ogradu.

Kljucne rijeci: anuitet, zajam, valutna klauzula, kompenzacija, poveéanje
anuiteta, stopa produljenja roka otplate.

1. UvVOD

U radu se promatra zajam s valutnom klauzulom koji se otplacuje
jednakim postnumerando' mjeseénim anuitetima. Za jedan se mjesec uzima
vremenski interval od jedne dvanaestine godine. Takav se mjesec uzima kao
jedini¢ni vremenski interval. Neka je i >0 nominalna godiS$nja kamatna stopa

! Postnumerando mjese&ni anuitet — anuitet plativ krajem mjese¢nog razdoblja.
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(n.gk.s.)* koja se koristi pri izraGunu vrijednosti anuiteta. Vrijednost mjeseénog
anuiteta X; u kunama prema tecaju na prvi dan razdoblja otplate (mjesec dana
prije uplate prvog anuiteta)’, dana je poznatom formulom:

n
r(r—1)

n

x; =x;(n)=1L »

(D
gdje je
L — iznos zajma u kunskoj protuvrijednosti na pocetku razdoblja otplate;

n — duljina razdoblja otplate, tj. broj anuiteta ( [0, n] razdoblje/rok je otplate);

i
r =14+— — mjesecni (relativni) kamatni faktor racunat koriStenjem relativne
12

mjeseCne kamatne stope i/12 kako je i uobiCajeno pri izradunu anuiteta u
bankama u Hrvatskoj.* Formula (1) za radunanje anuiteta x; vrijedi i ako L
predstavlja ostatak duga neposredno nakon otplate anuiteta u nekom trenutku
t =0,a n je duljina ostatka roka otplate, tj. broj za otplatu preostalih anuiteta.

Promijeni li se kamatna stopa i u trenutku otplate nekog anuiteta ?,
nova vrijednost preostalih (neotplacenih) anuiteta racuna se koristeci (1), tako da
se uzme da je t=0; n je duljina preostalog roka otplate, odnosno broj
preostalih anuiteta; » je novi kamatni faktor, a za L uzme se da je ostatak duga
neposredno nakon otplate anuiteta u trenutku #.° Upravo je to slucaj koji se
ovdje promatra. Nadalje, i je tekuc¢a kamatna stopa, tj. ona po kojoj je izraCunata

posljednja vrijednost anuiteta x; (7).

Promatrajmo anuitet koji se otplaéuje u trenutku 7. Njegova je
vrijednost, bez primjene valutne klauzule,x;(n). Neka je (1+ p) faktor

promjene vrijednosti u kunama strane valute na koju se valutna klauzula odnosi u
trenutku ¢ u odnosu na vrijednost te valute na poGetku razdoblja otplate.® Tada je
vrijednost promatranog anuiteta u kunama u trenutku njegove otplate #, uz

primjenu valutne klauzule, jednaka (1+ p)x;(n). Dakle, p je stopa promjene’

% U radu je stopa izraZena u jedinicama, a ne u stotninama (%) , kako je i uobi¢ajeno u znanstvenoj
literaturi.

3 X; je vrijednost anuiteta bez primjene valutne klauzule.
* Jo se kaze da je mjeseni kamatni faktor raunat proporcionalnom metodom.
’ Isto vrijedi i u slu¢aju promjene kamatne stope dio mjeseca prije trenutka dospije¢a anuiteta .

Tada ostatak duga L treba preradunati uzimajuéi u obzir trajanje nove kamatne stope 1 .
(mjesec dana prije uplate prvog anuiteta)
7 Od narotitog je interesa stopa poveéanja anuiteta, tj. stopa promjene za p>0.

6
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vrijednosti anuiteta x; u trenutku njegove otplate #, zbog utjecaja valutne
klauzule.

Povecanjem duljine otplate 7, mjesetni se anuitet x;(7) strogo
monotono smanjuje u varijabli 7, tj. za i >0 vrijedi da je x;(/) <x;(k), za
svaki /> k. Kako se n poveava, anuitet x; u (1) padaju¢i se monotono

priblizava svojoj donjoj grani¢noj vrijednosti L-i/12 jer je
. I
limx,(n)=L-(r-1)=L— .°
n—oo 12

2
Povecanjem broja preostalih jednakih mjese¢nih anuiteta s k& na /
(k <1I) vrijednost anuiteta se smanjuje s x;(k) na x;(/). Oznaimo s

s =s(r,k,l) pripadajuéu stopu smanjenja. Tada je 0 < s <1. Imamo

xi (k)= x, () _ G

= k,l)= - = i
s =s(rk:l) x; (k) l’k(rl—l) rk(rl—l)

3)
(1-s) je faktor smanjenja vrijednosti anuiteta’, odnosno za opisano poveéanje
broja anuiteta s £ na [ vrijednost se anuiteta smanji za s-100 % . Obrat te
tvrdnje vrijedi samo do odredene grani¢ne vrijednosti za s =s(r,k,/l), tj. uz
uvjet daje s < se(r,k) <1.

Grani¢na vrijednost stope smanjena anuiteta je

SGZSG(r,k):llimSZI— =—,
— 7

4)

tj. bilo koje povecanje duljine roka otplate ne moze smanjiti vrijednosti anuiteta

za vise od % . Mozemo primijetiti da stopa smanjenja s i pripadna grani¢na

k
r

stopa s¢ ne mijenjaju vrijednost proporcionalnim promjenama vrijednosti
anuiteta.

¥ Dobivena je grani¢na vrijednost vrijednost anuiteta u slu¢aju vjecne rente.
9
(1=s) x; (k) = x;(1)
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2. POTPUNA KOMPENZACIJA POVECANJA
ANUITETA

Istrazimo sada moguénost potpunog kompenziranja poveéanja anuiteta
x;(k) zbog valutne klauzule za p-100 %, tj. za faktor (1+ p) produljenjem
duljine roka otplate, tj. povecanjem broja preostalih anuiteta. Prvo nas zanima za
koliko treba smanjiti vrijednost anuiteta (1+ p)x;(k) tako da dobijemo

vrijednost x; (k) .
Ozna¢imo li faktor smanjenjas (1—s) , iz (1-s)(1+ p)x; (k) = x; (k)
slijedi

(1-s5)=

(1+p)
(5)

odnosno § = 19 tj. traZeni je postotak smanjenja s -100 %.

1+ p)

Za s < sc(r,k) trazeno smanjenje mozemo posti¢i produljenjem duljine
roka otplate s & na /. Pretpostavimo da se, uz odredene uvjete, povecanje
vrijednosti anuiteta s x;(k) na (1+ p)x;(k) moze kompenzirati produljenjem
roka otplate s £ na [. Cilj je naéi uvjete uz koje takav [ postoji. Za k i
vrijednost anuiteta (1+ p)x;(k) trazi se takav [ da je vrijednost anuiteta

(I1+p)x;(!) za s-100 % manja od vrijednosti anuiteta (1+ p)x;(k), tj. tako
da vrijedi (14 p)x;(/)=(1~-s)(1+ p)x;(k), odnosno (1+ p)x;(l)=x;(k).
Odatle slijedi da je

xi(k)—xi(l)_rk(rl—l)_l_ Pt ©
0 N s ) W L | By (L

p=p(rkl)=

p u (6) moze se interpretirati kao stopa povecanja anuiteta koji se moze

kompenzirati pove¢anjem broja anuitetas k na /.

Trazena vrijednost / >0 dana je izrazom:

N

(1-s)

1% Odnosno p =
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k
_ln[l—(1+p)7(r k_l)] 1
1=1(p,r,k)= r =k+ ln[l—p(rk—l)).
In(7) In(r)

(7

Ona ¢e postojati za sve vrijednosti p>0, r>1 i k>0 iz

trodimenzionalne domene pozitivne funkcije / =I(p,r, k). Funkcija [ ovisi o
ngks. i preko r jer je i=12-(r—1). Za poznate vrijednosti dvije od tri
varijable p, k 1 i treba naéi uvjete na trefu varijablu koji osiguravaju
postojanje pozitivne vrijednosti za / u.

2.1.  Uyvjet na duljinu promatranog preostalog roka otplate

Za stopu promjene anuiteta p > 0 i kamatnu stopu i > 0 trazeni [ > 0
postojat ¢e samo dok je duljina promatranog roka otplate & manja od odredene
grani¢ne vrijednosti, tj. za k <ka(p,r). Za k> ke kompenzacija povecanja

vrijednosti anuiteta povecanjem broja anuiteta nije moguéa. Grani¢na vrijednost
duljine preostalog roka otplate je

1 I+p
In| ——
In(r) \ p

ke =ka(p,r) =

®)

Iz svojstva funkcije kc(p,r) u (8), slijedi da se grani¢na duljina

preostalog roka otplate kG monotono smanjuje/poveéava kada se kamatna stopa
I 1stopa promjene anuiteta p neovisno povecavaju/smanjuju.

Dakle, za fiksnu stopu promjene anuiteta p povecanjem kamatne stope

i klijente s preostalim rokom otplate ve¢im od kG nema ni teoretske moguénosti
za razmatranu kompenzaciju. Isto vrijedi i kada se za fiksni i povecava stopa
povecanja anuiteta p .

Primjeri grani¢nih vrijednosti kG za odabrane vrijednosti p i i dani su
u tablici 1."

'"'Svi su izrauni dobiveni na bazi vlastitih programa autora, a grafovi koristenjem MS Excela.
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Tablica 1.

Grani¢ne vrijednosti broja preostalih/neplaé¢enih anuiteta kG .

nominalna godi$nja kamatna stopa i

p 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%
10% 720,6 576,7 480,8 4123 360,9 320,9 288,9
15% 612,1 489,9 408,4 350,2 306,5 272,6 2454
20% 5384 430,9 359,2 308,1 269,7 239,8 215,9
25% 483,6 387,1 322,7 276,7 2422 2154 193,9
30% 440,6 352,7 294,0 252,1 220,7 196,2 176,7
35% 405,7 324,7 270,7 232,1 203,2 180,7 162,7
40% 376,5 301,3 251,2 215,4 188,5 167,7 151,0
45% 351,6 281,4 234,6 201,2 176,1 156,6 141,0
50% 330,1 264,2 220,3 188,9 165,3 147,0 132,4
60% 294,7 235,9 196,7 168,6 147,6 131,3 118,2

Primjerice, ako je n.gks. i=6%, a stopa povecanja anuiteta
p =50%, tada klijentima banke kojima je ostalo vise od 220 mjeseCnih otplata

(anuiteta), niti teoretski'> nije moguée u potpunosti kompenzirati poveéanje
vrijednosti mjesecne otplate povecanjem broja otplata. Dok bi, uz i=7% 1

p =40%, teoretski to bilo moguée klijentima kojima je nije preostalo vise od
215 mjesecnih otplata.

2.2.  Upvjet na godiSnju kamatnu stopu

Za p >0 ipreostali broj anuiteta k£ > 0 traZeni / >0 ¢e postojati samo
dok je kamatna stopa i manja od odredene grani¢ne vrijednosti, tj. za
i<ic(p,k).Zai>ic kompenzacija povecanja vrijednosti anuiteta povec¢anjem
broja anuiteta nije mogucéa. Grani¢na je vrijednost nominalne godiSnje kamatne

stope
o I+p
ic =ic(p,k)=12-| kl—— -1
p

)

12 Kada bi mogli Zivjeti dovoljno dugo.
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Iz svojstva funkcije ic(p,k) u (9) slijedi da se grani¢na kamatna stopa
i¢ monotono smanjuje/povecava kada se stopa promjene anuiteta p i duljina
preostalog roka otplate £ neovisno povecavaju/smanjuju.

Dakle, za klijente s preostalim rokom otplate duljine k, povecanjem
stope povelanja anuiteta p (. povecanjem vrijednosti referentne valute u
odnosu na domicilnu) tekuéa kamatna stopa postaje prevelika da bi kompenzacija
i teoretski bila moguca.

Primjeri grani¢nih vrijednosti iG za odabrane vrijednosti k£ i p dani su
u tablici 2.

Tablica 2.

Grani¢ne nominalne godi$nje kamatne stope i¢ =12(r¢ —1)u %.

stope povecanja anuiteta p

k 10% 20% 25% 30% 35% 40% 50%

120 24,22 18,05 16,20 14,75 13,58 12,59 11,04
150 19,34 14,42 12,94 11,79 10,85 10,06 8,82
180 16,09 12,00 10,78 9,82 9,03 8,38 7,35
210 13,78 10,28 9,23 8,41 7,74 7,18 6,29
240 12,05 8,99 8,07 7,35 6,77 6,28 5,51
270 10,70 7,99 7,17 6,53 6,01 5,58 4,89
300 9,63 7,19 6,46 5,88 5,41 5,02 4,40

Primjerice, za klijenta kojem preostaje viSe od 210 mjesecnih otplata,
poveca li se vrijednost strane valute za 50%, ukoliko je tekuca n.g. kamatna stopa
veca od 6,294%, niti teoretski kompenzacija povecanja anuiteta povecanjem
njihova broja nije moguca. Za istog klijenta, poveca li se vrijednost valute za
40%, uz tekucu n. g. kamatnu stopu vecu od 7,18%, situacija je ista.

2.3. Uvjet na stopu povecanja anuiteta

Za kamatnu stopu 7 > 0 i preostali broj anuiteta k > 0, trazeni [ >0 ¢e
postojati samo dok je stopa povecanja anuiteta p manja od odredene granic¢ne
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vrijednosti, tj. za p < pe(r,k).” Za p> pc kompenzacija poveéanja
vrijednosti anuiteta poveCanjem broja anuiteta nije moguca. Grani¢na je
vrijednost stope povecanja anuiteta zbog promjene tecaja

k
. r
po = po(rk) = lim p = ———1=——."

(10)
Iz svojstva funkcije pac(r,k) u (10), slijedi da se grani¢na stopa
povecanja anuiteta pG monotono smanjuje/povecava kada se i kamatna stopa i i

duljina preostalog roka otplate k& neovisno povecavaju/smanjuju, kao §to se
ilustrativno vidi u tablici 3.

Dakle, iz (10) slijedi da se uz nominalnu godisnju kamatnu stopu i
(odnosno relativni mjesecni faktor v ) za klijenta s preostalim rokom otplate
duljine k bilo kojim povecanjem duljine otplate ne moze kompenzirati povecéanje

vrijednosti anuiteta koje je veée od 1/(rk -1)-100%.

Primjeri grani¢nih vrijednosti pc za odabrane vrijednosti £ i 7 dani su
u tablici 3.

Tablica 3.

Granicne vrijednosti stope povecanja anuiteta pc u %.

nominalna godi$nja kamatna stopa i

k 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%
60 452,5 352,9 286,7 239,4 204,1 176,8 155,0
90 286,4 220,3 176,5 1454 122,2 104,3 90,1
120 203,7 154,6 122,0 99,0 82,0 68,9 58,6
150 154,5 1155 89,8 71,8 58,5 48,4 40,4
180 121,9 89,8 68,8 54,1 43,3 35,2 29,0
210 98,9 71,7 54,0 41,8 32,9 26,3 21,2
240 81,8 58,4 43,3 32,9 25,5 20,0 15,8
270 68,7 48,2 35,2 26,3 19,9 15,3 11,9
300 58,4 40,3 28,9 21,2 15,8 11,9 9,0

B7Zai=0(r=1), pc(r,k) = pc(l,k) = 00 razmatrana kompenzacija uvijek je moguca.

' Ista se vrijednost dobije i iz uvjeta da je logaritam u (7) definiran, tj. da je izrazu (...) > 0.
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Primjerice, ako je n.gk.s. i =6%, a broj preostalih anuiteta k = 240
(preostali rok otplate 20 godina), tada povecanje iznosa anuiteta zbog valutne
klauzule veée od 43,3% nikako u potpunosti ne moze biti kompenzirano
povecanjem broja anuiteta.

Kako se stopa povecanja anuiteta p priblizava grani¢noj vrijednosti
PG, duljina novog roka otplate / enormno se povelava, §to je u praksi
neostvarivo ili neprihvatljivo. Cak i u sluéaju kada p nije blizu grani¢ne
vrijednosti  pG, povecanje duljine otplate za /—k kojim se kompenzira

poveéanje vrijednosti anuiteta moze biti toliko veliko da je u praksi totalna
kompenzacija neostvariva ili neprihvatljiva od strane banke ili klijenta (vidi
tablicu 4.).

Tablica 4. prikazuje apsolutne iznose produljenja duljine roka otplate
[ —k kojima se kompenzira povetanje anuiteta po stopi p, ovisno o nekim

vrijednostima 7 i k .

Tablica 4.
Apsolutni iznosi produljenja roka otplate [ — k

kojima se u potpunosti kompenzira povecanje anuiteta po stopi p .

nominalna godi$nja kamatna stopa I

4% 6% 8%

povecanje anuiteta p povecanje anuiteta p povecanje anuiteta p

k 20% 35% 50% | 20% 35% 50% | 20% 35% 50%

12| 25 43 62 | 25 4.4 63 | 25 4.4 6,4
36 | 77 | 137 | 198 | 80 | 143 | 208 | 84 | 150 | 218
60 | 136 | 242 | 352 | 145 | 26,1 | 384 | 155 | 283 | 423
90 | 21,8 | 392 | 57,7 | 24,1 | 443 | 668 | 269 | 508 | 79,2
120| 31,0 | 56,6 | 846 | 359 | 67.8 | 1057 | 42,01 | 83.8 | 1416
150 41,7 | 772 | 1175 | 505 | 99,0 | 163,0 | 63,0 | 1372 | 2902
180 | 53,8 | 101,7 | 1586 | 68,9 | 1426 | 2603 | 93,1 | 2479 | -
210 | 67,9 | 1313 | 211,7 | 92,6 | 2091 | 5196 | 140,7 | - | -
240 | 843 | 167.8 | 2839 | 1243 | 3315 | — | 2316 | - | -
270 | 1034 | 214,01 | 3912 | 168,7 | 10864 | - | — | — | —

300 | 126,1 | 2752 | 5842 | 2368 |
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Primjerice, za i=6% 1 broj preostalih anuiteta & =150, duljinu
otplate treba povecati sa 150 na 249 (za [—k =99, tj. za gotovo 2/3) da bi se
kompenziralo povecanje vrijednosti anuiteta od 'samo' p =35% . Za isti slucaj
k=150, p=35% pri kamatnoj stopi i =8% trebalo bi anuitet povecati za
[—k =137,2 ili ¢ak 91,5%. Za preostala 'samo' k =36 anuiteta duljinu bi otplate
trebalo povecati na 50,3 (za [—k =14,3 , odnosno skoro 40%), tj. za 15 mjeseci'’
da bi se kompenziralo povecanje vrijednosti anuiteta od p =35% .

Iz svojstva funkcije [/(p,r,k) u (7) slijedi da se apsolutni iznos
produljenja duljine otplate /—k monotono povecava/smanjuje kada se i kamatna

stopa i (odnosno mjese¢ni kamatni faktor » ) i duljina preostalog roka otplate k
i stope povecanja anuiteta p neovisno povecavaju/smanjuju, kao Sto se

ilustrativno vidi i iz tablice 4. Iznos /—k mozZe se povecavati povecanjem iznosa

p, k i1i,alisamo do njihovih grani¢nih vrijednosti danih u (10), (8) i (9).

3. STOPA PRODULJENJA ROKA OTPLATE

Promotrimo relativno povecanje duljine roka otplate, odnosno stopu

(I =Fk)

produljenja roka otplate s £ na /, danu izrazom . Uvrstimo 1i u (7) taj

izraz, dobijemo stopu produljenja roka otplate u =u(p,i,k) kojom se, uz
kamatnu stopu i, u potpunosti kompenzira povecanje anuiteta po stopi p.
Imamo:

I(p,r(i),k)—k -1
u(p,ik)= (P r(D). +) = T ln(l—p(rk—l)j.
k In(#")

(In
Iz svojstva funkcije u (p,i, k) u (11) slijedi da se relativno produljenje
roka otplate monotono povecava/smanjuje kada se i kamatna stopa i (odnosno
7) i duljina preostalog roka otplate k i stopa povecanja anuiteta p neovisno
povecavaju/smanjuju do svojih grani¢nih vrijednosti danih u (9), (8) i (10). (vidi

tablicu 5. i slike 1.1 2.)

Grafovi na slici 1. pokazuju ponasanje stope produljenja roka otplate u
za p=50% (gornje dvije krivulje), p=35% (3. i 4. krivulja odozgo),

'3 Kako je teoretski broj anuiteta cijeli broj, posljednji 15. anuitet ima umanjenu vrijednost. Takoder
se moze naciniti ponovni izracun na to¢no 15 anuiteta, ali nesto umanjene vrijednosti.
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p=20% (5.1 6. krivulja odozgo), 1 p =10% (donje dvije krivulje), u slucaju
1 =5% (tanka linija) i i = 6% (podebljana linija).

Grafovi na slici 2. pokazuju ponaSanje stope produljenja roka otplate u
za k=60, 120, 180 i240 u sluéaju i = 5% (tanka linija) i i = 6% (podebljana

linija). Donja je isprekidana linija graf u grani¢nom sluéaju lim u = p i/ili
k—0

limu=p.
r—l

stopa produljenja roka otplate ovisno o k zanekep i i
110

100 -
90 4
80 4
70 -

60 |
50 -
40 4
30

20 1 ——"""-’p:o’il/;'
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0 . ! ! ! . . . . ! ! ! .
0 24 48 72 96 120 144 168 192 216 240 264 288
broj preostalih anuiteta k

stopa u %

Slika 1.

stopa produljenja roka otplate ovisno o p zaneke k i i
110

100
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k=240
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60
50 | k=60

-="
-

stopa u %

40 s
_.=="k=0ili i=0%
30 - )

20 1
10 1 ="

0,00 00 0,10 015 020 025 030 035 040 045 0,50
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Slika 2.
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Tablica 5. prikazuje stope produljenja duljine otplate u kojima se, uz
kamatnu stopu i=5, 6 i 7%, kompenzira povecanje anuiteta po stopi

p =20, 30, 40 i50% , ovisno o preostalom broju anuiteta & .

Tablica 5.
Relativni iznosi produljenja duljine otplate u=(/—k)/k (u%)

kojima se u potpunosti kompenzira povecanje anuiteta po stopi p.

nominalna godi$nja kamatna stopa i

5% 6% 7%

povecanje anuiteta p povecanje anuiteta p povecanje anuiteta p

k 120%| 30%| 40%]| 50%]|20%]| 30% 40%| 50%| 20%| 30% 40%| 50%

12 [ 20,6] 31,0[ 41,4] 51,9] 20,7 31,2 41,7] 52,3] 20,9] 31,4 42,0 52,7
36 | 21,9] 33,2 44,6/ 56,2| 22,4 33,9 45,6| 57,7] 22.,8| 34,6 46,7 59,1
60 | 23.4] 356] 482| 61,2] 24,2 36,9/ 50,2 64,1] 25,0 38,4 52,4/ 67,1
90 | 25.4] 39,1| 53,5 68,8]26,8 41,5/ 57,3 74.2| 28,3) 44,2 61,5 80,5
120 27,8 43,2 60,0 78,3 29,9/ 47,1| 66,4 88,1| 32,3 51,7 74,1] 100,7
150 30,5/ 48,2 68,2 90,9] 33,7| 54,3] 78,8| 108,7] 37,4 62,0| 93,4 136,6
180] 33,7/ 54,3| 78,8/ 108,7] 38,3 63,8 97,1 144,6] 44,1 77.3] 128,5] 246,7
210] 37,4 62,11 93,5 136,8] 44,1 77,3 128,6| 247,4] 53,3/ 103,5 257,3] -

240] 42,0 72,3/ 115,8 194,4| 51,8] 98,7 2154 | 67,0[173.8] —|
270] 47,7] 86,6/ 1574] 62,5/ 142,6] — | 913] | — —
300 55,0 109,4] 392,4] -] 78,9 | | —|1663] -] ] -

Vidi se, primjerice, da je za i =6% Kklijentu kojem je preostalo 20
godina otplate zajma, da bi kompenzirao povecanje anuiteta od p =40%,

potrebno povecati rok otplate za 2154% ili na viSe od 43 godine. Za
p > 43,3% (vidi tablicu 3.) potpuna kompenzacije je i teoretski nemoguca, tj.

nemoguca je i kada bi klijent zivio vjecno.
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3.1.  Donja ograda stope produljenja duljine preostalog roka
otplate
Buduéi da je funkcija u(p,i,k) u (11) strogo rastuéa u varijablama
i>0 i k>0, imamo

limu(p,i,k)=p < u(p,i,k) 1 limu(p,i,k)=p < u(p,i,k).
i—0 k—0
12)
Dakle, za bilo koje vrijednosti od £ i i, stopa produljenja roka otplate
u uvijek je veca od p (vidi sliku 1. i 2. i tablicu 5.) i padajuci se priblizava
vrijednosti p, kada se k£ i i neovisno smanjuju prema nuli. Prema tome uvijek
jeu>p,aza k~01ii=0 vrijedi u~ p.Drugim rije¢ima p je donja ograda
za u . Posljedicno prethodnom vrijedi tvrdnja:
Poveéanje anuiteta po stopi p nije moguce u potpunosti kompenzirati

produljenjem duljine preostalog roka otplate po stopi manjoj od p , odnosno
tvrdnja:

Da bi se u potpunosti kompenziralo povecanje anuiteta po stopi p,

preostali rok otplate treba produljiti za vise od p-100 % .

Donju ogradu za u ispod koje potpuna kompenzacija niti teoretski nije
moguca oznac¢imo s U, . Donja je ograda za u, U, = p, jednostavna, ali dosta

gruba. Do bolje ograde, koja se moze lako izracunati, dolazimo tako da razvijemo
u (p,i, k) uMaclaurinov red. Dobivamo:

k

r r
u(p,i,k)=0+ +o(p?) >
(p,i k) iy’ (r?) i

p jer je o(p?) >0.
nr

Razvijemo li nadalje izrazuz p u Taylorov red oko 1, imamo:

k

r -1
= l+%k(r—l)+o((r—1)2) > 1+%k(r—l) jer je o((r—=1*)>0 za
klnr
o k . . i
k >2.Oznagimo li s K =— preostali rok otplate u godinama, uz » —1 :E’
12

ko1
imamo: u (p,i, k) > p > (1+%k(r—1))p = (1+%K-i)p.

nr

Dakle, za p>0, i>0 i k>2 traZena donja ograda za u dana je
formulom:

325



EKON. MISAO I PRAKSA DBK. GOD XX. (2011.) BR. 2. (313-334) Franciskovi¢, D.: ANALIZA POTPUNE...

1 .
U= (1+5K-i)p.
(13)

Izrazom p+ %K -i- p moguce je brzo i jednostavno izracunavanje
donje ograde za u .

1z prethodnog slijedi tvrdnja:
Poveéanje anuiteta po stopi p nije mogucée u potpunosti kompenzirati
produljenjem duljine preostalog roka otplate po stopi manjoj od p + %K i p.
ili tvrdnja:

Da bi se u potpunosti kompenziralo povecanje anuiteta po stopi p,
preostali rok otplate treba produljiti za vise od (p + %K i~ p)-100 %.

Primjerice, uz nominalnu godi$nju kamatnu stopu 0,06, ako je preostalo
20 godina otplate, a vrijednost se strane valute iz valutne klauzule poveca za 0,35

0), ada ¢e se duljina roka otplate, kojom se to povecanje kompenzira
35%),'® tada ¢ dulj ka otplate, koj to p je komp
morati poveéati po stopi koja je sigurno vecéa od

( +%- 20-0,06)-0,35=1,6-0,35= 0,56, tj. za viSe od 56% (tocno je 138%). Za
preostalih 10 godina, uz p =40%, duljina roka otplate morat ¢e se povecati po
stopi koja je sigurno veca od 52% (to¢no je 66,4%, vidi tablicu 5.).

3.2.  Grani¢na vrijednost stope poveéanja anuiteta za dano
maksimalno produljenje roka otplate

Takoder, za bilo koju kamatnu stopu 7, slijedi tvrdnja:

Ukoliko se preostali rok otplate duljine k , Zeli produljiti tako da mu nova duljina

ne bude veéa od tada nije moguca potpuna kompenzacija povecanja

max ’

anuiteta po stopi p vecoj od

(14)

'® Vrijednost ostatka duga i vrijednost anuiteta povecaju se za 35%.
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Izraz u (14) prikladan je za jednostavno izraCunavanje gornje ograde
Pug-> ti- ograde za p preko koje potpuna kompenzacija niti teoretski nije
moguca.'’

Primjerice, uz nominalnu godi$nju kamatnu stopu 0,06, ukoliko se

razdoblje otplate moze produljiti s 15 godina na najvise 20 godina (s 180 na 240
mjeseci), tada se sigurno nikako neée u potpunosti moéi kompenzirati povecanje

anuiteta po stopi p veéoj od p,, =23%. Ukoliko se razdoblje otplate

produljuje s 20 na najviSe 25 godina, tada isto vrijedi za stope p vece od

Pyp ®15,63%.

Prethodna tvrdnja tek daje gornju ogradu za p iznad koje potpuna
kompenzacija nije moguca, ali to ne znaci da je ona moguca za p ispod te
ograde, tj. ne znaci da je za sve p manje od p,, potpuna kompenzacija
moguca.

Kako je funkcija p = p(r,k,l) u (6) monotono rastuca u varijabli /, to

znadi da je za [ vece od k imanje od [, potpuna kompenzacija moguca za

max

p manje od p = p(r,k,l

max) :

Tablica 6. prikazuje grani¢ne vrijednosti stopa povecanja anuiteta pl (u
%) do koje je potpuna kompenzacija moguca pri produljenju roka otplate s £ na

[ hax Mjeseci.

-1

' Grublja, ali jednostavnija gornja granicaza p je Pus = lmax k-1,
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Tablica 6.
Granicne vrijednosti stopa povecanja anuiteta pl (u %) do koje je potpuna

kompenzacija moguca pri produljenju razdoblje otplate za /, , —k .

nominalna godi$nja kamatna stopa i = 6%

produljenje otplate /. —k (u mjesecima)

k 12 24 36 48 60 90 120 150 180

12 94,2 182,9| 266,5| 3452| 419,3| 586,4| 730,2| 854,0| 960,7

24 45,7) 88,7| 129,3| 167.4| 203,4| 2844| 3542| 4142 466,0

36 | 295] 574 83,6 1082 1315] 1839 2290 267.8| 3013
48 | 21,5] 41,7] 60,8 78,7 95.6| 133,7] 1665 1947 219,1
60 | 16,7| 323 47,1 61,0] 74,1| 1037 129,1] 1510 169,8
90 | 103 19,9 29,0 37.6] 456| 638 795 93,0 1046
120 | 7,1 13.8] 20,1 26,0 31,6 441 550 643 723
180 | 40| 7.8 113 146 178 249 31,0 362| 407
240 | 25| 49| 7.1 92| 11,2] 157 195 22,8 256
300 | 1,7 33 47| 61| 75 104 13,0 152 171

Primjerice, uz kamatnu stopu i = 6% , ukoliko se Zeli razdoblje otplate

produljujiti s 15 na najvise 20 godina, tada se sigurno moze u potpunosti
kompenzirati povecanje anuiteta po stopi p manjoj od 17,79%'®. Ukoliko se

razdoblje otplate zeli produljiti s 20 na 25 godina tada isto vrijedi za stope p
manje od 11,2%. Bududéi daje p = p(r,k,l) monotono padajuca u varijabli r,

za vece se kamatne stope vrijednosti pl smanjuju, a za manje povecavaju.

'8 Za p veée od 17,79%, potrebno je produljenje razdoblje otplate s 15 na vise od 20 godina, ali i to
je teoretski moguce samo za p manji od 68% (vidi tablicu 3.).
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4. ZAKLJUCAK

Prethodna analiza pokazuje da odgovor na pitanje potpune kompenzacije
povecanja anuiteta kredita s valutnom klauzulom zbog povecéanja tecaja valute
produljenjem preostalog razdoblja otplate nije jednostavan. Postoje grani¢ne
vrijednosti za godi$nju kamatnu stopu i, duljinu preostalog roka otplate (broj
neotplacenih anuiteta) k i stope povecanja anuiteta p , unutar u praksi moguéih
njihovih vrijednosti preko kojih razmatrana potpuna kompenzacija niti teoretski
nije moguca.

Kako se i, £k i p neovisno povecavaju, unutar u praksi ocekivanih

vrijednosti, potrebno kompenzirajuée produljenje roka otplate ubrzo postaje
preveliko, tako da je potpuna kompenzacija u praksi neostvariva ili neprihvatljiva
od strane vjerovnika ili zajmoprimca.

Dakle, uz neku kamatnu stopu, kompenzacija povecanja anuiteta
produljenjem roka otplate opcéenito bi bila neprihvatljiva, osim mozda u
sluCajevima manje kamatne stope, manjeg povecanja anuiteta i ne prevelike
duljine preostalog razdoblja otplate.

5. DODATAK
TVRDNJA 1.:

Funkcija p = p(r,k,l), definirana u (6) monotono je padajuca u
varijabli 7 > 1.

Dokaz:
x;(k)—x;(1) rk(rl -1) U Ak
p=pinkl)= P N P N = P N
x; (1) r(rt -1 T S ) W el )
1k
odnosno p =— . Deriviramo li p po r dobivamo:
r- -1
Po) k—1-1
or k 2
(r" -1

0
Ako se pokaze da je 8_p <0 za r>1,slijedida p strogo monotono
r

padaza r >1.
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0

6_p e biti <0 ako je —krl+l(rk—1)+k<0, odnosno ako je
r

Ik k1 k. :
" T <L Supstitucijom x =7 " i « —: prethodna nejednakost
prelaziu

ax® —(a-1)x* <1.
Primijetimo daje ¢ >1 idaje x>1jerje [>k ir>1.
Sada treba dokazati nejednakost ax® - (a-1x% <1.
Promatrajmo neprekidnu funkciju

f(x)=ax® —(a-1x*.

Nademo prvu derivaciju f'(x) = Ot(Ot—l)xa_2 (1-x), izjednacimo je s 0 i
dobijemo stacionarne tocke koje uvrstimo u drugu derivaciju. Tako nademo
maksimum funkcije.

f(x) ima maksimum za x =1.Kakoje f(1)=11 f'(x)<0 za x >1 funkcija

f(x) strogo monotono padaza x >1.

Dakle sada imamo da je
_ 0
f(x)=ax” ! —(a-Dx% <1, 4. 8_p< 0 za r>1 i tvrdnja je
r

dokazana.

p = p(r,k,l) monotono je padajuca u varijabli 7 .

TVRDNJA 2.

Funkcija [/ =I(p,r,k), definirana u (7) monotono je rastuéa u
varijabli r > 1.

Dokaz:

-1
Z:l(p,r,k):k+—ln(1— p(r* —1)) Deriviramo li [ po r
In(r)

dobivamo:
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al _ prk In ¥ +(1+p—prk)ln(1+p—prk)
or ’

r 1n2(r)(1+p —prk)
(*)
. .. ol L
Ako se pokaze da je a >0 za r>1,slijedi da / strogo monotono
r

rasteza r >1.

Funkcija / definirana je za » takavdaje O <(1+ p— pl’k) ,aizuvjeta p>0 i
r>1 slijedi (1+p—p7‘k) < 1. Buduéi da je nazivnik u (*) >0, % ¢e biti
>0 ako je brojnik u @) >0, tj ako je
prk ln(rk)+(1+p—prk)ln(1+p—prk) >0.

Supstitucijom x = rk (primijetimo da je x>1) prethodna
nejednakost prelazi u

pxInx)+(1+p-px)In(l+ p—px)>0
Uvedemo li funkciju  f(x)=pxIn@x)+(1+p-px)In(1+ p- px), treba
dokazati daje f(x)>0,zasvaki x >1.Buduéidaje f(1)=0, dokaZemo li da
je f(x) monotono rastuca za svaki x >1, slijedi da je f(x)>0, odnosno

e >0 i tvrdnja je dokazana. f(x) monotono je rastuca za svaki x > 1, ako je
r
f'(x) > 0. Dokazimo daje f'(x)>0.

f'(x)= pInx) - pln(i+ p - px).

Buduéi da je 0 < (1+p—prk) <1, imamo da je pIn(1+ p - px)<0. Kako je
p>01i x>1, imamo da je pln(x)>0. Slijedi da je f'(x) >0 1i tvrdnja je
dokazana.

Funkcija [ =I(p,r,k) , definirana u (7) monotono je rastu¢a u varijabli » > 1.

TVRDNJA 3.

Funkcija © =u(p,i, k), definirana u (11) monotono je rastuca u
varijabli i > 0.
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Dokaz:

w(p.ik) = l(p,r().k) -k

Dokaz slijedi neposredno iz definicije funkcije u = u(p,i,k) i tvrdnje 2.
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PERIOD

Abstract

This paper studies the instalment of loan with a currency clause, in the case of
increasing instalment, due to the increasing value of the currency. Extended
repayment period, at which the increase of the instalment is compensated, is
derived. The paper derived the functional relationships between such extended
repayment period, annual interest rate, the rate of increase of instalment and
current repayment period. The paper analyses the relationships between these
quantities and presents conclusions related to compensation of increased
instalment by extending repayment period. Threshold value of these quantities,
above which compensation is not possible, is presented. The rate of extending
repayment period is also defines, and easily computable formula for its lower
bound is derived.
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