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Lokacija objekata u ravnini
SAZETAK

U radu razmatramo izravni i obratni problem lokacije
objekata u ravnini uz koriStenje razlicitih kvazimetrickih
funkcija s odgovarajué¢im ilustracijama. Dano je nekoliko
primjera iz razlic¢itih podrucja primjena.

Klju€ne rijeci: grupiranje podataka, klasteri, problem
lokacije, k-sredina, k-median, optimizacija

1 Uvod

U radu razmatramo sljede¢i problem lokacije: Uz pret-
postavku da su poznate lokacije objekata ci,...,ck
u ravnini, dani skup tofaka S = {a; = (2;,y;): i =
1,...,m}, (m > k) treba grupirati (razdijeliti) na k
nepraznih disjunktnih skupova (klastera) y,..., 7,
tako da j-tom klasteru m; pripadnu one tocke koje
su u nekom smislu najblize j-tom centru c;. Al-
ternativno, ovaj problem mogao bi se postaviti i na
drugi nacin. Uz pretpostavku da je poznata particija
II={m1,...,m} sastavljena od nepraznih disjunktnih
podskupova (klastera) zadanog skupa S C R?, treba
odrediti centre cy,...,c;, € R? klastera 7y, ..., 7.

Odgovarajuéi obratni problem bio bi trazenje opti-
malne lokacije centara cj,...,cj € R?2, na osnovi kojih
bi mogli definirati i odgovarajuée optimalne klastere
T yee o, Th

Lengl. k-means problem, k-median problem

Broj svih particija m-¢lanog skupa S sastavljenih od
nepraznih disjunktnih skupova my,...,m; jednak je
Stirlingovom broju druge vrste {';'} (vidi [10], str. 257
ili [22]), gdje je

(i)

koji u prakti¢nim primjenama moze biti izuzetno ve-
lik (vidi [17]). Problem trazenja optimalne particije
spada u NP-teske probleme (vidi [7]) nekonveksne
optimizacije opcenito nediferencijabilne funkcije vise
varijabli, koja najcesée posjeduje znacajan broj sta-
cionarnih tocaka.

Postoji opsezna recentna literatura iz ovog podrucja
s razli¢itim i brojnim primjenama, a moze se pro-
naé¢i pod nazivom problem k-sredina ili problem k-
medijana® [11, 12, 16-18]. Tako se mogu pronaci
brojne primjene u poljoprivredi (primjerice, razvrsta-
vanje oranica prema plodnosti zemljiSta), biologiji
(primjerice, klasifikacija kukaca u grupe), genetici,
medicini, prometu, kod biranja lokacije gradevinskih
objekata, kod razumijevanja klimatskih kretanja, u
upravljanju (primjerice, rangiranje gradova i opéina
za potrebe financijske podrske), u poslovanju, u
drustvenim i humanistickim znanostima itd. Nave-
dimo nekoliko konkretnih primjera:

Primjer 1. (Primjena u potresnom inZenjerstvu)

Metode grupiranja podataka cesto se koriste u ra-
zlicitim inZenjerskim primjenama. Navedimo jednu
primjenu u za Zivot vaznom potresnom inZenjerstuu.
Na osnovi seizmoloskih podataka iz prethodnog raz-
doblja klasterskom analizom moguce je procijeniti
mjesta nepouzdana za lokaciju gradevinskih objekata.
U radu [21] prikazana je primjena klasterske analize u
procjenjivanju ostedenja cjevovoda (voda, nafta, plin)
i prepoznavanju podrucja nastajanja visokih ostecenja
na njima. Ta mjesta uglavnom su problematicna po-
drucja (seizmicki kriticna) i visoko rizicna u nastaja
nju nedostataka 1 kvarova ma cjevovodima. Razumi-
jevanje razloga nastajanja ostecenja na tim mjestima
moZe poboljsati prevenciju 1 wublaZavanje ostecenja
cjevovoda.

* Rad je napisan uz potporu Ministarstva znanosti, tehnologije i
sporta Republike Hrvatske u okviru projekta 235-2352818-1034.
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Primjer 2. (Pretrazivanje teksta)

Postoji opsezna literatura o primjeni klasterske ana-
lize kod pretrazivanja teksta (vidi primjerice [7, 14]),
pri cemu uzorak od jedne ili vise rijeci treba pronaci u
nekom dokumentu. U ovom slucaju opéenito se radi o
izuzetno velikim skupovima podataka visoke dimenzije,
a rezultat pretrage ocekuje se u realnom vremenu.

Primjer 3.

(Detekeija opasnih mjesta u prometu)

U doktorskoj dizertaciji [11] navodi se primjer primje-
ne klasterske analize kod detekcije opasnih mjesta na
autocesti “New Jersey Turnpike”. Na osnovi podataka
o mjestima i vrsti prometnih nezgoda detektiraju se
kriticne lokacije.

Primjer 4. (Definiranje izbornih jedinica)

Pretpostavimo da su poznati podaci (a;,w;),1=1,...,n
o lokacijama naselja a; s brojem glasaca w;. Treba
odrediti izborne jedinice m1,...,7k, tako da za svaku
izbornu jedinicu m; vrijedi

(1) A=-p)g<Iml<O+p)E,
(13) d(cj,a;) <r, Va;€my,

gdje su c1,...,cx centri izbornih jedinica, m =
St wi, ap>0ir>0 suzadani brojevi. Uvjet (i)
osigurava ravnomjernost broja glasaca po izbornim je-
dinicama do na p%, a uvjet (it) definira maksimalnu
udaljenost centra c; izborne jedinice m; do naselja u
toj izbornoj jedinici.

Primjer 5.

Promatramo skup korisnika koje na meki nacin treba
povezati s jos neizgradenim objektima kao sto su prim-
jerice Zeljeznicke stanice, sportski kompleksi, knjizni-
ce, antene ili supermarketi. Ovdje se prirodno po-
javljuje problem odredivanja optimalne lokacije obje-
kata, tako da objekti u nekom smislu budu sto blize
korisnicima. Osim toga dodatno mozZemo zahtijevati
da troskovi povezivanja budu primjereno raspodijeljeni
na sve korisnike te isto tako da prihodi koje ostvaruju
objekti budu primjereno rasopodijeljeni na sve objekte
1 na taj nacin svi korisnici kao i objekti budu zado-
voljni. U tom slucaju navedeni optimizacijski pro-
blem moZe se promatrati kao specijalni oblik problema
lokacije, koji je u engleskom govornom podrucju po-
znat pod nazivom “facility location games” (vidi pri-
mjerice [3, 9]).

2 Izravni problem lokacije

Funkciju d: R? x R? — R4, koja ima barem svojstvo
pozitivne definitnosti

dz,y) 20 & d(z,y)=0&r=y,

i pomoéu koje se lako racuna centar c¢ svakog
diskretnog skupa 7 C R?

d(z,a), (1)

c= argmin
z€conv(m) gen

zovemo kvazimetricka funkcija® (vidi primjerice [13,
20]). Najpoznatija kvazimetricka funkcija je tzv.
kvazimetricka funkcija najmangih kvadrata dr,s(a,b) =
|la—bl|3, a,b € R?, koja osim svojstva pozitivne defi-
nitnosti ima i svojstvo simetricnosti, ali ne zadovo-
ljava nejednakosti trokuta. Centar ¢ diskretnog skupa

7 C R? u ovom slucaju je centroid c = - 3~ a (u fizici

7]
e
i mehanici teziSte ili Steinerova tocka) skupa 7.
Za dani skup tocaka S = {a; = (vi,y;) € R?: i =
1,...,m} C R? izravni problem lokacije mozemo defini-
rati na dva nacina:

A: Ako su poznati centri c1,...,cp € R?2 (k < m),
treba odrediti particiju skupa S sastavljenu od

nepraznih disjunktnih skupova m1,..., 7, tako
da bude

a; € m; < d(cj,a;) < d(cs,ai),
Vs=1,...,k; (2)

B: Ako je poznata particija I = {m,...,m} skupa
S sastavljena od nepraznih disjunktnih skupova,
treba odrediti centre c1,...,cx € R%, (K < m)
klastera prema (1).

Primjerice ako su u Primjeru 4 poznati centri cy,...,cx
izbornih jedinica, a treba definirati izborne jedinice
m1,..., Tk, radi se o rjeSavanju izravnog problema A.

Koristenjem razli¢itih kvazimetrickh funkcija dobi-
vaju se razni principi — kriteriji grupiranja. Osim
spomenute kvazimetricke funkcije najmanjih kvadrata
drg, uliteraturi [2, 4, 7, 11, 13, 15, 17] Cesto se koristi

20znaka v = argmin f(u) znadi da funkcija f u tocki v € D postize svoju najmanju vrijednost na skupu D

u€D
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(1) di(a,b) = [la—bl[x = |w1 — 2| +[y1 —v2l,
a = (xlvyl)a b= (552»3/2)
(Manhattan ili taxicab udaljenost)

(11) doo(a,b) = [la —bllco = max{|z1 — 22, |y1 —yal},
a=(21,51), b= (2,92)
(Cebisevljeva udaljenost)

(7i1) dp(a,b) leln—1+yllny—l—x1 —y1+x2 + Y2,
Z2 Y2

a=(1,41), b= (z2,y2)
(Bregmanova generalizirana I-udaljenost

ili Kullbach-Leiblerova udaljenost).

Spomenimo da kvazimetricke funkcije d; i doo zado-
voljavaju joS dodatno svojstva simetricnosti i ne-
jednakosti trokuta te su zbog toga prave metricke
funkcije, za razliku od Bregmanove generalizirane I-
udaljenosti dp za koju se lako vidi da ne zado-
voljava niti jedno od spomenutih svojstava metrike.
Navedena Bregmanova generalizirana I-udaljenosti dp
samo je jedna iz klase kvazimetrickih funkcija koje
su u literaturi poznate kao Bregmanove udaljenosti.
Vazno svojstvo Bregmanovih udaljenosti je lako racu-
nanje centra diskretnog skupa u smislu formule (1),
a za mnoge ovakve kvazimetricke funkcije za centar
diskretnog skupa mogu se dobiti i eksplicitne formule
(vidi [13]). U literaturi postoji veliki broj razli¢itih
primjena klasterske analize koje se zasnivaju na ko-
ristenju Bregmanovih udaljenosti kao sto su primjerice
teorija informacija, klasifikacija teksta, obrada signa-
la, analiza govora itd. Vise o tome se moze nadi u

[1].

2.1 Izravni problem Ilokacije wuz drg
kvazimetricku funkciju

Za dani skup tocaka S C R? potrazit ¢emo rjesenje
izravnog problema lokacije A i izravnog problema B
uz koristenje dr g kvazimetricke funkcije. Ako su po-
znati centri cy,...,c; € R?, particiju I = {my,..., 7%}
odredujemo principom minimalnih udaljenosti tako
da bude (vidi [7, 13, 17, 19])

a; €m; < |lej —aill2 < |les —aill2, Vs =1,... k. (3)
Za k =2 ovaj problem (vidi [19]) svodi se na odredi-

vanje simetrale duzine c¢ics, a moze se eksplicitno ri-
jesiti kao sto je prikazano na Slici 1.

a) m = 10000, k = 2 b) m = 10000, k =5

10 | 10 |

o
o

E T E T
Slika 1: Grupiranje skupa S u klastere

Pokazuje se da u opéem slucaju ovaj problem vodi
na konstrukciju Voronoijevih dijagrama (vidi [7, 13,
15, 17]). O konstrukciji Voronoijevih dijagrama vidi
takoder [8]. Na Slici 1 ovaj problem ilustriran je pri-
mjenom vlastitog Mathematica-modulaza m = 10000
podataka u ravnini i kK =2, odnosno k =5 centara.
Ako je poznata particija II = {ry,..., 7} skupa S =
{a; = (w;,y;) €ER%:i=1,...,m} C R?, centre klastera
c1,...,c dobivamo na sljedeéi nacin (vidi [17])

— : 2 _
cj = argmin ZHz—aHQ—

z€conv(my) a€m;

‘W—mzwzh—i‘z‘% : (4)

a; ET; a; ET;

2.2 Izravni problem lokacije uz d; metricku
funkciju

Za dani skup to¢aka S C R? potrazit ¢emo rjesenje
izravnog problema lokacije A i izravnog problema B uz
koristenje d; metricke funkcije. Ako su poznati centri
c1,...,c, € R? particiju IT = {my,...,m} odredujemo
principom minimalnih udaljenosti tako da bude

CLiEWj<:>||Cj—CLiH1§HCS—CLZ'Hl,VS:l,...,k}. (5)

Na Slici 2 ovaj problem ilustriran je primjenom vlasti-
tog Mathematica-modula za m = 10000 podataka u
ravnini i k=2, odnosno k =5 centara.

a) m = 10000, k = 2 b) m = 10000, k =5

10 | 10 |

8k 8F .

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 2: Grupiranje skupa S u klastere
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Ako je poznata particija IT = {m,..., 7} skupa S =
{a; = (zs,y;) €ER?:i=1,...,m} C R?, centre klastera
¢1,...,c dobivamo na sljedeéi nacin (vidi [17])

¢j = argmin Z lz—all1 =

z€conv(my) a;€m;

( g?ee% T, gflg% yz> ; (6)

gdje je meed x; oznaka za medijan niza kojeg cine
a; 7Tj

apscise svih tocaka iz klastera ;.

2.3 Izravni problem lokacije uz d,, metricku
funkciju

Za dani skup tocaka S C R? potrazit ¢emo rjeSenje
izravnog problema lokacije A i izravnog problema B uz
koristenje do, metricke funkcije. Ako su poznati centri
c1,...,cp € R?, particiju Il = {m1,...,7;} odredujemo
principom minimalnih udaljenosti tako da bude

a; € mj < [l¢j — ailloo < [les — ailloo,
Vs=1,....k. (7)
Na Slici 3 ovaj problem ilustriran je primjenom vlasti-

tog Mathematica-modula za m = 10000 podataka u
ravnini i k=2, odnosno k =5 centara.

a) m = 10000, k = 2 b) m = 10000, k =5

10+ 10+

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 3: Grupiranje skupa S u klastere

Ako je poznata particija IT = {7,..., 7} skupa S =
{a; = (z5,y;) €ER?:i=1,...,m} C R?, centre klastera
C1,.-..,c dobivamo na sljedeé¢i nacin

¢j = argmin Z||z—a||oo. (8)

z€conv(my) aem;
2.4 Izravni problem lokacije uz Bregmanovu
generaliziranu I-udaljenost
Za dani skup tocaka S C R? potrazit ¢emo rjeSenje

izravnog problema lokacije A i izravnog problema
B uz koristenje kvazimetricke funkcije dp koja je u

60

literaturi poznata kao Bregmanova generalizirana I-

udaljenost. Ako su poznati centri c1,...,c; € R?, par-
ticiju II = {m1,...,7,} odredujemo principom mini-
malnih udaljenosti tako da bude

aiEWjﬁdB(Cj,ai)SdB(CS,ai),VSZL...,k. (9)

Na Slici 4 ovaj problem ilustriran je primjenom vlasti-
tog Mathematica-modula za m = 10000 podataka u
ravnini i k£ = 2, odnosno k£ =5 centara. Primijetimo
da su rubovi dobivenih disjunktnih skupova krivulje.

a) m = 10000, k = 2 b) m = 10000, k =5

10+ 10+

T, > 4 6 s w0
Slika 4: Grupiranje skupa S u klastere

Ako je poznata particija IT = {7,...,7m} skupa S =
{a; = (z;,y;) €ER?:i=1,...,m} C R?, centre klastera
C1,...,c dobivamo primjenom geometrijske sredine
na podatke iz klastera

Z dB(zv a) =
acT;

1/|m;] 1/]m;]

H T ; H Yi . (10)

a;Em; a;Em;

cj = argmin
z€conv(my)

2.5 Mathematica-modul

Sve prikazane ilustracije izradene su vlastitim
Mathematica—modulom Particijala, c, d]. Modulu
se predaje lista podataka a, lista centara c i ranije
definirana kvazimetricka funkcija d. Za svaki ele-
ment al[[i]] liste a modul pronalazi najblizi cen-
tar c[[j]], a nakon toga element a[[i]] pridruzuje
klasteru pi[[j1]. Elementi svakog klastera prikazuju
se tockicama jedne boje. Centri klastera oznaceni su
crnim tockama.
In[1]:= Particijala_, c_, d_] :=
Module[{m=Length[a], k=Length[c], pi,tab,min,imin},
slc=ListPlot[c,

PlotStyle -> {Black, AbsolutePointSize[5]}];

(* separacija *)

pi = Table[{}, {j, k}];
Dol

tab = Tableld[c[[j1], all[illl, {j, k}1;

min = Min[tab];

imin = Position[tab, min] [[1]];
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Dol
If [imin=={j}, pil[jl]=Append[pil[jl], allilll],
{j, k}1,
{i, m}1;
(* crtanje *)
tab = Tablel[
ListPlot[pil[j1],
PlotStyle->{0Opacity[.5], Hue[.13 j~2]}],
{j, k}1;
Show[tab,slc, AspectRatio->Automatic, ImageSize->200]
]

Lista podataka a treba biti sastavljena od objekata
oblika {z,y}. To znadi da podaci mogu dolaziti iz
proizvoljno odabranog podrucja Q C R?. Primjerice,
naredbom

RandomReal[10, {10000, 2}]

definira se 10000 uniformno distribuiranih slu¢ajnih
tocaka iz kvadrata [0,10] x [0,10]. Lista centara ¢ oda-
bire se po volji. Kvazimetricka funkcija d definira se
kao funkcija dviju varijabli. Primjerice, kvazimetricka
funkcija najmanjih kvadrata dy,g definira se naredbom

dlx_, y_]1 := Norm[x - y, 2172

a metricka funkcija d; naredbom

dlx_, y_]1 := Norm[x - y, 1]

Podatke, kvazimetricku funkciju i poziv modula, pri-
mjerice za slucaj prikazan na Slici 2b, mozemo imple-
mentirati na sljedeéi nacin.
In[2]:= SeedRandom[3]

a = RandomReal[10, {10000, 2}]1;

c = {{5,4}, {6,3}, {8,6}, {2,4}, {3,8}};

dlx_, y_] := Norm[x - y, 1]

Particijala, c, d]

Pri tome naredba SeedRandom[3] osigurava da ¢emo
svakim pokretanjem programa dobiti iste slucajne
brojeve. Izvodenje programa za navedene primjere
traje 1 — 2 sekunde.

3 Obratni problem lokacije

Zadan je skup tocaka S = {a; = (z;,y;) € R?: i =
1,...,m} C R? u ravnini i neka kvazimetricka funkcija
d: R?2 x R? — R;. Treba pronaéi optimalne centre
ct,...,cL € R? tako da bude

F(c,....ci) = min
€1,...,cx €conv(S)

F(Cl,...,ck), (11)

gdje je F: R?* - R

m
F(ci,...,cp) = min d(c;,a;). 12
(7 ’ ) ' lﬁjﬁk(]’z) ()
1=1
Poznavajuéi centre cj,...,c; principom minimalnih

udaljenosti moguée je definirati optimalnu particiju
I* = {n},...,7;} (problem A u t¢.2). Primjerice
problem odredivanja optimalnih izbornih jedinica iz
Primjera 4 jedan je obrnuti problem lokacije, a moze
se definirati na sljedec¢i nacin.

n
Fleroooon) =3 s min_dieya -
(Cl7 ack) izlwzlrgnjlgk (C]7al) — Inin,

uz uvjete:
(@) A-pF<Iml<+p), =1,k
(i) d(cj,ai)gr, Va; € mj,Vj=1,...,k.

Kao sto smo ve¢ ranije spomenuli, ovaj problem u
literaturi se moze pronaéi pod nazivom problem k-
sredina ili problem k-medijana, a u opéem slucaju
radi se o problemu trazenja globalnog minimuma vise-
dimenzionalne nediferencijabilne funkcije (vidi [5, 6])
koja moze imati veéi broj lokalnih minimuma (vidi
primjerice [11, 15]). O metodama za rjeSavanje ovog
problema moZe se vidjeti primjerice u [16, 18].
Najpoznatiji postupak za rjesavanje ovog problema je
algoritam k-sredina (vidi [7, 11, 13, 15, 17, 19, 20]),
kojim nazalost mozemo pronaci lokalni minimum kri-
terijske funkcije cilja. Ipak, visestrukim pokretanjem
ovog algoritma s razli¢itim pocetnim aproksimaci-
jama, mozemo pronadi optimalno rjesenje (vidi [15]).
Nize navodimo skicu algoritma k-sredina za op¢i slucaj
kada je S C R™.

Algoritam 1.

(Standardni algoritam k-sredina)?

Korak 1: Izabrati IT = {m,..., 7 };

Korak 2: Izracunati: 6 = (c1,...,¢x), pri ¢emu je ¢; =
argmin Y. d(z,a;);

z€R™ a;€m;

Izracunati F} = F(6);

Korak 3: Pomoc¢u centara iz 6 prema principu min-
imalnih udaljenosti formirati novu particiju

NZ{V17...,Vk};
Izrac¢unati nove centre: ¢ = ((1,...,(k), pri
cemu je ¢j =argmin ). d(z,a;);

Z€R™ a;€v;

Izracunati F = F(¢);

Korak 4: Ako je Fy < F1, staviti = (; F1 = Fy i prijeéi
na Korak 3; u suprotnom STOP.

30Qdgovarajuéa programska podrska dostupna je na adresi: http://www.mathos.hr/oml/software.htm
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