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KORISTElJE IDEAlmG RJESEIIJA U VISEXRIT£RIJALJI)J OPTIftIZACIJI

U radu je prikazano kako se koncept rjel'iavanja vil'iekriterijalnih problema odluci-
vanja pomocu idealnog rje serija mose varirati. iz l:ega proizlaze razlil:ite metode
primjenljive kod diskretnih problema odlucivanja i kod problema vil'iekriterijalnog
programiranja. Tezil'ite u radu stavljeno je na prikaz osnovne ideje svake metode
i na numeril:ku proceduru u mjeri koja l:itaocu omogucuje da za konkretan prob-
lem odlucivanja , na bazi informacija koje ima , moie izabrati odgovarajucu metodu ,
ukoliko mu se koncept idealnog rjel'ienja ul:ini prihvatljivim za rjebvanje njegovog
problema.

Vil'iekriterijalno odlul:ivanje; idealno rjel'ienje; kompromisno rjel'inje; kompromisno
programiranje

1. UVOD

Problem odlulivanja s vile krlterija mofe se rjebvati na razlilite nallne, ovisno
o pretpostavkama na osnovi kojih se formullra matematllkl model takvog proble-
ma. Kvantitativne metode, kOje se u tom slulaju mogu prlnlijenlti, mogute je kla
sificirati po vile osnova. Jedna mogutnost je da se uvede dihotomija na osnovl-
toga da Ii je skup alternativa eksplicite oplsan III je zadan impllcite pomOCusku-
pa ogranilenja. Grupa metoda koje se primjenjuju u prvorn slulaju poznata je pod
nazlvom Multiple attribute decision making methods (MADM), za Ito kod nas nlje
usvojen jol uvijek jedinstven prljevod, all u poslJednje vrljeme domlnira sintagma
8I!IDde _ "•••••••• ijIIInD~je. U tom slulaju gavori se jol 0 diskretnim
problemima odlullvanja. Druga grupa metoda dolazl pod nazlvom Mutlple objective
decision making methods (MODM), za !to se kod nas upotrebljava nazlv ••••••
_ vlleluftlrijIIInD progr'.-iranje. Za obje grupe metoda zajednilki naziv je Mul-
tiple criteria decision making methods, a kod nas se pokubva udomatitl naziv
"...rftl!rijlllla aptiIIizadja. 1

Ctl] ovog rada Ie da se prlkafe kako se tzv. UulnD r•••••• 2 problema vilekri-
terljalne optirnizacije mole korlstltl na razlilite nallne kod rjelavanja problema od
lullvanja 5 vile kriterija. Zbog toga se u toe , 2 daje definicija idealnog rjelenja-:
Metode za rjebvanje problema vllekriterljalne optimizacije koje se prtkazuju . u

1 - Daljnja takBonomija ovih metoda proiz~zi iz karakteriBtika atributa kojima
Be Opi8ujU alternative i koji 8e koriBte kao kriteriji u problemu odluaiva-
nja. Tako 8U npr. siroko prihva6ene takBonomije iz (2) i (3).

2 - Za idealno rjesenje upotrebljavaju Be jos pojmovi ideaLna toaka i idealan
vektor kad 8e 0 njemu govori u terminima aiLjnih funkaija.
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ovom radu svrstane su u dvlje skuplne u skladu s opisanom podjelom i prlkazuju
se u tockama 3. i 4. Odabrano je nekoliko metoda s ciljem da se pokafe kako se .
jedan koncept rjelavanja problema vllekrlterljalne optimlzacije mofe variratl u za-
visnostl 0 pristupu problemu koji se rjelava. U radu se ne razmatraju problem I
normalizacije kriterljalnlh vrljednostl I odredlvanja teflna krlterlja, lako su ani u
uskoj vezl s temom. RazlO!J tome je ogranilenje u prostoru I llnjenlca da je osn~
vnl cilj rada mosute ostvarttt bez objdnjavanja tlh postupaka.

2. IDEAUm I KOMPROMISNORJESENJE PROBLEMA
VISEKRITERIJALNE OPTIMIZACIJE

Skup dopustivih rjelenja (alternatlva) oznalava se s X. Ciljne funkcije (krlterlji)
oznalavaju se s fi, 1= 1, •.•• ,n. Oznaka za optlmalno rjelenje jednokrlterljalnog
problema optimizacije po funkcije fl je:

•fl = max fl(x)
x£X

Napomenimo da krlterijalne funkcije mogu bitl funkcije dobitl iii funkcije troika
Ito pcvlacl odgovarajutl smisao optlmlzacije (max ill mln). No, zbog toga jer se
umjesto problema min f(x) mofe rjebvatl problem max -ff x}, za potrebe ovog r!.
da mofe se smatrati da sve funkcije treba makslmlzlrati.

• •• •Vektor F = (f1, f2' ... ,f ) u prostoru ciljnih funkcija zove se ••••••• rjllhnrje
(idealnl tocka , idealnl v~ktor) problema vllekrlterljalne optimlzacije. Ukollko pe-
stojl x c X za koji vrijedi fl(X*) = Fj, i=l, ••• ,n, onda je x· optlmalno rjelenje
problema vllekrlterljalne optimlzacije. Medutim, takvo rje~nje x* obltno ne pos-
toji. Bit koriltenja idealnog rjelenja kod rjelavanja problema vllekrlterljalne op-
timlzacije je da se pronade rjelenje najblife Idealnom I takvo rjelenje zove se
•••••••••••• rjeIInje.3. Kod mjerenja udaljenostl od Idealnog rjelenja rnogute
je primljenlti razlilite metrlke Ito ;:>ovlall razlillte mogute Interpretacije u kon-
tekstu realnog problema odlulivanja.

Neka je x £X F(x) = (f1(xl. •.• ,f (x)) vektor vrljednosti funkcija krlterija. Za
mjeru udaljenosti od Idea nog rjele~ja najlelte se koristl Lp metrika Mlnkovskog

d = (~ (f~ - f(x))p)l/p
P 1=1 1 •

Osnovna svojstva ove metrlke su d1> d > d••, d•• = mex{ f. - f. (x) }. pri lemu
izbor para metra p ovlsi 0 stavu dOnOsl~i odluke pre.fut ~nterp~etacijama vezanlm
za njegove ekstremne vrljednostl. Nalme, za p=l vezana je makslmalna ukupna
korlst, a za p =00mlnimalno makslmalno odstupanje. Takoder je vafno svojstvo
kompromisnog rjelenja llnjenlca da je ono za 1< p<" Pareto optimalno ill efikasno
dok za p =•• to ne mora bitl slulaj, ali je najmanje jedno kompromisno rjelenje u
tom slulaju eflkasno. Ostala vafna svojstva kompromlsnog rjelenja vezana uz pa-
rametar p mogu se natl npr. u (5).

Ukoliko su u problemu vilekriterljalnog odlulivanja atributi koji se korlste kao
kriterlji razlilite vafnosti, lto rezultlra uvodenjem teflna wi' i=l, .•. , n za krlte-
rijalne funkcije4, kao mjera udaljenosti od Idealnog rjelenja koristi se funkcija

J - Qvu ideju ZeZeny je (vidi npr. /7/) forr.'laZiziraou obl.iku aksioma izbora koji
gZas.i:.':Alternctive koje ·su bZiie ideaZnoj, p'referirane su u odnoeu na one

~Jen~~e od nve.RacionaZna osnOVa Zjudskog izbora je biti sto bZiie uoaenomLdeal.u' •
4 - 0 odreaivanju teiina kriterija u probZemima visekriterijalnog odluaivanja vi-

di npr. (J).
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3. KOMPROMISNORJESENJEU OISKRETNIM PROBLE~lIWoAOL>LUCIVANJA

Kade Je skup alternatlva za nekl problem odlutlvanJlI ekspliclte poznat, kom;>roml
sno rJelenJe se odreduJe trafenjem mlnlmalne vrlJednostl za funkciju distance na-
skupu alternatlva. Woogucnostprlmjene rulitltih metrlka kod mjerenja distance ra
zlog je za nejedlnstvenost takvO!) rjelenja. U ovoj totki ukratko se prlkazuju dv.
natlna na koje se nastojl rljellti problem odredivanja kompromlsnog rJelenJa, res-
pektlrajucl njegovu neJedlnstvenost.

3. 1. IIeIDdII TOPSIS

Iscrpan prlkaz metode TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to
Ideal Solution)mofe se nacl u (2). Ova metodase razlikuJe od obltnog odredlva-
nJa alternative najbllfe Idealnoj po tome Ito se u analizu problema uvodl I tzv.
nBgllllwnD h' I.rjeIenje, koje Je·?Osmlslu suprotno Idealnom rjelenju (negativ-
no Idealno rjelenje zapravo je vektor najlolljlh vrljednostl po svim krlterlJlma).

Neka je oznaka za najslabiju krlterljalnu vrljednost za krlterlj 'i' i=l, ••• , n

f~ = mln fl (x)
XE}(

Udaljenost alternative x od ne~ativnog Idealnog rjdenia je u tom sluaju:

n
d-(x) = ( 1:wtlf~- fl(x) IP) lip

p 1=1
Odredlvanjem makslmalne vrljednosti o~e funkcije na skupu alternatlva dobiju se
trl kompromlsna rjelenja ,za p=l, 2 I CD.

Slnteza korlltenja Idealnog I negatlvnog Idealnog rjelenja odrafava se u Istodob-
nom korlltenju vrljednosti d~(x) I dj)(x). U metodi TOPSIS korlsti se funkcija

- . -
Dp(X) = dp(x)/(dp(x) + dp(x», p = " 2, CD

Skup TOPSIS rjelenja tine one alternative za koje se postife makslmalnavrijed-
nost ove funkcije.

Neka lako vldljlva svojstva ove funkcije jesu:

(l)O<D(x)<l- p -
(2) ako se x podudara s Idealnim rjelenjem, ~ (x) = 1
(3) za negativno Idealno rjelenje vrljedi Dp(x)=l

Ukoliko se alternative fele rangirati, rang lista se formlra u skladu 5 opadejucim
nizom vrijednostl D •

P
U cltiranom radu (6) prikazan je jol jedan natin kako se r:1oguuskladiti razlitita
kompromisna rjelenja (5 obzirom na vrljednosti parametra p) . Funkclja distance
kombinira se od distand d

"
d2 i d"" prema formuli

d = A,d, + A2d2 + A3d3
75--A~Z~t-e-rn-a-t~~~·v-a--najbZiiaideaZnom rjesenju nije nuino ana koja je ujedno

Zj en ij a od ne ga ti vnog idealroq rjeSenja. 0 tare Be nvie viAe m6i u (2).
i najuda-
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pri lemu se za vrijednosti koeficljena~a AI' 1=1,2,3 daje tabela u kojoj su te vrt-
jednosti vezane uz broj krlterija. Te vrljednosti ovise 0 vjerodostojnosti mjernog
sistema za pojedini kriterij, a nalln njihovog izralunavanja mole se natl u cltl-
ranom radu (6). U tabell 1 dane su vrijednosti za A l' A 2 I .A 3 za probleme 00-
lullvanja do 10 kriterlja.

Tabela 1. Relativne vjerodostojnosti funkclja distance (preuzeto djelomllno Iz
161)

Broj krlterlja A 1 A2 A3

1 0.3333 0.3333 0.3333
2 0.lfl13 0.311f7 0.2741
3 0.4673 0.2992 0.2335

" 0.5098 0.2861 0.20lfl
5 0.507 0.2747 0.1816
6 0.5717 0.261f7 0.1636
7 0.5951 0.2559 0.1If90
8 0.6151f 0.2"79 0.1367
9 0.6328 0.2407 0.1267

10 0.6If79 0.2342 0.1179

3.2. IIeIDdII IKOR

Metoda IKOR (lterativno kompromlsno rangiranje) takoder slull za rangiranje al-
ternativa u diskretnlm problemlma odlutlvanja s vile krlterlja. Za ovu metodu k!,
rakterlstllno je da se vodi ratuna 0 rang IIstama koje se dobiju kompromisnlm
ranglranjem za razlltlte vrljednostl parametra p. Iscrpan prlkaz ove metode mole
se ~tl u cltlranom radu ?Od (5).

Prlmjena ove metode potlnje formlranjem dvlju ran~ lista za p=l I p=", u skladu
s vrljednostima

n * *_
Sex) = 1:1(fi - fl(x)) Iffl - fl) za p=l

* *-R(x) = max (fl - fl(x»/(fl - fl) za p="
I

Formiranjem dviju rang IIsta na osnovi ovlh vrijednosti patetnl problem prelazi u
dvokriterijalan problem odlutivanja. Idealno rjelenje tog problema karakterizirano
je vrijednostima

S* = minS(x)
XEX

R* = mln R(x)
XEX

Alternative se u ocInosu na ovo Idealno rjelenje rangiraju uz pomot funkcije
* - * * - *Q(x) = (S(x) - ~ )/{S - S ) + (R(x) - R ) I(R - R )

Pri tom su upotrljebljene oznake

S = max Sex)
XEX

R = A'l8X R( x)
XEX
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Ukollko krlteriji imaju razlltitu vafnost Izrafenu odqovarajucfm tefinama w .•
i=l •..•• n (teflne moraju bitl normallzlrane. tj. r w. = 1. W.> O. i = , •. : .• nl.
upotrebljavaju se slljedete vrijednostl i=l 1 1-

Sex) i R(x)

Sex) za p

* *-R(x) = max wl(fi - fi(x»/(fi - fl) za p = •••
i

Rang Iista koja se odreduje na osnovl vrljednostl Sex) je rang IIsta koja preferl-
ra maksimalnu grupnu korlst , dok je ran!; lista koja se dobiva pomotu vrijednosti
R(x) posljedica strategije mlnimiziranja maksimalnih odstupanja od idealnog rjele-
nja.

Rang IIsta na osnovl vrijednosti Q(x) je slnteza spomenutlh dviju rang lisfl , pa
se utelte svake od dviju spomenutih strategija u odredivanju konatne rang liste
mole regulirati odgovarajutlm ponderom v i I-v. 0 < v < 1. U tom slutaju se umje
sto Q(x) upotrebljava vrijednost - -

* - * * - *QI(X) = v(S(x)-S )/es -S ) + (l-v)(R(x) - R ) I(R -R )

Preporuta se da se rang lista, dobivena na osnovi ovih vrijednosti. ne smatra ko
nacnom, vet da se uklone. najbolja I najlolija alternativa i zatim ponavlja postupak
kompromisnog rangiranja da bl se dobila druga po redu alternativa (odnosno pret
posljednja). odnosno dok se ne formlra cijela rang lista alternativa. -

4. METOOEZA VISEKRITERIJALNO PROGRAMIRANJEU KOJIMA SE
KORISTI IOEALNO RJESENJE

4. 1. STEP 81!1Dd116

Ova se metoda mole koristiti kod rjelavanja problema vilekriterijaln09 linearnog
programlranja

Max ex
XtX

pri temu je C matrlca nxk, tljl reci sadrle koeficijente ciljnih funkcija f .•1=1,•••• n
a skup X je skup mogutih rjeienja odreden oblcno sistemom nejednadlbi 1 Ax ~ b,
x~ 0, X £ nk.

(4.1)

Matrica A je formata mxk i sadrli koeficijente varijabli x.• j = , •...• k. Vektor
stupac b sadrli slobodne koeficijente b.• i=l •.••• I~. Zna~ajno je za ovu metodu
da je ona interaktlvna, Ita oln03utuje Idonosiocu odluke da progresivno. tokom
procesa analize odluke, oblikuje svoje preferencije.

Metoda potlnje odredivanjem Idealne tocke u prostoru ciljnih funkcija. tj. rjelav!
njem n problema tipa

Max fi(x) i=l •..•• n (4.2)
x c X

* * * •0p.timalna rjelenja ovhi programa f. su komponente idealnog vektora F =(f,• f2 •••••* * 1 •• ••f ). Ukoliko postoji x E)( takav da je f. (x ) = fi • x se zove optimalno rjelenjen 1
problema (4.1) i postupak se zaustavlja.

6- Vise 0 raevo ju ove metode i vezi 8a erodnim metodama mo;:e 6e naci u (4,1
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Smisaoiterativnog postupka koji se provodi nakon Izratunavanja idealnog vektora
je da se odredi efikasno rjelenje Ita blUe Idealnom, a' u skladu s preferencijama
donoslocaodluke. U tu svrhu rjelava se zadatak

Mln z * (4.3)
uz o;ranltenja XE Xk, z~wI(fl - fl(x)). l=l, ••• ,n, z > 0

gdje je Xk skup dopustivlh rjdenja u k-toj Iteracijl, koji se doblva reduciranjem
skupa Xk-1 • wi' i=l, ..• , n su tefinski koeflcijenti kao odraz relativne vafnosti
distance u odnosu na Idealno rjelenje po pojedinoj krlterijalnoj funkcijl. Ovl pon-
derl ratunaju se po formuli

n
w. = a./ I: ai
I I i=l

f~ - f min
= J I

a j f~
I

k 2
I: c I'

1=1 ,

*1 ako je fj >0

2'
pri temu je

k 2
I: c..

1=1"

gdje su cr koeficijenti ciljne funkcije fj' tjln je mlnlmalnavrljednost ciljne funk-
cije f. na ~kupu optimalnih rjelenja pejedlrilh problema (4.2). Svrha razlomka

k' 1
1/(I: c~.)2je da se vrijednostl za raznorodne krlterlje normalizlraju.

1=1J
Optimalno rjdenje problema (4.3) predocuje se donosiocu odluke I on ga uspore-
duje s idealnim rjelenjem F*. Neke vrljednosti ciljnlh funkcija 9a zadovoljavaju,
a neke ne. Da bi poboljsao vrijednosti 5 kojima nije zadovoljan, donosllac odluke
mora pristati na smanjivanje neklh zadovoljavajucih vrijednosti. Prlhvatljlvo sma-
njenje funkcije fj oznacava se s Afj. Nakon Ita se odredi ova vrijednost, modi-
f1cira se skup dopustlvih rjelenja

{"in _ f~
J J~!n

I

*1 ako je f~ 0
2'

Xk
fj (x)~ fj (x) - 6fj

x £){k

fi(x) ~ fi(x). '" r.
x E ~{k

1, ... ,n

telinski koeficijent funkcije f. za koju je zadana relaksacija 6 f. stavlja se w. = 0
i Ide se u novu iteraciju s cdjem da se popravi rjelenje. post~pak se zavr~ava
kad se ustanovi da su nakon neke iteracije postignute zadovoljavajuce vrijednosti
svih kriterijalnih funkcija iii kad broj iteracija prede n (broj funkcija kriterija).

4.2. IIetadiI ~ ictal.

Ova metoda koristi se da bi se reducirao skup nedominirajutih rjelenja vlsekrtte-
rijalnog problema linearnog programiranja. Opca ideja algoritma mole se prikazati
u 4 koraka:
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Korak 1: Odredi se skup efikasnih rjdenja problema visekr+tertjelnoq linearnog
programiranja I oz nac] s N.

Korak 2: Odredi se idealno rje~enje problema koji se rJdava.

Korak 3: Odredi se kompromlsan skup c' (i je broj iteracije) koji sadrii podskup
rjelenja iz N, najbliflh Idealnom po nekom kriteriju.

Korak 4: Ako je skup c' dovoljno mali,tako da donosilac odluke mole izabrati za-
dovoljavajuce rJe~enJe bez dalJnjlh analiza, postupak je gotov. Ako to
nije stuca], definlra se novo Idealno rjdenje I ide se ponovo na korak
3.

Poho je vec ~jdnjen pojam idealnog rje~enJa, metoda se prikazuje od treceq ko-
raka. Skup Cl odreduje se pomocu L metrike uvodenjem mjere bliskosti za xl c N
u odnosu na idealno rje~enje x·. p

Svojstva te mjere su

Ako razllka
opada k null.

Jedna od funkcija kojom se

d.(xl) = 1 ako je
J

0< d.(xl) <I,- J -

• if. - f. (x) poraste
J J .

I •fj(x) = f
J

j = 1, ••• , n, i = 1, ... ,m
I i

za neki x c N, odqovarajuca vrijednost dj(x )

id.(x )
J

I
gdje je fjL = m/n fj(x)

x£N

Distanca Izmedu xl i •x za kriterij J definlra se

d. (xl) = 1 - d.(xl) c d..
J J JI

kao

Na osnovi ovih

xi i x· koja u

distanci po kriterijalnim

L metrici glasip
n

L (xi) = ( 1: (d ..)P) IIp
P j=l JI

vrijednostima formira se mjera za distancu

o ~p < co

Ova funkcija poto:n se koristi za odredivanje kompromisnog rje serija u pojedinoj ite-
raelji .. Ukoliko svi kriteriji nisu jednako valni, koristi se cpceni tiji oblik funkcije
L (Xl)

P
iL (W,x)

p
n p _ p IIp

( 1: (w.) (d .. » r
j=l J JI

1~ P < '"

gdje su w. teline kriterija. Problemi izbora parametra p i te!ina kriterija isti su
kao kod rhngiranja alternativa u diskretnim problemima odluclvan]a .
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Hunjak T. Use of the ideal solution for multicriteria optimization

SUMMARY

In this paper the concept of the ideal solution for solving decision problems with
multiple criteria is presented. For solving discrete multi-objective problems.
TOPSIS. IKOR and the procedure for the reconciliation among discrete compromise
solutions. developed by K. Yoon, are recommended. From the set of multiple
objective decision making methods. STEP and the Method of Displaced Ideal
are chosen.
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