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KORISTEMJE IDEALIOG RJESENJA U VISEKRITERIJALNOJ OPTIRIZACIJI

U radu je prikazano kako se koncept rje3avanja viSekriterijalnih problema odluti-
vanja pomotu idealnog rjeSenja moZe varirati, iz ega proizlaze razliite metode
primjenljive kod diskretnih problema odluéivanja i kod problema viSekriterijalnog
programiranja. TeZidte u radu stavljeno je na prikaz osnovne ideje svake metode
i na numeritku proceduru u mjeri koja &itaocu omoguéuje da za konkretan prob-
lem odluéivanja, na bazi informacija koje ima, moZe izabrati odgovarajuéu metodu,
ukoliko mu se koncept idealnog rjeSenja ulini prihvatljivim za rje3avanje njegovog
problema.

ViZekriterijalno odlulivanje; idealno rjeSenje; kompromisno rje3nje; kompromisno
programiranje

1. UvOD

Problem odludivanja s viSe kriterija moZe se rjeSavati na razliite naline, ovisno
o pretpostavkama na osnovi kojih se formulira matemati¢ki model takvog proble -
ma. Kvantitativne metode, koje se u tom sluCaju mogu primijeniti, moguce je kla
sificirati po viSe osnova. Jedna mogucnost je da se uvede dihotomija na osnovi
toga da li je skup alternativa eksplicite opisan ili je zadan implicite pomocu sku-
pa ograni¢enja. Grupa metoda koje se primjenjuju u prvom slufaju poznata je pod
nazivom Multiple attribute decision making methods (MADM), za 3to kod nas nije
usvojen jo$ uvijek jedinstven prijevod, ali u posljednje vrijeme dominira sintagma
metode za viSekriterijaino odiulivanje. U tom sluCaju govori se jo§ o diskretnim
problemima odlu¢ivanja. Druga grupa metoda dolazi pod nazivom Mutiple objective
decision making methods (MODM), za 3to se kod nas upotrebljava naziv metode
za viSekriterijaino programiranje. Za obje grupe metoda zajednilki naziv je Mul-
tiple criteria decision making methods, a kod nas se poku3ava udomadliti naziv

visekriterijaina optimizacija. !

Cilj ovog rada je da se prikale kako se tzv. idesino rmz problema visekri-
terijalne optimizacije moe koristiti na razliCite naline kod rje3avanja problema od
lu¢ivanja s vise kriterija. Zbog toga se u tof. 2 daje definicija idealnog rjesenja.
Metode za rjeSavanje problema viSekriterijalne optimizacije koje se prikazuju. u

1 - Daljnja taksonomija ovih metoda proizlazi iz karakteristika atributa kojima
se opisuju alternative i koji se koriste kao kriteriji u problemu odluéiva-
nja. Tako su nmpr. §iroko prihvadene taksonomije iz (2) i (3).

2 - Za idealno rjeéenje upotrebljavaju se jod pojmovi idealna todka i idealan
vektor kad se o njemu govori u terminima ciljnih funkcija.
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ovom radu svrstane su u dvije skupine u skladu s opisanom podjelom i prikazuju
se u totkama 3. i 4. Odabrano je nekoliko metoda s ciljem da se pokale kako se
jedan koncept rjeSavanja problema videkriterijalne optimizacije mo%e varirati u za-
visnosti o pristupu problemu koji se rjeSava. U radu se ne razmatraju problemi
normalizacije kriterijalnih vrijednosti i odredivanja teina kriterija, iako su oni u
uskoj vezi s temom. Razlog tome je ogranifenje u prostoru i Cinjenica da je osno
vni cilj rada moguce ostvariti bez objasnjavanja tih postupaka.

2. IDEALNO | KOMPROMISNO RJESENJE PROBLEMA
VISEKRITERIJALNE OPTIMIZACIJE

Skup dopustivih rjeSenja (alternativa) oznalava se s X. Ciljne funkcije (kriteriji)
oznalavaju se s fj, i = 1,....,n. Oznaka za optimalno rjedenje jednokriterijalnog
problema optimizacije po funkcije fj je:

*
fi = max f (x)

xeX
Napomenimo da kriterijalne funkcije mogu biti funkcije dobiti ili funkcije trodka
$to poviali odgovarajué¢i smisao optimizacije (max ili min). No, zbog toga jer se
umjesto problema min f(x) moie rjelavati problem max -f(x), za potrebe ovog ra
da mole se smatrati da sve funkcije treba maksimizirati.

* * t *

Vektor F = (f_, fn) u prostoru ciljnih funkcija zove se idesino

(idealnp toéka . |dealni vektor) problema visekriterijalne optimlzacile Ukoliko po-

stoji xe X za koji vrijedi fj(x*) = F;, i=1,...,n, onda je x* optimaino rjefenje

problema visekriterijalne optimizacije. Medutim, takvo rjelenje x* obi&no ne pos-

toji. Bit koristenja idealnog rjeSenja kod rjeSavanja problema videkriterijalne op-

timizacije je da se pronade rjeSenje najblife idealnom i takvo rjedenje zove se
.3. Kod mjerenja udaljenosti od idealnog rjefenja moguée

je primijeniti razli¢ite metrike 3to povladi razli¢ite moguée interpretacije u kon-

tekstu realnog problema odludivanja.

Neka je x ¢ X F(x) = (x),...,f (x)) vektor vrijednosti funkcija kriterija. Za
mjeru udaljenosti od idea]nog rjeSen]a najéesce se koristi Lp metrika Minkovskog
(1 (- f0P)P

% i=1 o
Osnovna svojstva ove metrike su d1> d , d, =max{ f. - f.(x) }, pri ¢emu
izbor parametra p ovisi o stavu donosioca odluke prellla anterpretacilama vezanim
za njegove ekstremne vrijednosti. Naime, za p=1 vezana je maksimalna ukupna
korist, a za p =~ minimalno maksimalno odstupanje. Takoder je vaino svojstvo
kompromisnog rjedenja &injenica da je ono za 1< p<=  Pareto optimalno ili efikasno
dok za p == to ne mora biti slu¢aj, ali je najmanje jedno kompromisno rjesenje u
tom slucaju efikasno. Ostala vaina svojstva kompromisnog rjedenja vezana uz pa-
rametar p mogu se na¢i npr. u (5).

Ukoliko su u problemu visekriterijalnog odludivanja atributi koji se koriste kao
kriteriji razli¢ite vaZnosti, $to rezultira uvodenjem teifina w,, i=1,...,n za krite-
rijalne funkcije®, kao mjera udaljenosti od idealnog rjefenja koristi se funkcija

3- Ovu ideju Zeleny je ( vidi npr. /7/) formalizirao u obliku aksioma izbora koji

glasi: "Alterngtwe koje su bliZe idealnoj, preferirane su u odnosu na one
athlgem,]e od nje.Racionalna osnova ljudskog izbora je biti éto blize uodenom
lu
4 - 0 odredivanju teZina kriterija u problemima videkriterijalnog odludivanja vi-

di npr. (1).
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w P - f,)P) e

3. KOMPROMISNO RJESENJE U DISKRETNIM PROBLEMIMA ODLUCIVANIJA

Kada je skup alternativa za neki problem odiulivanja eksplicite poznat, kompromi
sno rjedenje se odreduje traienjem minimaine vrijednosti za funkciju distance na
skupu alternativa. Mogulnost primjene raziiCitih metrika kod mjerenja distance ra
zlog je za nejedinstvenost takvoqg rjeSenja. U ovoj tolki ukratko se prikazuju dva
na¢ina na koje se nastoji rijesiti problem odredivanja kompromisnog rjedenja, res-
pektirajuc¢i njegovu nejedinstvenost.

.1. Metoda TOPSIS

Iscrpan prikaz metode TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to
Ideal Solution) mole se na¢i u (2). Ova metoda se razlikuje od obi¢nog odrediva-
nja alternative najblie idealnoj po tome ¥to se u analizu problema uvodi | tzv.
idesino rjelenje, koje je po smislu suprotno idealnom rjedenju (negativ-
no idealno rjeSenje zapravo je vektor najlodijih vrijednosti po svim kriterijima).

Neka je oznaka za najslabiju kriterijalnu vrijednost za kriterij fi' i=1,...,n

fi- =min f (x)
x€X
Udaljenost alternative x od negativnog ideainog rjesenja je u tom sludaju:

“e) = ( 2w Plf P, 1/p
dp(x) = (i=2:1wi. [fi - fi(x) | *)

Odredivanjem maksimalne vrijednosti oye funkcije na skupu alternativa dobiju se
g P

tri kompromisna rjeSenja za p=1,2 i =.

Sinteza koristenja idealnog i negativnog ideainog rjeSenja odralava se u istodob-
nom koriStenju vrijednosti dp(x) i dp(x) U metodi TOPSIS koristi se funkcija

Dp(x) = dp(x)/(dp(x) + dp(X)). p=1,2,=

Skup TOPSIS rjeSenja &ine one alternative za koje se postile maksimalna vrijed-
nost ove funkcije.

Neka lako vidljiva svojstva ove funkcije jesu:
(1) 0<D_(x) <1
(2) ako se x podudara s idealnim rjeSenjem, D (x)
(3) za negativno idealno rjedenje vrijedi Dp(x)-

Ukoliko se alternative fele rangirati, rang lista se formira u skladu s opadajuéim
nizom vrijednosti Dp'

U citiranom radu (6) prikazan je jo$ jedan nalin kako se mogu uskladiti razlicita
kompromisna rje$enja (s obzirom na vrijednosti parametra p). Funkcija distance
kombinira se od distanci dl' d, i d_ prema formuli

2
d = )\ld1 + )‘zdz + x3d3
5-Alternativa najbliZa idealnom rjedenju nije nuino ona koja je ujedno i najuda-
ljenija od negativnog idealriog rjedenja.0 tame se miZe vide madi u (2). 85
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pri ¢emu se za vrijednosti koeficijenata A,, i=1,2,3 daje tabela u kojoj su te vri-
jednosti vezane uz broj kriterija. Te vrijednosti ovise o vjerodostojnosti mjernog
sistema za pojedini kriterij, a nalin njihovog izraCunavanja moZe se na¢i u citi-
ranom radu (6). U tabeli 1 dane su vrijednosti za Aie Ay i 'Aa za probleme od-
luCivanja do 10 kriterija.

Tabela 1. Relativne vjerodostojnosti funkcija distance (preuzeto djelomi¢no iz
161)

Broj kriterija Ay A, Ag

0.3333 0.3333 0.3333
0.4113 0.3187 0.2741
0.4673 0.2992 0.2335
0.5098 0.2861 0.2081
0.54837 0.2747 0.1816
0.5717 0.2647 0.1636
0.5951 0.2559 0.1490
0.6158 0.2479 0.1367
0.6328 0.2407 0.1267
0.6479 0.23%82 0.1179

CWONOAOWU E&EWN =

Py

3.2. Metoda IKOR

Metoda IKOR (iterativno kompromisno rangiranje) takoder slufi za rangiranje al-
ternativa u diskretnim problemima odlutivanja s viSe kriterija. Za ovu metodu ka
rakteristi¢no je da se vodi ratuna o rang listama koje se dobiju kompromisnim
rangiranjem za razli¢ite vrijednosti parametra p. Iscrpan prikaz ove metode moie
se naci u citiranom radu pod (5).

Primjena ove metode polinje formiranjem dviju rang lista za p=1 i p=«, u skladu
s vrijednostima

S(x)

n . ) * =
iZ (fi = fl(x))ﬂfi = fl) za p=1
=1

R(x) = max (f; - £/ - ) zap=<
i

Formiranjem dviju rang lista na osnovi ovih vrijednosti poletni problem prelazi u
dvokriterijalan problem odludivanja. Idealno rjeSenje tog problema karakterizirano
je vrijednostima

S* = minS(x) i R* = min R(x)
x eX xeX

Alternative se u odnosu na ovo idealno rjedenje rangiraju uz pomo¢ funkcije
* - * * = *®
Q(x) =(S(x) -5 MS -S) +(R(x) -R)/(R -R)
Pri tom su upotrijebljene oznake

S = max S(x) i R = max R(x)
xeX x €X
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Ukoliko kriteriji imaju razli¢itu vainost izraZenu odgovarajuéim teZinama Wi

i=1,...,n (tefine moraju biti normalizirane, tj. [ w, =1 ow>0, i=1,...n),
upotrebljavaju se slijedete vrijednosti i=1
S(x) i R(x)

|
—

n * * =
|=z] w, (f, - fi(x))l!fl -f) zap-=

S(x)

* * =
R(x) = max 'i(fi - fl(x))/(fi - fi) zZap=o
i
Rang lista koja se odreduje na osnovi vrijednosti S(x) je rang lista koja preferi-
ra maksimalnu grupnu korist, dok je ranc lista koja se dobiva pomo¢u vrijednosti
R(x) posljedica strategije minimiziranja maksimainih odstupanja od idealnog rjese-
nja.

Rang lista na osnovi vrijednosti Q(x) je sinteza spomenutih dviju rang listi, pa
se uledle svake od dviju spomenutih strategija u odredivanju kona&ne rang liste
moie regulirati odgovaraju¢im ponderom v i 1-v, 0<v <1 . U tom slutaju se umje
sto Q(x) upotrebljava vrijednost

* = * * - *
Q'(x) = v(S(x)-S )/(5 -S ) + (1-v)(R(x) - R)/(R -R)

Preporu¢a se da se rang lista, dobivena na osnovi ovih vrljednostl, ne smatra ko
naé¢nom, veé da se uklone. najbolja i najlodija alternativa i zatim ponavlja postupak
kompromisnog rangiranja da bi se dobila druga po redu alternativa (odnosno pret
posljednja), odnosno dok se ne formira cijela rang lista alternativa.

4. METODE ZA VISEKRITERIJALNO PROGRAMIRANJE U KOJIMA SE
KORISTI IDEALNO RJESENJE

4.1. STEP metoda’

Ova se metoda moZe koristiti kod rjeSavanja problema visekriterijalnog linearnog

programiranja
Max Cx (8.1)
xe X

pri ¢emu je C matrica nxk, Ciji reci sadrie koeficijente ciljnih funkcija f.,i=1,...,n
a skup X je skup mogucih rjedenja odreden obi¢no sistemom nejednadibi Ax <b,
x>0, x e RX,

Matrica A je formata mxk i sadrii koeficijente varijabli x., j = 1,...,k. Vektor
stupac b sadrii slobodne koeficijente b., i=1,...,m. Znafajno je za ovu metodu
da je ona interaktivna, 3to omoguéuje ‘donosiocu odluke da progresivno, tokom
procesa analize odluke, oblikuje svoje preferencije.

Metoda polinje odredivanjem idealne totke u prostoru ciljnih funkcija, tj. rjesava
njem n problema tipa

Max f(x) i=1,...,n (4.2)
xe X

Optlmalna rjeSenja ovhi programa f. su komponente ldialnog vektora F -(f:,fz,...,
f ). Ukoliko postoji x % X takav da je f (x*) = X se zove optimalno rjedenje
problema (4.1) i postupak se zaustavlja

6-Vide o razvoju ove metode i vezi sa srodnim metodama moie se nadi uf(4)

87



Hunjak T. Visekriterijaina optimizacija Zbornik radova (1988), 12

Smisao iterativnog postupka koji se provodi nakon izradunavanja idealnog vektora
je da se odredi efikasno rjeSenje $to bliZe idealnom, a' u skladu s preferencijama
donosioca odluke. U tu svrhu rjeSava se zadatak

Min 2z (4.3)

*
uz ograniéenja Xe Xk, xzwi(fl - fi(x)), i=1,...,n, 220
gdje je X, skup dopustivih rjeSenja u k-toj iteraciji, koji se dobiva reduciranjem
skupa X, . . w,, i=1,...,n su telinski koeficijenti kao odraz relativne vaiZnosti

distance u odnosu na idealno rjedenje po pojedinoj kriterijalnoj funkciji. Ovi pon-
deri rac¢unaju se po formuli

w / T
. =a . [v H
B O

f* _ ¢ min
H *
pri &emu je a, = 5 i 6 ] ako je f. >0
i £ Ky X )
i Lcy: 2
i=1
H *
-t 1 .
uiz i Kk . lako;efiio
i ICs; 2

i=1 n .

gdje su ;i koeficijenti ciljne funkcije f., fmin je minimalna vrijednost ciljne funk-

cije fj nz; skupu optimainih rjeSenja pojedinih problema (%.2). Svrha raziomka
3
1/ cjzi )Tie da se vrijednosti za raznorodne kriterije normaliziraju.
i=1
Optimaino rjedenje problema* (8.3) predoluje se donosiocu odiuke i on ga uspore-
duje s idealnim rjeSenjem F . Neke vrijednosti ciljnih funkcija ga zadovoljavaju,
a neke ne. Da bi pobolj3ao vrijednosti s kojima nije zadovoljan, donosilac odluke
mora pristati na smanjivanje nekih zadovoljavaju¢ih vrijednosti. Prihvatljivo sma-
njenje funkcije f; oznalava se s Afj . Nakon $to se odredi ova vrijednost, modi-
ficira se skup dopustivih rjeSenja

Xy
Xk+1 = t'i (x)_>_fi (x) - Afi
xexk
fi(x)ifi(x), i#j,i=1,...,n
xe)(k

telinski koeficijent funkcije f. za koju je zadana relaksacija 4 f. stavija se w, = 0

i ide se u novu iteraciju s ciljem da se popravi rjesenje. Postupak se zavrgava
kad se ustanovi da su nakon neke iteracije postignute zadovoljavaju¢e vrijednosti
svih kriterijalnih funkcija ili kad broj iteracija prede n (broj funkcija kriterija).

4.2. Metoda pomiCnog ideala

Ova metoda koristi se da bi se reducirao skup nedominirajucih riégenja visekrite-
rijalnog problema linearnog programiranja. Opca ideja algoritma moie se prikazati
u 4 koraka:
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Korak 1: Odredi se skup efikasnih rje3enja problema videkriterijalnog linearnog
programiranja i oznali s N.

Korak 2: Odredi se idealno rjeSenje problema koji se rje3ava.

Korak 3: Odredi se kompromisan skup Ci(i je broj iteracije) koji sadrii podskup
rieSenja iz N, najblitih idealnom po nekom kriteriju.

Korak 4: Ako je skup ¢’ dovoljno mali, tako da donosilac odluke moie izabrati za-
dovoljavajule rjedenje bez daljnjih analiza, postupak je gotov. Ako to
nije slucaj, definira se novo idealno rjedenje i ide se ponovo na korak

Po3to je ve¢ objainjen pojam idealnog rjedenja, metoda se prikazuje od treceg ko-
raka. Skup C! odreduje se pomocu L_ metrike uvodenjem mjere bliskosti za x'e N

. . . *
u odnosu na idealno rje3enje x .

Svojstva te mjere su
di(x‘) = 1 ako je fj(x‘) = f;
Ojdj(xi) 1, J=lasa,n, I=1,00,m
Ako razlika f? = fj(xi) poraste za neki xis N, odgovarajuta vrijednost dl.(xi)

opada k nuli.
Jedna od funkcija kojom se moie posluliti je

i
. f(x) -f
di(xl) = J*'T‘JL
f. -
i L
gdje je ., = min f.(x)
[
xeN '
*
Distanca izmedu xi i x 2za kriterij j definira se kao
s i i s
d =1-d.(x) =d.
] (x) ,( ) i
Na osnovi ovih distanci po kriterijalnim vrijednostima formira se mjera za distancu
xi i x* koja u Lp metrici glasi

i "o pt/
L (x)=( p@)P''P 0<p<w
P =1 4 =

Ova funkcija potom se koristi za odredivanje kompromisnog rjedenja u pojedinoj ite-
raciji. Ukoliko svi kriteriji nisu jednako vaini, koristi se opcenitiji oblik funkcije

L _(x")
P : n
LWx) = (2 w)PE@IP)'"P, 1cpca
P j=1 J i =
gdje su w. teline kriterija. Problemi izbora parametra p i teZina kriterija isti su
kao kod rbngiranja alternativa u diskretnim problemima odlucivanja.
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Hunjak T. Use of the ideal solution for multicriteria optimization

SUMMARY

In this paper the concept of the ideal solution for solving decision problems with
multiple criteria is presented. For solving discrete multi-objective problems,
TOPSIS, IKOR and the procedure for the reconciliation among discrete compromise
solutions, developed by K.Yoon, are recommended. From the set of multiple
objective decision making methods, STEP and the Method of Displaced Ideal

are chosen.
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