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Primjena nejednakosti sredina na rjesavanje
jednadzbi i sustava jednadzbi

LA ILISEVICH

Sazetak. Razmatraju se primjene nejednakosti sredina na rjiesavangje
jednadzbi i nejednadzbi, koje su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka
prilagodenth ucenicima srednjih Skola.

Kljucne rijeci: nejednakosti sredina, jednadzbe, sustavi jednadzbi

Application of means inequalities on solving equations and system of
equations

Abstract. Applications of means inequalities on solving equations
and system of equations are considered. These applications are illus-
trated on a number of interesting tasks adapted for high school students.

Key words: means inequalities, equations, system of equations

Neka je a = (a1, aq,...,a,) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada su harmo-
nijska, geometrijska, aritmeticka i kvadratna sredina n-torke a definirane redom
sa

PRSI [ ¥ EXE

n
Vrijedi
Hy(a) < Gpla) < Ap(a) < Kp(a).
Pri tome jednakost vrijedi ako i samo ako je a3 = ag = -+ = a,.
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Nejednakosti Gy, (a) > Hy(a), An(a) > Hy(a), Ap(a) > Gp(a), Kn(a) > Ay(a)
nazivamo redom: geometrijsko-harmonijska, aritmeticko-harmonijska, aritmeticko-
geometrijska, kvadratno-aritmeticka; krace: GH-nejednakost, AH-nejednakost, AG-
nejednakost, KA-nejednakost. Dokaz navedenih nejednakosti moze se vidjeti u [7].

Rijesimo sada nekoliko jednadzbi i sustava jednadzbi rabeéi nejednakosti sredina.

Zadatak 1. Rijesite jednadsbu 2°° + 4%" + 2564 = 3. 167,
Rjesenje. Ocito z = 0 nije rjesenje dane jednadzbe. Ako je z < 0, desna strana
jednadZbe je manja od 3, a lijeva je veéa od 2564, pa za = < 0 nema rjeSenja.
Neka je x > 0. Rabeé¢i AG-nejednakost dobivamo

90" 147" 4 956t = 97" 4 920" | 932 5 3. /92" 922t 932
_ g9t o g oVt g gte® g 677

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z° = 2z* = 32, tj. ako i samo ako je x = 2.

Zadatak 2. Rijesite jednadzbu 2 sin? L;Z’ =5 4+57".
Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

5 + 57 > 2V5% . 5% =2,
Za lijevu stranu jednadzbe vrijedi

4y

0<2sin2P Y <9

Kako jednakost vrijedi ako i samo ako je 5* = 577 i sin? x—Tély =1tojex=0i
sin? (—2y) = 1, tj. = 0 i sin2y = +1. Iz sin2y = +1 slijedi 2y = 5 +km, pa je
y=72+% ke Z Dakle, (v,y) € {(0, T+ %) : k€ Z}.

Zadatak 3. Rijesite jednadzZbu

lo cos? (zy) + ! = 2
82 VI Cos? (ry)) Y2 —4y+6

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

1
2
cos —2>2
() + cos? (zy) —
pa je
1

1 2 —)>1.

og; (cos? (zy) + . (:cy)) >
Jednakost vrijedi ako i samo ako je cos? (zy) = m, tj. ako i samo ako je

cos (zy) = £1. Kako je

v —dy+6=(y—2)%4+2>2,
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to je
2

— <1
y2—4dy+6 —

Jednakost vrijedi ako i samo ako je y = 2. Tada je cos (2z) = cos (zy) = £1, pa je
2z = km, k € Z, tj. v = EX k € Z. Dakle, (z,y) € {(!,2) : k € Z}.

Zadatak 4. Rijesite jednadzZbu

—x +6x—7—‘tg—’+‘ctg—‘

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

| e ] 22w s ] =2

S druge strane je
—2?+6r—T=—(2"—62+7)=—((z—3)>-2)=—(z—-3)>+2<2.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je
‘tg%’:‘c‘cg—‘ -3 +2=2.

Iz —(z — 3)* + 2 = 2 slijedi = 3. Tada |tg %¥| = |ctg T£| postaje |tg 4| = |ctg 4],
pa je tg®4 = 1 odnosno tg 4 = +1. Odatle slijedi y = 5 + km, k € Z. Dakle,
(z,y) € {(3,5 +km) : k€ Z}.

Zadatak 5. Odredite realne brojeve x,y, z takve da vrijedi
log, zy* + log, yr? = 2(4cos? z — 1).
Rjesenje. Jasno je da mora biti x,y > 0 i x,y # 1. Transformirajmo lijevu stranu
jednadzbe:
log, zy* + log, yr? =1+2log,y+1+ 2log, @
= 2+2(log,y +log, z) =2 +2(10g1,y+ 1;)

log, %y + 1

= 2+2.
log, y

Prema AG-nejednakosti je
log,”y + 1 > 2[log, y].
Ako je log, y > 0, tada je

logzxyZ—i—logyny >2+42-2=06,
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pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je log,y = 1 odnosno z = y. S druge

strane je cos? z < 1, pa je 2(4cos? z — 1) < 6. Jednakost vrijedi ako i samo ako je

cos? z =1 odnosno z = km, k € Z.

Ako je log, y < 0, tada je
log, zy* + log, yr? <242 (-2) = -2,

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je log,y = —1 odnosno y = % S druge
strane je cos? z > 0, pa je 2(4cos? z — 1) > —2. Jednakost vrijedi ako i samo ako je
cosz = 0 odnosno z = 5 + km, k € Z.

Dakle, (z,v,2) € {(t,t, k), (t, THkm) i teRt>0,t#1keZ}.

P
Zadatak 6. Odredite pozitivne realne brojeve x,y tako da vrijedi

log (1 + z*) — 2(logz 4 logy) = 2 4+ 21og 2 — log (10000 + y*).

Rjesenje. Najprije uoc¢imo da mora biti z > 01y > 0. Dana jednadzba ekvivalentna
je redom sa

log (1 + z) +1og (10000 + y*) = log 22 + log 3 + log 10? + log 22,
log ((1 4 z*)(10000 + y*)) = log (400z°y?),
(1 + 2*)(10000 + y*) = 4002%y>.
Kako je, prema AG-nejednakosti,
1+a2* > 242 10000 + y* > 200y2,

to je
(1 + 2*)(10000 + y*) > 400z%y>.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z* =11 y* = 10000, tj. z = 1 i y = 100.

Zadatak 7. Rijesite jednadzZbu

Veltor—14+Vr—a2+1=22—2+2.

Rjesenje. Mora biti 22+ 2 —1>0iz—2?4+1>0. Uod¢imo da jeiz? —x+2>0.
Prema AG-nejednakosti je

m<($2+$—1)+1:$2+1‘

2 2
\/m< (1’—$2+1)+1:.’E—(E2+2
- 2 2 '

Stoga je

2 2
— 2
x2—x+2:\/x2+x—1+\/x—x2+1§x;_x—f—m x2—|— =z+1.
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Iz 22 — 2 +2 < 2+ 1 dobivamo (z — 1)? < 0, pa je x = 1. Uvritavanje u zadanu
jednadzbu pokazuje da je x = 1 zaista rjesenje te jednadzbe.

Zadatak 8. Odredite duljine stranica a,b,c trokuta ako vrijedi

Vatb—c+Vb+tc—a+Veta—b=+a+Vb+ /e

a+b+tc
2

Rjesenje. Neka je s = poluopseg trokuta i

r=s—a, y=s—b, z=s-—c,

tj.
b+c—a a+c—>b a+b—c
r=— = =

2 ) y - 2 ) z = 2
Tada jea=y+ 2z, b=2z+x, c = x + y, pa dana jednadzba prelazi u ekvivalentnu

V2 + /2y + V22 =yt z+Vr+z+V/T+y.

Prema KA-nejednakosti je

V2T + /2 V29+ V22 V224 2x
Var+ /2y + V2 = TV VO EE L VD

2x + 2 2y + 2z 2z 4+ 2x
< \/ 5 y+\/y2 +\/ 5 =Vrty+Vy+tz+vVar+z

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = 2z, odnosno ako i samo ako jea =b = c,
tj. za jednakostranic¢ni trokut.

Zadatak 9. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi

r+y+z = 1,
I+2)(1+y)(1+2) = 81—xz)1—-1y)(1-2).

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

lta=(zt+y+z)+a=(@+y)+(@+z) 22V (z+y)(e+2)=2V/(1-2)(1-y)
Analogno,
l+y>2/(1-2)(1-2), 1+222/(1-y)(1-a).
MnoZenjem dobivamo
(I+z)(1+y)(1+2) 281 —2)(1—-y)(1-=2).

Jednakost vrijedi ako i samo akojez+y=z+z2z=y+ 2, tj. c =y = z. Tada iz

a:—&—y—i—z:lslijedix:y:z:%.
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Zadatak 10. U skupu pozitivnih realnih brojeva rijesite sustav jednadzbi

rt+x2t+--Fa, = 3,
1 1 1
—+—+-+— = 3.
X1 i) ITn

Rjesenje. Zbrajanjem danih jednadzbi dobivamo

1 1 1
14+ — |+ (22— )+ + (2 +— ) =6
a1 2 Tn

Prema AG-nejednakosti je x; + xi > 2zasvakii=1,2,...,n. Slijedi

1 1 1
6= <x1+>+(x2+)+~-~+(mn+> >242+---+2=n-2,
x1 o Tn |y —

pajen € {1,2,3}.
Ako je n = 3, tada za svaki i € {1,2,3} vrijedi x; + xi = 2, a to je ako i samo
ako je x; = % = 1. Dakle, z1 = x50 = x3 = 1.

Za n = 2 imamo sustav

I + T2 = 3,
1 1

—+— = 3,

Z1 €2

odnosno sustav

T+ = 3,

Ty - X2 = ].,
3:V5

Cija su rjeSenja x1 2 =
Zan=1jex; =31

5!

77 = 3, pa sustav nema rjesenja.

Zadatak 11. Odredite pozitivna rjesenja sustava jednadzbi

1 1 1 1
T+ —=4, z20+—=1, x+—=4, -, x9s+—=1,
ZTo €3 Ty Z9g

1 1
Tog+ — =4, w0+ — =1
100 I
Rjesenje. Mnozenjem jednadzbi ovog sustava dobivamo
1 1 1 1 1 1
(o 2) ) (2o ) o) o) <=
T2 T3 Ty 99 100 T
Prema AG-nejednakosti je
1 / 1 / 1 1
$1+722 ﬂa 1'2+722 ﬂ? $3—|—722 E7 ) $98+722 @
T2 T2 T3 z3 T4 T4 T99 Z99

1 Tgg 1 100
Tog + —— 224/ ——, T+ — =24/ —.
T100 T100 1 1
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Mnozenjem ovih nejednakosti dobivamo

1 1 1 1 1 1 100
i+ — )| zo+— J(@ws+— ) | @os+— || Too+— )| Troo+— ) =27,
T2 T3 T4 99 L100 L1

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

1 1
r1=— T2=— T3=—5 ..., T9g=—, T9g9=——, T100= ——-
T2 T3 T4 T99 100 1
Iz ovih jednakosti i danog sustava dobivamo
1 1 1
T =2, T2 =3 T3g=2, Ta=g, ..., Tgg=2, T100 = 5-

Zadatak 12. Neka je a pozitivan realan broj. Odredite realne brojeve koji
zadovoljavaju sustav jednadzbi

1 a
To = 2(.1714':61)7

1 a
w = g(mr )

1 +a
1 = —=|zp,+—).
! 2 Ty

Rjesenje. Ako je (z1,2a,...,2,) rjeSenje zadanog sustava, onda jei (—z1, —xa9, ..., —
rjeSenje tog sustava. Stoga pretpostavimo x; > 0. Tada je xz; > 0 za svaki
1=1,2,...,n. Prema AG-nejednakosti je

a a
Ty = <x1+)2 r1 - — =+/a,

1
r3 = (l’era)Z Ty — =+/a,
2 T2 T2
1 a a
Tn = S| Tp-1+ > Tn—1 = \/67
2 Tp—1 Tp—1
1
T = (rnJra)z T 2 = a.
2 Tn Ty

Kako je 1 > /a, imamo

1’2—1’1:1 iL’l-f—i —1’1:1 i—iﬂl :i(a—x12)<0,
2 €1 2\ 2x1 -
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odakle slijedi xo < z7; pritom jednakost vrijedi ako i samo ako je z1 = +/a.
Analogno, z3 < z9, ..., Tn, < Tn_1, T1 < T,. Zbrajanjem ovih nejednakosti do-
bivamo

Ttz t+ ot Ty ST+ T2kt T

Dakle, 1 = o = -+ = x,, = V/a, pa je

(1‘1,1‘2,...,$n) S {(\/&a \/(;,...,\/a),(—f,—ﬁ,...,—\/a)}.

Zadatak 13. Odredite realne brojeve x,y, z za koje vrijedi

1 2 1 2 1 2
1’+*:72, y+*=*2, Z+*:72-
r oy y oz zZ T

Rjesenje. 1z danog sustava zakljucujemo da je z,y, z > 0. Prema AG-nejednakosti
je

odakle slijedi 22 < 1 tj. # € (0,1]. Analogno dobivamo da je y € (0,1] i z € (0, 1].
Stoga iz prve jednadzbe sustava slijedi

2 1 1 1 2
—=—t+-2z+-=—,
T T =z Tz oy

tj. y? > . Analogno, 22 > y i 2% > z. Stoga vrijedi
1,8 — (.732)4 > 24 — (22)2 > y2 > 7.
Nejednadzba z® > x na intervalu (0, 1] ima to¢no jedno rjesenje x = 1, pa je onda i

y =z = 1. Dakle, (z,y,2) = (1,1,1) je jedina trojka realnih brojeva koja je rjesenje
zadanog sustava jednadzbi.

Zadatak 14. Odredite realne brojeve x,y, z za koje vrijedi

Vet yt+vz =

rtyt+z =

—_

Wl

Rjesenje. Ocito mora biti x,y, z > 0. Rabeéi KA-nejednakost imamo redom

3 )

}< latt—i—y—i—z7
3~ 3

ﬁ+¢y+ﬁ<\/<ﬁ>2+w@>2+<ﬁ>2
IEVE
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Jednakost vrijedi ako i samo ako jex =y =z = %.

Zadatak 15. U skupu pozitivnih realnih brojeva rijesite sustav jednadzbi

1tz t+--Fa, = 9,
1 1 1
—+—+-+— = L
X1 i) In

Rjesenje. Prema AH-nejednakosti je

n <m1+x2—|—~-~+xn
1 1 T )
ottty "
odnosno
n 9
*§77
1 n

odakle slijedi n? <9, tj. n € {1,2,3}.
Zan=3jexr =x9 =3, akakojexr; +ro+2x3=9,t0jers =20 =123=3.
Zan:Qizx1+x2:9i%+x%:1dobivamoa:172:%2‘/g.

o . _ 1 s v .
Zan=1jex; =91 i 1, pa sustav nema rjesenja.

Zadatak 16. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z takve da vrijedi

1.
T Yy =z
-Dy-1k-1) = 8

Rjesenje. 1z prve jednadzbe sustava slijedi xy+yz+ zx = zyz, a iz druge jednadzbe
imamo
zyz —ry—yz —zx+x+y+z—-—1=8,

odnosno
xyz —xyz+x+y+z2=9,

pa je
r+y+z=09.

Prema AH-nejednakosti je
1 1 1
r+ytz=(x+y+z)-1=@+y+2) ;4—;—#; > 9,

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z = 3. Dakle, jedino rjesenje
zadanog sustava je x =y = z = 3.

Zadatak 17. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z takve da vrijedi

r+y+z = 6,
1 1 1 4
2

T Yy =z TYz
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Rjesenje. Mnozenjem jednadzbi sustava i primjenom AH-nejednakosti dobivamo

4 1 1 1
6(2—) :(x+y+z)<++> >9.
TYZ T Yy =z

S druge strane, AG-nejednakost povlaci

3 3
oz < <w+3@/+2> _ @ _s,
6(24) §6~<24>9.
TYZ 8

Ove nejednakosti postaju jednakosti ako i samo ako je x = y = z = 2. Prema tome,
jedino rjesenje zadanog sustava je x =y = z = 2.

odakle slijedi
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