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SINGULARNE PERTURBACIJE SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI

U ovom radu promatra se problem singularnih perturbacija svogj-
stvenih vrijednosti u Soboljevljevim prostorima (Dirichletov
problem). Problem je singularne smetnje jer je red perturbi-
ranog diferencijalnog operatora veéi od reda neperturbiranog.
Stummelova teorija osigurava nam konvergenciju svojstvenih vri
Jednosti pod izvjesnim pretpostavkama. Napravljena je i asimp-
totika uz pomoé tehnike kvadratne interpolacije i metodom Ray-
leighevog kvocijenta. Stummelova teorija primjenjuje se tako-
der i1 na problem singularne smetnje kada se perturbira domena.
IzloZena je metoda Brezisa za svojstvene singularno-perturbi-
rane transmisijske probleme.

0. UVOD k

Problem singularne perturbacije svojstvenih vrijednosti_koji
ovdje razmatramo sastoji se u slijedeCem: neka je Q& R ome-

den otvoren skup s glatkom granicom I', a Lo i Ll uniformno

elipticki operatori reda 2m i 2m1, ml>m. Ispitati asimptotiku

svojstvenih vrijednosti problema:
2m

1
(L0+ eLl)u8 —)\a.u€ 3 ueeH Q)
8u€ Bml—l u_
U =l = e ——— =0
elp ov Iy a\)ml—l B

kada je e£»0. Ovdje se radi o asimptotskoj teoriji perturbaci-
cije (vidi Kato [1]). U toj teoriji rezolventa ili svojstvene
vrijednosti nisu analiticke funkcije parametra, vel je uz od-
redene uvjete mogul samo asimptotski razvoj tih velicina.Pro-
blem je singularne smetnje posSton je red operatora L1 veéi od re
da operatora L - i posSto D(L ) D(L,). Osim toga, ne mozZemo
saCuvati sve rubne uvjete za €=0 "jer bi takav rubni problem
bio preodreden.

Mathematics subject classifications (198):Primary 34D15,
Secondary 34E15

Key word ans phrases: Singular perturbation, eigenvalue
* Tavod iz istoimenog magistarskog rada.
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U prvom poglavlju razradujemo Stummelovu teoriju. Uvodi se po-

jam diskretne konvergencije i dobiva konvergencija svojstvenih

vrijednosti pod izvjesnim pretpostavkama, kako za obilne tako i
za parcijalne diferencijalne jednadZbe. U potonjem slucaju na-

pravljena je i asimptotika, i to uz pomol tehnike kvadratne in-
terpolacije i metodom Rayleighevog kvocijenta.

U drugom poglavlju promatraju se problemi singularne smetnje

kada se perturbira domena isvojstveni problemi transmisije.Fun
damentalna je tu Stummelova ideja o ulaganju SnbolJevlJev1h pro
stora o (G ) u Kartezijev produkt prostora L2(R1) tj. prostor

Lm’2 za slucaj perturbacije domena i metod Brezisa za slulaj
transmisionih problema.
1. STUMMELOVA TEORIJA I SINGULARNE PERTURBACIJE

1.1. Stummelova teorija

Uvodimo najprije vaZan pojam tzv. diskretne konvergencije (po
Stummelu [2] do [7]). Neka je E realan ili kompleksan Hilber-

tov prostor sa skalarnim produktom ( te El’ 1=051:5254+

)E
niz potprostora od sa skalarnim produktom ( ,)E takvih da

oy . . 1
odgovarajule norme zadovoljavaju:

UU UE =~ nullEo’ ueEO; ﬂuﬂEéuuuHEl, ueEl, 1eN za neku konstantu

U uiO.
Definicija 1.1.1. KaZemo da niz uleE diskretno konvergira k
u,s uosEo ako up U, u E i ako ﬂuluE +nuouE. Diskretnu konver-
genciju oznalavamo s u,»u_ ili s-lim u, = u .

1 o 1 o

Diskrethu konvergenciju opisujemo preko familije  restrikecij-

skih operatora. To su operatori R, e B(E,El) sa svojstvom:

1

(u,v)E = (u,Rlv)El, ueEl,veE, 1=0,1,2,...
Pretpostavljamo da vrijedi slijedela pretpostavka:

R1 3 Ro koju oznacavamo sa (R). Lako se odatle vidi da Rlv Z
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Rov i da je zahtjev diskretne konvergencije u *uo ekvivalen-

i
tan sa fju; - Rluo”El-’lo kada 1+,

1€E1 slabo diskretno konver-

gira k uosEo, tis U=y ako ul-E'uo i ako je ﬂullEl omeden

niz. PiSemo joS i w-lim u

Definicija 1.1.2. KaZemo da niz u
1= 9,

U praksi je uvjet (P) teSko provjerljiv. Zato Cemo se posluZi-

ti slijedeéim teoremom:

Teorem 1.1.3. Slijedeé¢i uvjeti su nuZni i dovoljni da bi bio
ispunjen uvjet (R):
(R1) Postoji gust potprostor DOE E0 i za svaki ‘P&:D0 postoji

niz Y €E. sa svojstvom Y ->¥Y(kada 1+x).

151

(R2) Za svaki slabo diskretno konvergentan podniz Wis W W

1

(kada 1+») takav da je w za sve leN vrijedi weEo.

ey
(R3) 1lim URlvﬂE éﬂRole za svako veE.

1o 1
Dokaz se moZe naé¢i u F. Stummel [2], teorem 20.
Pojam jake i slabe diskretne konvergencije lako se prenosi
na familiju funkcionala.Uzmimo da imamo niz omedenih linearnih
funkcionala lneE;, n=0,1,2 ... i omedeni linearni funkcional
1eE'. Po Rieszovu teoremu postoje jedinstveni elementi vleEl
i veE takvi da ln(¢) = (¢,vn)E 5 ¢eEn, n=0,1,25¢¢s3 1(¢)=(¢,V)E,

n

¢€E.

Definicija 1.1.3. Niz funkcionala 1neE; , neN diskretno konver-

gira k funkcionalu 1 eE' ako v—=v_ (kada n+=).
o o n o

Definicija 1.1.4. Niz funkcionala 1n€E£’ neN slabo diskretno

konvergira k funkcionalu ler; ako V=Y (kada n»).
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Analogno se ovi pojmovi definiraju i za niz seskvilinearnih

formi.

Definicija 1.1.5. Niz seskvilinearnih formi al na E 1=0,1,2...

l,
zovemo stabilnim ako postoji konstanta >0 takva da je
lal(¢,W)|§a-llwﬂEiﬂTHEl ¢im su ¢,¥eE;, leN U{0}.

Definicija 1.1.6. Niz seskvilinearnih formi a; na El zove se in-

verzno stabilnim ako postoji konstanta ao;O takva da je

o W¥ll, £ sup | a (W:¢)l Nl » B 1 = 1,2,3,...
o El 0¢W€El 1 El 1

Vazni su joS$ pojmovi konzistentnosti i konvergencije.

Definicija 1.1.7. Niz neprekidnih seskvilinearnih formi a

1
na El’ 1=0,1,2,... zove se konzistentnim u tocki uoe Eo ako
dont K o ; RN - DR oy _
postoji niz ulgEl sa svojstvom s-1lim uu i 1lim al(.,ul)

= ao(., uo).

Definicija 1.1.8. Niz neprekidnih seskvilinearnih formi a; na
El’ 1=0,1,2... zovemo konzistentnim ako postoji gust podskup
Dac Eo i za svaki ¢eDa niz ¢leEl sa svojstvom ¢l+¢u_s—11m
al(.,¢1) = ao(.,¢).

Definicija 1.1.9. Niz omedenih seskvilinearnih formi a, na E

1 1
zove se konvergentnim u tolki uo€EO ako postoji barem jedan niz

o o
. . = 0 : S &
uy El takav da je s-lim uy u i ako za svaki niz uy El takav

o TET Y #
da u;> ug vrijedi s-lim al(.,ul) ao(.,uo).

Definicija 1.1.10. Niz omedenih seskvilinearnih formi a, na E1

zovemo konvergentnim ako je on konvergentan u svakoj tocki UOSEO.

Teorem 1.1.11. Stabilnost i konzistentnost niza al seskvilinear-

nih formi na El nuzni su i dovoljni za konvergenciju a

(Dokaz F.Stummel [3] 1.2.(6)).

_)
a
1 5o
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Uvodimo jod neke pojmove koji poopéuju pojam kompaktnosti. Njih

éemo definirati za operatore.

Definicija 1.1.12. Niz operatora K eB(El) zovemo diskretno

i}
kompaktnim ako za svaki niz u

1’ uleEl, Uu1UE£SC postoji podniz
1.eN i element weE sa svojstvom K u,> w.
1 o l1 ll

Definicija 1.1.13. Niz operatora K eB(El) 1leN zovemo slabo dis

1
kretno kompaktnim ako za svaki slabo diskretno konvergentan

nulniz ulsEl, uléhO vrijedi Kl uy > 0.

Definicija 1.1.14. Niz omedenih seskvilinearnih formi kl na E1

zovemo slabo kolektivno kompaktnim ako je k, kompaktna za svako

1

1, 1=0,1,2,... i ako za svaki niz v,eE 1eN takav da je w-lim

la=l?
=0 vrijedi lim k, (v )Ei = 0.
1> *

Definicija 1.1.15. Niz omedenih seskvilinearnih formi b1 adiun-

1=0,1,2,...

Y1 1V

giranih formama bl’ tj. niz pridruZenih operatora Bl’

zove se slabo diskretno kompaktnim ako za svaki slabo diskretno

%
w1+0.

~0(l+») vrijedi Bl

konvergentni nulniz w.eE., w

L5 1

Definicija 1.1.16. Omedenaseskvilinearna forma a, na E., 1leN

1 1.
zove se jako elipticlkom ako postoji pozitivna konstanta Y1 1
kompaktna striktno pozitivna seskvilinearna forma kl

na E1 sa svojstvom:

2
YlﬂtbllEléRe a;(¢,9) + Kk, (4,¢), ¢eE;

Definicija 1.1.17. Niz omedenih seskvilinearnih formi a; na
El’ 1=0,1,2,... zove se uniformno jako koercitivnim ako po-
stoji pozitivna konstanta y i slabo kolektivno kompaktan niz

seskvilinearnih formi kl na El takvih da vrijedi:

2
walgRe al(q; ) + R, Ky (d50)3 ¢eEj, 1 =0,1,2,...
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Teorem 1.1.18. Svaki diskretno kompaktan niz operatora KlEB(El)

i svaki slabo diskretno kompaktan niz operatora K EB(El) je sta

bilan. (Stummel [3] 3.1 (2) ).

1

& E za 1=0,1,2,...
za. 1=041,2. ..

Promotrimo jos jedan poseban slucaj, tj. El

pri Cemu su E. i E Hilbertovi i ( , )E = (s )

1
Restrikcijski operatori R

E

1 su onda ortogonalne projekcije u E

na El’ a biljezit ¢emo ih sa Pl'

Definicija 1.1.19. KaZemo da niz E_ & E konvergira ka Eoc EAi

1
pisSemo lim El = EO vrijedi s-1im inf E

i w=1im inf El = w-1lim sup E

= s-1im sup E, = Eo

1 1

o Eo (konvergencije su u E).

Slijedele tvrdnje su olite:

1) P.»>P ako i samo ako lim E, = E
1 "o 1 o

2) 1lim E, = Eo ako i samo ako Eoc s-1lim inf E. i w-lim sup

1 1
EIC- EO.
Definicija 1.1.20. Par omedenih seskvilinearnih formi a; i bl
na E, zove se jako definitnim ako vrijedi [Re a; (¢,0)] +]Re bl)

(¢,4)120 &im je ¢eE, , ¢# O.

1.2. Svojstveni problem

Sada nas zanima $to moZemo reli o ponaSanju svojstvenih vri-

jednosti A svojstvenog problema:

1
a1(¢,wl) = Xl.b1(¢,wl), ¢€E1, 1 =0;1;2,s:5

Pri tome su a, i b, omedene hermitske seskviilnearne forme na

1 1
El’ a E 1=0,1,2,... kompleksni Hilbertovi prostori takvi da

1’
vrijede slijedee pretpostavke:
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(A) Prostor EO je separabilan, a prostori E, El’ 1=0,1,2,... su
kompleksni Hilbertovi takvi da vrijedi pretpostavka (R): Rl ERO
(kada 1-«)

(B) Nizovi omedenih seskvilinearnih formi a, i b, na E 1=05152 e %

1 i 1’
su konzistentni (definicija 1.1.8).

(C) Seskvilinearna forma b1 je kompaktna za svako 1, 1=0,1,2,...

. &
a niz b],

LA =43).
(D) Par as bl je jako definititivan na E

(E) Niz a, na El’

skladu s definicijom 1.1.17).

1=1,2,3,... je slabo diskretno kompaktan (definicija

1 za svako 1,1=0,1,2....

1=0,1,2,... je uniformno jako koercitivan (u

i

Ako su A, i B, operatori asocirani uz seskvilinearne forme a;

1 1

bl’ tada definiramo rezolventni skup od A, i spektar od A, s

1 1

obzirom na Bl:

-1
Glavni rezultat dan je slijedelim teoremom (Stummel [2],3, (14))

Teorem 1.2.1. Neka su ispunjene pretpostavke (A) do (E). Neka je

Ao svojstvena vrijednost od a, s obzirom na b0 s algebarskom

kratnoséu m i neka je wélz w(i),...,wém) baza odgovarajuleg svoj

stvenog potprostora. Neka je U proizvoljna kompaktna okolina od

Ao uC i Z(ao, boxf\U = {AO}. Tada za skoro sve 1, 1=1,2,... po-

stoji tolno m svojstvenih vrijednosti A(i),...,A(T) brojenih do
na njihove algebarske kratnosti i linearno nezavisni vektori
w(l) w(z) W(m) u sumi algebarskih potprostora od A(l),...,x(m)

1’ 12w 250y

sa svojstvom I(a,,b.)NU = {)
11

W(k)

1

1 1
(1) (m) . (k) .
1,...,A 1 }s time da A l*ko i

> w(s)(kada 1>©) za k = 1,2,... m.
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U praksi je teSko provjeriti uvjet (C). Evo jednog dovoljnog
uvjeta:

Propozicija 1.2.2. Neka je b, na E 1=0,1,2,... konzistentan

1 i
niz omedenih seskvilinearnih formi i neka je k na E kompaktna
striktno pozitivna seskvilinearna forma. Tada je niz adjungi-

*
ranih formi b 1=1,2,3... slabo diskretno kompaktan onda i

1’
samo onda ako za svako €20 postoje pozitivni brojevi n(e) i

v(e) takvi da je:
lbl(¢,¢)lseu¢a§l +ne) k(6,9)  ¢eE, 12 v(e).
Dokaz se moZe naéi u Stummel [2]1, 3 (18).

Dodajmo jo$ i to da se za svaki slucaj da su a; i bl hermitske

seskvilinearne forme na E 1=0,1,2... za koje vrijede pretpo-

l’
stavke (A) do (E) dobiva iz teorema 1.2.1. konvergencija ure-
denih nizova svojstvenih vrijednosti, tj. A(T)*A(S) kada 1-+w,

k= 0,1,2,.0.,-1,~2...

Ova se teorija moZe primijeniti na slucaj singularnih perturba-
cija kako obiénih tako i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Razmotrimo npr. svojstveni problem za jednadzbu:
eQu + Pu = A(g) . u

pri Cemu su Q i P hermitski diferencijalni operatori definira-

ni na zatvorenom intervalu asxs<b:

m k k m k k
1 d d
Qu = I Q—E (qk(x) . Q_%); Pu= % —Ef(Pk(X) ——%)
k=0 dx dx k=0dx " dx

pk(x) i qk(x) su glétke realne funkcije na a,b takve da vaZe

uvjeti elipticnosti: (—l)m pm(x)zO, (-1) L qa. (x)20 za asxsb.
1
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Rubni uvjeti su Dirichletovi:

Py = ®wy =0 . k= 0,1,2,..., m-1

Da primijenimo Stummelovu teoriju gledajmo forme asocirane uz

operatore P i Q:

o k b dku dkv m
p(u,v) = = (=17 [ p (x) — . = dx; u,veH (a,b)
k=0 dx dx
m b k k
GO = B (=IO F el B g 4 er®™s B
a 'k k k o
k=0 dx dx

Uvjeti elipticénosti osiguravaju koercitivnost formi p i q:
p(u,u)zC llull2 A ueH™ (a,b)
m o
q(u,u)zC, | unz 3 ueHml (a,b)
1 my o
Perturbirani svojstveni problem tada glasi:

eq(u,v) + p(u,v) = A(e) . (u,v)O za sve u,veHm% (a,b)

Uzmimo sada niz pozitivnih brojeva e, takvih da €l+0 kada 1+«

i
i definirajmo:

al(u,v) = elq(u,v) + p(u,v), 1leN

qo(u,V) p(u,v)

bl(u,v) = (uév)o 1

E=E =H" (a,b), E
(o] (o]

05152555
Hzl(a,b) , leN

1

2 2 2
fellp = UullEo = p(u,u); ﬂullEl = £,q(u,u) + p(u,u)
Lako se provjeri da su ovdje ispunjene pretpostavke (A) do (E)

pa se time dobije konvergencija uredenih nizova svojstvenih
vrijednosti An(s) An, An je tu n-ta po redu svojstvena vrije-

dnost nultog problema:
, 287
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Pu= Au
n

e ) = By =0 PRTE R B P

Stummelova teorija moZe se primijeniti i za sludaj parcijal-
nih diferencijalnih jednadZbi. Neka je @ glatka omedena dome-
na u R" i neka je dana forma:

n
b(v,w) = I fbi.(x) D.v Diw dx +/ b (x) v w dx
i,j=1 @ J o °

1 v il : .
na V0 = HO () s time da Di znali deriviranje po X5 t].

9 < :
Di = 5’ bon glatka na R kao i bij' JoS pretpostavljamo da
je matrica [bi'] pozitivno definitivna i simetri&na na Q.

. . n -t . A
Time smo 051guraT§ koercitivnost forme b, tj. postojanje kon-

stante k20 takve da vrijedi b(v,v);klvé g7 sve veHi(Q). Ope-

rator B asociran s formom b u L"(Q) je: Bv =— £ D,(b,.D.v)+b v
1, =1 i 7133 o
a neperturbirani svojstveni problemi Bu = Au u Q, Usg = 0 il
varijacijski b(u,v) = A(u,v); u,veHi(Q). Za perturbirajucu
formu uzet éemo: a(v,w) = % S aaB(x) DB v D w dx na
[a],BE2 Q
2 o 3% w -
vV = Ho (Q) gdje je Dw = _—_EI____E » 8,0 = ag.d to je glatko
n
90X, e s 00X
1 n

za sve multiindekse i)B;IGI”Bl £ 2. Asocirani diferencijalni

. o) ~a 8
operator uz formu a je: Av = I -1 D a D"v). Pret
P j af) s 2 (-1) (a,,0"v) t

postavimo 1i koercitivnost gorme a, tj. postojanje konstan-
te C20 takve da vrijedi a(v,v)2C [v]g . 22 sve veHi(Q), tada
b

perturbirani svojstveni problem glasi:

A u=(eA+Bu =Au u
& g € S
BUE
b s Ml
. Q
288 & 8
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ili u varijacionom obliku: e.a(u ,v) + b(u _,f) = A (u_,f)
2 € € € € 0,Q

za sve veHO (). Neka je sada € niz pozitivnih brojeva ta-

kvih da €1+O kada 1+w., U skladu sa Stummelovom teorijom sta-

vimo: al(u,v) = ela(u,v) + b(u,v), 1leN

ao(u,v) = b(u,v); bl(u,v) = (u,v)o’Q 1leN

| g4 B
E=E =H(2) ;E =H (2

1
luuz = Jluj 2 & b(u u)'ﬂ(Luz = eg.a(u,u) + b(u,u); 1leN

E E A E 1 . il
Uvjeti (4) s (E) lako se provjere (mpr.uvjet (C) uz pomoé pro-
pozicije 1.2.2.) pa po teoremu 1.2.1. lako zakljulimo na kon-
vergenciju uredenog niza svojstvenih vrijednosti perturbiranog
problema prema uredenom nizu svojstvenih vrijednosti nepertur-

biranog problema (kada e+0).

Stummelova teorija ne daje asimptotiku za svojstvene vrijedno-
sti. Evo nekih Greeenleejevih rezultata dobivenih u radovima
[9]1, [10], [11]. Tehnika kojom su ti rezultati dobiveni bazira

se na upotrebi Rayleighevog kvocijenta. IzloZimo je.

Uzmimo na Casak da radimo u nekom Hilbertovom prostoru H sa
skalarnim produktom (. , .). Na zatvorenom potprostoru VJ=

H definirana je neprekidna hermitska bilinearna forma b(v,w).
Vo je po pretpostavci gust, a b H-koercitivna. V0 je normiran
S normom ]v]o = vb(v,v). Nadalje, neka je a(v,w) nepreki-
dna hermitska bilinearna forma definirana na zatvorenom pot-
prostoru4V koji je gust u Vo. Pretpostavljamo da je forma a

nenegativna i zatvorena u D(b). Prostor V normiramo s normom

lVlv = Ya(v,v) + b(v,v).

Uz te forme veZemo operatore B,Jt o Ae ovako:
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(Bv, w) = b(v,w) , veD(B), BveH, weV
b(o%v,w) = a(v,w) , VED(J%), uﬁveVo, weV
(Aev, w) = ea(v,w) + b(v,w), veD (Ae)’ AéVeH, weV

Bez smanjenja oplenitosti moZemo pretpostaviti da su spektri
od B,-ﬁri Ae diskretni (u slufaju da su V, V0 i H Soboljevlje-
vi prostori, to osigurava standardna elipticCka teorija (vidi
S.Agmon [8])). Uzmimo sada da je A izolirana prosta stabilna

svojstvena vrijednost od B, sa svojstvenim vektorom u.

Definicija 1.2.3. Izolirana svojstvena vrijednost A od B ko-
nacne algebarske kratnosti p, p2l zove se stabilnom ako se za
e dovoljno maleno presjek proizvoljne izolirajule okoline od
A 1 spektra od Ae sastoji od tolno p svojstvenih vrijednosti
brojenih do na njihovu algebarsku kratnost. Kljulni teorem je

ovdje (Greenlee W.M. [11] teorem 2.2.):

Teorem 1.2.4. Neka je A izolirana, prosta, stabilna, svojstve-
na vrijednost od B. Nadalje, neka postoji funkcija k: (O,eo]+
+(0,») takva da k(e)+0 kada e»0 i ueH, u # O takav da

A;1 &= s ke a) i elklc)) u H

Ako JeA. prosta svojstvena vr13ednost od A takva da A +A,
tada vr13ed1 Ae (.Aelu, )-1 k Ce) i (Su u) + o(k (e))

S je pri tom omedeni hermitski operator u H definiran ovako:
Su=0, S =B (B -A)-l na ortogonalnom komplementu od u.
Posljedica 1.2.5. Uz pretpostavke teorema 1.2.4. vrijedi asim-

ptotika A= M k(e). . (d,u) + O(kz(e))

Postoji i analogna verzija gornjeg teorema za slulaj viSestru-
kih svojstvenih vrijednosti (vidi Greenlee W.M. [11], teorem

i Y o
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Neka je sada & glatka, omedena domena u R". Gledamo dvije for-

me: a(v,w) = T f a . (x) D vDW dgk na V = HZ(Q) i
loigls .0 °P ©

b(v,w) = Z S b .(x) D,v D.w dx + /b (x) vw dx na

Vo = Hl(Q). Jos pretpostavljamo bO;O, b0 kao i bij glatke na

R", matrica [bljjn < Pozitivno definitna 1 simetriéna na Q,
aaB = aBa’ i to je glatko za sve multiindekse a,B, o[22, |B|= 2.

Neka je X prosta svojstvena vrijednost od B, a u pridruZeni

svojstveni vektor takav da je fjulj = 1. Lako se provjeri da

0,8 ,
je A stabilna svojstvena vrijednost (Greenlee W.M. [9], teo-

rem 2.1.). Nadalje, neka je Ae jedinstvena svojstvena vrijed-

nost od Ae takva da K€+A . Nadimo asimptotiku rjesdenja w€=A;

u da bismo mogli primijeniti teorem 1.2.4. Problem je dakle

- o T e 2
ovaj: AeWs = u, weeD(AE) =H (Q)f\HO(Q).

W, se loSe ponasSaju u okolici ruba, 3to se popravlja korekto-
rima.dQ pokrijemo konalnim brojem otvorenih podskupova Ui’
i=1 2,...,m i u svakom od njih uvedu se glatke lokalne koor-
dinate (t, ¢ ), j=1 2,...,n—1; i=1,2,...,m pri Cemu je t =

o/Ve, p= dlSt (x, BQ), api ¢ su izabrani tako da vrijedi

IVo(x,)| = 1,Yp. v¢ ¢; Vo =0 za j # k. Sa &, 1=1,2,...,m

m

% gl = 1 oznalit éemo C¥-particiju jedinice podredenu pokri-
1=1
vadu {Ul}, 1=1,2,...,m. U varijablama (t, ¢i) operator Ae

glasi (nakon razvoja koeficijenata od A u red potencija po

. ey ~20,1 1, 8% 1, 9 -2 3% r/l
= /e):u (a3(0,94;) — — 3,000 —) +u T o v M (2)
; ot ot
pri Cemu je:
ai(O, ¢311) " L. & px') (n(x"))**® - a, (x")
laf,B]=2

ag(0,4) = Bx") by, ) Rex")

ao(x')
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pri Cemu je x'=(0,¢i)589, anx") vanjska normala na 9 u tol-
ki x' €0Q Uz pomoé tzv. matching techniques na rubne uvjete
(vidi W.Eckhaus [12]) dolazi se do Ansatza:

m

v (0)~I wlv () + L)@

ujv%(ts ¢:]i..), 1=1,2,...,m (3)
320 1=1 j J

z
20
Pri tom su wj ¢lanovi vanjskog razvoja, a v; ¢lanovi nutarnjeg
razvoja, tj.funkcije tipa rubnog sloja (u biti funkcije s no-

saCem u okolici ruba - korektori). Primijenimo 1li operator

€eA + B na (3) i to u obliku (2) na funkcije tipa rubnog sloja,
a u standardnom obliku na ¢lanove vanjskog razvoja, te izjed-
nacimo koeficijente uz iste potencije od p s nulom, dobijemo

nakon kraleg racuna:

/

we = A u + uwl

(w_ow) = (w) + uGww) + u2wy,u) + 0 )

+ 00> w1

Znali, imamo ispunjene pretpostavke teorema 1.2.4. sa k(eg) =
1/2 . i~ . v 3 3 b4 ¥ 4
€ =puiu-= —Awl pd izradunamo 1li joS uz pomol Greeenove

formule prvi korekcijski ¢lan (wl,u), dobijemo:

1/2 1/2
Mg o lla, «.a) =
50 1 o l

A =

du 2
. Bn‘ ds + 0(e)

2. PERTURBACIJA DOMENA U ELIPTICKIM RUBNIM PROBLEMIMA

I PROBLEMI TRANSMISIJE

2.1. Perturbacija domena u eliptilkim rubnim problemima

Pogledajmo Sto daje Stummelova teorija za slulaj svojstvenog

problema tipa A u = A B u u domeni G , pri Cemu se G_u iz-
€ € € h E € €

vjesnom smislu "steZe" na domenu Go' Kljufna ideja je da se

Soboljevljeve prostore Hm(Gl), 1leN uloZi izometricki u Karte-
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zijev produkt prostora Lz(Rn). To je korisno stoga Sto opleni-
to nije jasno kako prostor Hm(Gl) proSiriti do prostora Hm(G),

GoG,, 1leN U {0} (prodirenje nulom tu sigurno nije dobro jer

l’
derivacija na rubu podrulja moZe doZivjeti skok).

Definicija 2.1.1. Pod Lm’2 podrazumijevat ¢emo Kartezijev pro-

dukt prostora LZ(Rn), i to od onoliko &lanova koliko ima mul-

Py = oo <

tiindeksa o (61, 02,...,0n) r;d; lo} 0, + Oyt...H0 S m,

oigNEU {0} zai=1,2,...,0n. L° je Hilbertov prostor sa ska
; & % i =)

larnim produktom (u,v)m o= fn u (x) v9(x)dx ako su

R
u = (uc)lolﬁm’ v = (VO) iz Lm,2. Normu prostora Lm’2 pi-

Semo || ﬂm.

lol =m

Definicija 2.1.2. Neka je G izmjeriv skup u R". Tada definira-

mo ngz (G) = {ueLm’2 :u=0s.s. u R\G}.

Definicija 2.1.3. Sa JZ oznalit Cemo prirodno ulaganje prosto-
ra Hm(G) u Lm’2 : (Jg u) (x) =((Dcu)(x))|0|<m za xeG i
(Jg w)x) = 0, xeRn\G. Jg preslikava prostor Hm(G) izomorfno i

2

! P m m
izometrilki na zatvoren potprostor H (G) od L °".

J
Neka je sada m=1 i neka su na prostoru Ll’2 zadane dvije seskvi

linearne forme:

a(u,v) = I u v
k=1 R

gdje su u, veLl’z; u= (% u

=}
FU:,

1 1

n, . o n
seoesU ) 1V =(V , VigeeesV )

Teorem 2.1.4. Neka je Eo’ El"" niz zatvorenih potprostora od
Ll’2 takav da je lim E, = Eo i da je niz b' s 120,%,2..,
slabo kolektivno kompaktan. Tada su nizovi 1 3 i Qh sta-
st : : . w1 i . | | B
bilni i konzistentni u svakoj tocki uero. Niz 3, Jje uni-
formno jako koercitivan. Za svako 1, 1=0,1,2,... %ar seskvili-

nearnih formi i by, je jako definitan.
aﬁl |E1 293



Lonlar P. Singularne perturbacije Zbornik radova(1985/86),9-10

Dokaz: F. Stummel [61; 2.1. (6)

Promotrimo sada familiju svojstvenih problema:
) 0,0 ¢

~Vw 1

(1)
na dG '

1
(k) 1 -
1 € Ho(Gl) za l=0,1,2,..

vena vrijednost gornjeg problema. Niz G=Go, G

w(§)= 0

(k)

pri Cemu je w A 1 k-ta svojst-
1 GZ"" je ﬁo
pretpostavci uniformno omeden niz otvorenih podskupova u R ko-

ji imaju ova svojstva:

(GO) Za svaki kompakt K, K&G vrijedi lim éapl(K\Gl) =0

(Gl) 1im mes (Gl\G) = 0 (Lebesgueova mjera)

(G2) Skup S = lim sup (BG/\Gl) ima svojstvo segmenta, tj. G
posjeduje lokalno konalan otvoren pokrival {Oi’ iel} i vektore
{yi, iel} takve da za sve t, 0<t<l vrijedi x + tyieG za svako

xeGNO,-.
i

Definicija 2.1.5. Pod zatvorenim limesom superiorom nekog niza

PR
c =
S1 R*, 1lim sup S1

koje imaju svojstvo da za svaku njihovu otvorenu okolinu U, skup

% . - < n
podrazumijevamo skup svih tocaka x iz R

Uf\G1 je neprazan za beskonacno mnogo leN.

Varijacijska formulacija problema (I) glasi:

IV¢1 (k) A(T) i) ¢1 (k)dx, 1=0,1,2...; ¢19H1(G )
G G,
1 1 k)..1
s vl )

Stavimo 1i E1 = JHi (Gl)’ 1=0,1,2..., tada varijacijska formu-
lacija problema (I) glasi:

( (k) (k) (k) .
aIlz(“’l"" 3"‘1 bildys ¥°1")s¢ jeBys W " eE) 1
(T) W(T), 1=20,1,2,... . Stummel je u radu [6J] 2.2.

* Definiciju kapaciteta vidi u Stummelovu radu [61, str. 125.
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(5) pokazao ovakvu propoziciju:

Propozicija 2.1.6. Neka je G = Go’G G2,... uniformno omeden

1,
niz otvorenih podskupva u R" koji zadovoljavaju uvjete (GO),

(Gl), (G2). Tada je 1lim Hﬁ(Gl) =JH§(G) za sve m, meN i niz

leHm (Gl) je slabo %Bfeitivno kompaktan.

Primijenimo 1i sada teorem 2.1.4., to ivdimo da su ispunjene
sve pretpostavke (A) do (E) iz paragrafa 1.2 pa iz teorema
1.2.1. zakljucCujemo na konvergenciju svojstvenih vrijednosti

i svojstvenih vektora problema (I) kada l-we na svojstvene vri-
jednosti i svojstvene vektore problema (I) za 1=0, tj.

8

A(igk(g), 1+, k=1,2,3,...; w(§)+w(§) kada 1+, k=1,2,...

2.2. Problemi transmisije

Promatramo neke primjere transmisijskih svojstvenih problema,
i to konkretno krutih eliptilko-eliptilkih i krutih elipticlko-

eliptickih s rubnim slojem.
Opéa shema (vidi [13] i [141).

Uzmimo da su V, W i H realni, separabilni Hilbertovi prostori
takvi da je VeWe=H s gustim i kompaktnim ulaganjima. Norme
tih prostora oznalujemo respektivno sa | lv»llﬂwsﬂ ']H . NaV
odnosno W zadane su dvije neprekidne seskvilinearne forme

a(u,v), tj. b(u,v) takve da vrijedi:

a(u,u) + . "Ullé 20, "ulli, A2 0,0>0 za svako ueV;

b(u,u)=0 za svako ueW

Neka je W5 zatvoren potprostor od W définiran sa:

Wo = {ueW : b(u,v) = 0 za svako veW}
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a Wl ortogonalni komplement od Wo u W. Neka je W kvocijentni

prostor W / WO snabdjeven s uobilajenom normom kvocijentnog

prostora. Sa W_ i WH oznaCavamo zatvaraCe od W i W, u H, pret-
- 1. _H - g © 1

postavljamo H = Wg + Wl. Neka je H=H / Wo s uobifajenom nor-

mom kvocijentnog prostora. To je Hilbertov prostor s obzirom na

skalarni produkt (E,;)~= (u—u;, v—v;) gdje su e

. .0 :
g 1vy projekci

je od u, tj. v na Wo.

Pretpostavljamo da forma b zadovoljava:
b(u,u) + Hu’l 528 Uuué, B>0, za svako uteW

pri Cemu je u’ projekcija od u na WO.

Nadalje, na H neka su zadane dvije simetriéne, neprekidne ses-
kvilinearne forme ¢ i d takve da je d pozitivna i da vrijedi:
2 0,2 2 g
_ d(u,u) + HuH_IH}sﬂuuH za sve u€H, Yy26> 0. Jos
pretpostavljamo da postoji a(e)>0 takvo da vrijedi:

ec(u,u) + d(u,u)za(EXulﬁ za sve ucH.

c(u,u)2y llul

Sa A i B oznaCavamo operatore asocirane s formama a(u,v) i
b(u,v) po drugom teoremu o reprezentaciji na domenama:

D(A) = {veH : AveH}; D(B) = {veH : BveH}

Neka je zadan QIEH. Sa 51 oznacvamo klasu od 51 u H. Promatraj-

mo sada ovakve probleme (T zadano, T>0):

Problem I : Naéi ueeLw(O,T;V) takvo da je uéeLw(O,T;H) i da

vrijedi:

ec(ué'(t),v)+d(u;'(t),v)+ea(u€(t),v)+b(u€(t),v) = 0 za svako veV.
= ' =

Ue(ﬁ) 0, u; (0) 3.

Problem IO: Naéi klasu GeLm(O,T;ﬁ) takvu da je G'eLm(O,T;ﬁ) i da

vrijedi:
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d@@'' (t),v) + b(u(t),v) = 0 za svako veW

u(0) =0, u' (0) = 61

Propozicija 2.2.1. Ako je u_ rjeSenje problema Ie’ au rjeSenje

problema IO, onda vrijedi:

~ ~ [+ ] ~
uu u L (0,T;W) * - slabo

G;+G' u L7(0,T;H) * - slabo.

Neka je sada AE linearni operator (oplenito neogranifen) na H
asociran s formom ea(u,v) + b(u,v) kada je H snabdjeven s nor-
mom induciranom skalarnim produktom (u,v)H€ = ec(u,v) + d(u,v),
a A linearni operator (oplenito neogranien) asociran s formom
b(a,;) na ﬁ kada je ﬁ snabdjeven s normom induciranom skalar-

nim produktom (G,;)ﬁ = d(u - u;, v—v;).

Neka je ﬁe kvocijentni prostor He/ ﬁg s uobilajenom normom kvo-
cijentnog prostora. Sa E(X,AE) (£ E(A,KO) ) oznafavamo dekom-
poziciju jedinice hermitskog operatora Ae(tj. Ao) na Hilberto-
vom prostoru H (odnosno H). Sa <0,x> oznalit {emo prostor br-
zo opadajuéih funkcija <0,*>, a sa ' <0,*> njegov dual - pro-
stor temperiranih distribucija (podrobnije o tim prostorima vi-

di u knjizi [15]).

Teorem 2.2.2. Ako Ae i A0 imaju kompaktnu rezolventu, tada u
svakoj okolini svojstvene vrijednosti od Ko (kazimo li) pos-
toji barem jedna svojstvena vrijednost od Ae’ kazimo Ai za €

dovoljno maleno.

Skica dokaza: Po propoziciji 2.2.1. (s time da se u problemu

IE uzme ¢, =9) imamo Gé*ﬁ' u Lw(O,T;ﬁ) *-slabo. Znadli:

1
(u;, v)ﬁ+(u', V)ﬁ *-glabo u L*(0,T), pa i u topologiji tempe-

riranih 3istribucija t' <0,T> jer je ona slabija od *-slabe
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topologije. No Fourierova transformacija je neprekidna u to-

pologiji temperiranih distribucija pa zato:

?‘(G (t),x7)" "ﬁﬁ'(t), x~7)"' u g' <0,*> za sve ;&?ﬁ
€ A Hy 1
No, kako je ;é(t) = cos (A2 t)0® i ;'(t) = cos (Kg t)®, to iz
€ ‘

svojstva Fourierove transformacije lako slijedi:
1
2 v

€

~' ~ - - d_
Falw, G =7 G

Zbog kompaktnosti ulaganjaV u W, odnosno W u H vrijedi:

B D= DGl G D 56 2 o

?ue(t), V) z (<1>,wJ€)H (wJe, Vg 8(d = o)
e Jj=1 € €

=y R I (AL I SRR
Firo), g B g @) g s -a)
pri Cemu je:

]

e \’AJ’ ag \AJ ; sa wJ oznadili smo svojstveni vektor
od A kOJl odgovara svojstvenoj vrijednosti AJ, a sa wg svoj-

stven1 vektor od A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti AJ

Odatle:
(3, w)

€

S(A —oc‘]e) SR——
1 € €

=3}
™
==}

I ™8

J T ST " >
L (o WDy (W, V=8 -a))
3=l

u ' <0, za svako veH.

Primijenimo 1i lijevu i desnu stranu na test funkciju iz
<0, <> koja ima nosa¢ u okolini od Ag, a drugdje je nula, to

odmah izlazi tvrdnja teorema.
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Primjer 2.2.3. Neka su Qo, le;Rn otvoreni omedeni skupovi kako

je prikazano na slici:

r n Qo\“lnl =Q, ro = 390
(-4
. 00, =T ST,
Y
114 3 - smjer vanjske normale na BQO-

Pretpostavimo da Q, Qo i Q. imaju svojstvo segmenta. Razmotrimo

1
ovaj transmisijski problem:

- Aui%; = Xeuzéz u Ql
(Pe)  —ehute” = Agute” uf (1) 3, ()
(1) u u
u 0 na

]
0 _ (1) € €
€ I‘1’ Ue T 5 =%« na T

Stavimo 1i V=W = Hi(Q) iH= LZ(Q) i izaberemo

a(u , v) = évu . VWdx; bu,v)= éVu . Yy dx
1
0
c(u,v) =0 3 d(u , v) = éu . v dx
imamo Wo = {us;Hi(Q) st Q =0}, dok nulti svojstveni problem
glasi: .
= Oy o eling, Ly
aul,rl =0
(Po) ou
Mo,
av l I

Po teoremu 2.2.2. svaka svojstvena vrijednost problema (Po)
gomiliSte je svojstvenih vrijednosti problema (Pe) (kompaktnost
rezolventi slijedi iz kompaktnosti ulaganja Hi(Q) u LZ(Q) Sto

je zapravo Rellichov teorem).
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Lonlar P.

SUMMARY

In this paper we deal with singular perturbations of eigenvalues
from a few points of view: perturbation of elliptic operator
lower order by elliptic operator higher order (Dirichlet's
problem), perturbations of domains in elliptic boundary value
problems and finally eigenvalue transmission problems.

In the first chapter we study Stummel's theory which can be
well applied to these problems and which ensures convergency
of eigenvalues. We also give estimates for rate of convergence
in singular perturbations which were given by Greenlee. The
first one are based on quadratic interpolation, and the others
on Rayleigh's quotient.

The second chapter is devoted to eigenvalue problem for per-
turbations of domains and for singularly perturbed transmis-
sion problems. We follow Brezis's method which is based on
studying the associated hyperbolic problem. Rate of convergen-
ce is still an open problem.
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