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CUINCVA METODA ZA ODREDJIVANUJE
MINIMAULUNE DISJUNKTIVNE FORME

U radu se obradjuje jedna metoda za odredjivanje minimalnih
disjunktiynih Fformi (DF). Polazi se od kanonske disjunktivne
normalne forme (KDNF} Booleove algebre koja se Quinovem meto-
dom prevedi u minimalnu DP. Autor je najprije objasnio sve
pojmove i teoreme pomodu kojih postavija algoritam za minimi-
zaciju. Nastojaco je da taj postupak prikaZe Sto preglednije 1
dosta je prostora posvetio samom objasnjenju postupka. U pos-
ljednjem primjeru autor je Quinovu metodu povezao s Veitchovom
metodom kako bi pokazan da obje metode daju isti rezultat.

uvyeb

U ovom radu obradit ¢u jednu metodu transformiranja kanonske
disjunktivne normalne forme (KDNF) u minimalnu disjunktivnu
formu (DF).

Zelim odmah napomenuti, kada ovdje govorimo o minimizaciji
KDNF, da neceme nastojati da zadanu formu napiSemo u najkra-
cem obliku (pomodu najmanjeg broja simbola), veé femo je po-
kuSati dati u $to kradem obliku, a da pri tome ona bude napi-
sana u obliku disjunktivne forme. Tako dobivena DF mogla bi
se u nekim siufajevima i dalje skratiti (izlulivanjem na os-
novi zakona distribucije ili upotrebom nekih drugih transfor-
maci ja), U tom slufaju to viSe ne bi bila DF, pa to naknadne
skraCivanje ne ulazi u okvir oyog Clanka,

Poiazime od Bonleove aligebre, tj. od skupa

Lz = {0,1}
na kojem smo definirail tri elementarne operacije:
disjunkcija a + b
konjunkcei ja ab
negaci ja a
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Balog B. Quinova metada Zhornik radova (1984}, 8

U literaturi postoje 1 drugi nalini oznafavanja tih elementar~
nih operaci ja no mi ¢emo se sluZiti ovim nalinom.

]

U Boolevoj algebri postoje jo3 i druge operacije {implikacija,
ckvivalencija i sl!.), no one se sve mogu prikazati pomocu gor-
njib elementarnih operacija pa o njima nedemo dal je govoriti,

Buduci da se svaka Booleova funkcija moZe prikazati u obliku

KDNF, to demo morati neSto detal jnije redi o disjunktivnin
formama te o prijelazu na minimalne disjunktivne forme.

DISJUNKTIVNE FORME

Definicija 1, Zadane su varijable
%

1> %o x3, sre s Xog Lz
€¢ije vrijednosti mogu biti 0 ili 1,
Eiementarna konsu1kc|ja K. je svaka konjunkci ja od proizvol]

-y

nog broja varnjubi; ill njihovib negscija tako da se neka va

rijabla moZe pojaviti najvide jednom: bilo kao varijabla x,
bilo kao njena negacija X..

i
Svaka varijabla i1i njena negacijaz takodjer je elementarna
konjunkci ja.

Primjer: Zadane su varijable: x.gx)mxz,x,,xwkggz;

i i L BN
K] = xixzx5
Kg = xp%p%3%y
K, = X XX, X X Ovo su sve slementarne konjunkcije za gor-—
3 1 2 3 5 5 n‘e 2o i' h]e
K, = X,X,X J& varijasd
b 1%2%3% %5 ,'6
K5 = x3

Napomena: x1x7x2§2§4 nije elementarna konjunkcija jer se
- varijakia pojavijuje dva puta:

i kao njena negaci ja §2'

Buduc¢i da je -
aa xx = 0,

to i gornja konjunkcija ima vrijednost 0.

Definicija 2, Rang elementarne konjunkcije je broj varijabli
« toj konjunkciji.
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Balog B. Quinova metoda Zhornik radova (1984), 8

e elementarna konjunk
c

ja ranga 4 (Cetvr-
ili konjunkc¢ija od ir

er: X ci
Primjer: XZ ZXAXS ci
tog rang et elementa.

U slufaju da je rang konjunkcije nula, tada demo redi da je
konjunkci ja prazna te femo uzeti da ima vrijednost 1.

Definicija 3., Zadare su varijahle

xl,xz,x3, cee X
i elementarne konjunkcije tih varijabli
K, 'KB’ wes 3 Kr;
Booleov izraz obllka
K., ¥ K, + K.+ .0 K
, * 2 3 r
zove se disjunktivna forma (DF).
rimjer: Zadane su varijable x},xz,xa,x&.
fzraz

X%
2%3

) =
F(XI’XZ’XB’XQ’ X,
je disjunktivpa forma zs gornie varijable.

Definicija 4. Zadane su vari jable
X, ‘n, LR X
Kanonska kcananxJa je ona elementarna konjunkcija kod koje
su zastupl jene sve varijable {li njihove negacije, i to sva-
ka varijabla (i1i njena negacija) samo jednom.
Primjer: Zadane su vari jable x],xz,x3,x
Konjunkci je: x3§2§3x4
x2x3x§
1%2%3%4
su kanonske konjunkcei je zagornje vari jable.

Konjunkcija x, 1%o%: ni je kanonska konjunkcija jer ne sadrzi

vari jablu Xp, o .
Napomena: Konjiunkcija x X xth

je kanonska konjunkcija za varijable Xy Xo s Xy Xy s all nije

kanonska konjunxcija za varijaole Xq 3%y s Xgs Xips X s



funovas metods Zbornik radova

Definici ja 5.Kanonska disjunktivna normalna forma (KD
disjunktivna forma kod koje su sve elems
njunkci je ujedno i kanonske konjunkei je,

Frimjer: Zadane su variiable x,y,z.
fzraz: F(x,y,z) = xyz + xyz + xyz

je KDNF, Svaka konjunkci ja u toj formi ujedno ie i kanonska
Konjunkcija.

Napomena: Svaki Booleov izraz moZe se napisati u obiiku KDNF,
0 tome e bitigovora i kasnije,

Za bol je snalaZenje kod kanonskih konjunkcija uvest cemo odre-
djeni redoslijed njihovog pisania.

P - . = Y o . s s
Definirat emo u Boolevcoj algebri funkciju x na slijedeci
nalin:

a

X = 5
X Zao = i

Tako npr, konjunkci ju, x] 3 3X£xh moZemo pisati g obliky

xC
i

xIxix? xlk

2737475

Eksponenti te funkcije x* Eine znamenke jednog hiroja pisanog
v sustavu s bazom 2. Za gornju konjunkci ju bit de:

{omm)

BTQJ 5 je indeks gornje kanOQ¢kﬂ konjunkci je. Na taj nalin
emo pisati:
Kg = xpoxdxpxi= X % %%,
5 Ho¥ 3 @ 5 X%
Primjer: Za varijable XqsXgsXqs Al aXe s Xg kanonska konjunkel ja

K9 bila bi;
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3

IMPLIKATNE BOOLEOVE FUNKC!JE

Definicija 6. Zadane su dv:Je Boo]eove fUnkcnje oy

f(x1’x2’ 37 ;Xn)
g(x],xz,o.. ,X )
istih varijabli. PO :
KaZemo da Booleova funkqua g lmplacnra Booieovu funkciju f

tada kad funkcija f poprimi vrijednost 1 za svaku ureﬁjtnu
n-torku brojeva 0,1

(al,az, v ,an) £ L

2

za koju i funkcija g ima vchednost 1, Simboli&ki pigemo:
g f :

tj. '"funkcija g implicira funkciju f'',

DvuJe funkci jef i g su Jednake tada i samo tada ako su ispu=-

njeni uvjeti:
f <
=Nz f=g¢
g<f

Primjer: Na tabeli su prikazane dvfje funkcije f i g s tri
vari jable, ' USRI .

rf’(x]‘ 2 Xy ,x37 g(x] ,'xz,x3)

x1 X2 x3

0 0 a 0 a
0 0 1 0 1
a 1 0 L. 1
g 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 Q 1
1 1 0 a 0
] 1 1 1 1

Za uredjene trojke (0,1,0), (0,11), (1,1,1) funkcija f ima

vrijednost 1. Za te iste trojke i funkcija g ima vrijednost

1. Buduci da funkcija g ima vrijednost 1 i za neke druge

trojke((d,0,1), (1,01,)), to funkcija f implicira funkciju g,

tj. ’
f £4g.

175



Balog B. Quinova metoda Zbornik radova (1984), 8

U tom sluaju kaZemo da je funkcija f implikanta funkcije g.

Neka funkcija moZe imati viSe implikanti - tada govorimo o
skupu implikanti, :

Primjer: Tabelarno su zadane funkci je f!’fZ’f3’f4 vari jabli

xi,xz,x3.

Xy X, | X3, f1~ FZ f3 fl§
o S (1 S 0 g 1}
0 a 1 a a 0 0
0 1 a 1 1 0 1
0 1 1 a 1 0 1
1 [V a 1 1 S 1
1 0 1 0 a 1 1
i 1 0 1 0 ¥ 1
1 1 1 0 0 08 0

Iz tabelarnog prikaza gornjih funkcija lako uoZimo da je:

f‘ 5-fh
f2 < k
f3 & fa- svs ,
Funkci je f , su |mpl kante funkci je f& i Cine skup impli-

kanti funk ije 2
ka {fi’fZ’f3}
Definicija 7. Zadana je neka funkcija
f(xigng e s ,Xn)
i skup njenih implikanti
= {f o Fo)

Reci éemo da je ta] skup implikanti potpun (potoun sustav
implikanti) ako za svaku uredjenu n-torku brojeva 0 ili 1, tj.

1°* ”, “ee

(ﬂlsﬁzy oo g an) e LZ
za koju funkcija f ima vrijednost 1 postoji barem jedna impli
kanta fi £ Sf koja takodjer poprima vrijednost 1.
U naSem primjeru skubﬂimpiikanti |

£ 0§}

Sf! {f, nt )
je potpun skup tmpf kanrs funkci je f&
176



Balog B, Quincva metoda Zbornik radova (1984),

Medjutim, i skup implikanti {f,,f } takodjer je potpun skup
impiikanti, dok skup {f ,f 1} a?je) potpun.
Naime: FE{!,G,33 = )

£,(1,0,1) = 0

dok Fé(l,ﬁ,l) = 1,

Definicija 8. Za neku konjurkciju K kaZemo da je prosta (je-
dnostavna) implikanta funkcije f tada ako ona

implicira funkciju f te ako svaka druga konjunkci ja koja na-
staje izbacivanjem {brisanjem) jednog ili vi3e slova (vari-
jabli) iz zadane konjunkcije K ne implicira funkciju f.

,X_} prikaZemo u ob-

Napomena: Ako ﬁeku funkci ju $(x],x S
anonska konjunkcija K, iz te
H

ku KDNF, tada svaka k

KDNF je imuu!kanta 2ddane funkci je.

L e . (‘ 2"" \("
Primjer: f\A},xz,x ) K KRgXat X x2 gt XXp%g

3

Ko = X,X,X, je implikanta funkcije f. SliCro je | za druge
“onjunkc?jg.
Zadana je neka funkcija f{xi,x; ,x,/. Neka je konjunkci]
K = X,%.,%,X
172737
njena impiikanta. Ta implikanta ie nrosta (jednostavna) im-
plikanta tada ako konjunkcije
XoXoXp s KyXyX; 5 XgXoXs X
27378 T3 TG 273

koje su nastale izbacivanjem jedne varijable, nisu impli-

kante funkcije f,

Teorem 1, Skup svih prostih implikanti neke funkcije f je
potpun skup impiikanti.

Ovaj teorem necemc dokazivati, vec cemo ga provjeriti kod

mimimi zaci je KDNF,

Radi lakSeg snalaZenja u daljnjem radu uvest cemo neke oz-

e F - oznaka za disjunktivnu formu (DF)
S(F) - broj slova u DF
K(F) - broj konjunkcija u DF,
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Baiog B. Quinova meteda Zbornik radova {1984}, &

Definicija 9. Zadana je neka Booleova funkcija

f(x1,x2, - ,xn)

Za disjunktivnu formu & . kaZemo da je jednostavni ia (prosti-
ja) od disjunktivne forme jT} ako su istovremeno ispunjeni
slijedeéi uvjeti:

S(F) < s(F)
= 2
K(F ) 5_8(57;)
tj. prva ?orma,ﬁza ima manji (i1i jednak) i broj siova i broj
konjunkci ja.

Napomena: Buduci da su J;] E.ﬁzz disjunktivne farme od f, to
ce biti:

X

- f
1 >F =7,
] :

- we -

Primjer: JZ; = X, XoX Xy, + x]x2x3xﬁ + iix2§3x& + Xy Xy XK

+
wod
P
X1
x

£~

X.! Xz‘*iié + KEX?XS’(L}

=
il
P
b
X1
™
w
4

S(F) = 20 5(3-’;} = 10
K(F ) = 5 S(F,) = 3
Buduci da je: 5(57;) < s(jI;}
Kijzé) < K(JT})’
to je DF_ﬁr; jednostavni ia od DF\SE;.

Definicija 13. Zadana je Booleova funkcija

f\x],xz, s ,xn).

Za neku DF £r?unkcije f re¢i Cemo da je minimalna disjunktiv-
na forma funkcije f tada, 1| samo tada, ako je ¥ ekvivalentno

5 funkcijom f i ako nijedna DF prostija od F nije ekvivalentna
s funkci jom f,
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Balog B. Quinova metoda Zbornik radova (1984),8

Teorem 2. Bilo koja miminimalna DF ¥ neke Booleove funkcije
Pl s %oy oon 4 } je disjunkcija jednostavnih
(prostih) implik&nti funklije f.

Napomena: MoZe se dogoditi da neka funkcija ima dvije ili vige
minimalnih DF - u tom sluCaju ne smije nijedna od
njih biti jednostavnija od bilo koje minimalne DF,

Primjer: f(xl’XZ’XB) = Xy XoXa F X XoXg + X XoXg + Xy XyXg +

+ X1X2X3 s Xl)(2 3

Ova funkcija ima dvije minimalne DF:

f=xx +XX + X, X

i 173 273

JTE = 1 X3 * XXy + x2 3
Buduéi da je: 5(57;) = S(J7;) =6
K(F,) =K(F,) =3

to nijedna od gornjih formi nije prostija od druge, pa su ob-
je forme.jr? i J?% minimalne DF zadane funkci je f(x],x25x3).

Kada se govori o jednakosti Booleovih funkcija f, i f,, tada
se misli na to da obje funkcije imaju iste vrijednost? (0
ili 1) za iste vrijednosti zadanih varijabli,

U gornjem sludaju Jz; = f
éz} = f

Ako je npr, f(1,0,1) = 1, tada momabiti:

Ovo mora vrijediti za bilo koji izbor vrijednosti varijabli.

Gornji teorem 2. je osnova algoritma za odredjivanje mini-
malnih DF neke zadane Booleove funkcije.

Za cdredjivanje prostih implikanti sluZit demo se identi-
te tom:

179



Balog B, Quinova metoda Zbornik radova (198&),

Kx + Kx = K &)
Pri tome: x ¢ K
x ¢ K
Primjer: (x1§2x3)xh+ (xlXZXB);& xggzxs
Primjenom funkcije x* identitet {1) mofero pisati u obliku:

O & Bx K (2)

QUINOV ALGORITAM ZA ODREDJIVANJE MINIMALNE DISJUNKTIVNE FORME

jlakse

&

Algoritam za odredjivanje minimalne OF o biasn’* cemo n

na iednom primjeru.

rimjer: Zadana je neka funkcija {Bocleova) §{xf,xﬁ,x3,x&} u
obliku KDNF -

e e e o s B

f{xg,xz,xB,xQ) = K XpXgRy R KaXaXy + X xz 34& KX XXy

3
2

- P a3 - s s . .
PomocCu funkcije x~ moZemo zadanu funkeiju pisati u obliku:

1 1,190 1190 o
xo\ 4 '\_g‘:: * X .\an P
1 1%2%3%y T XXRNy ¢

+ X

{ . - 0 O
f‘xi’XZ’XB’x#) Xy %o X
% Xy

‘..»»-‘ w Q

xp + xIxOxaxg + x
4 - 2737%

1

2

+#

L0
4
H

st bt
>

82 =0
>
kg

B end

1
KX
2

1, Nacrtamo tablicu na slijedect ﬂaéin:

U prvom redu napiSemc oznaku konjunkc 1}8 C. -~ ovdje in-
eks i nije redni broj te kﬁﬁjuﬁ?€g9t y nizu } Bﬂénfknu konjun~
Eja (K ) veC | e znaliti redni broj ksnjunkbija onake kako

e dolare u nasoj obradi. To znadl da C moZe imati rang %,

. 2 it 1,

zove ekspo-

2, U drugit redak zaglavlja, ispod €
nain ce~

nenata kOj! pripadaju odredienoj ka.juék
ro pojednostayniti daljnji postupak.
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Balog B. Quinova metoda Zbornik radova (198%),8

= = . 1 1.0 0
C3 = %y XyXgX), = X XXk,
pisemo niz 1100,
3. Cd dvije konjunkcije ranga Cetirl moZemo na csnovi iden-
titeta (1) oéwccno {2} dobiti jednu konjunkciju ranga tri.
Na taj nalin vezujemo, ako e moguce, bilo koje dvije konjun-
kcije reanga 4. Konjunkcije na taj nalin vezujemo precrtano ko=

som Ccriom.

L. U prvi stupac piemo nove kenjunkzije {npr. C7),
dok u drug! stupac pisenc je nadin dobhivena ta ko-
njunkcija inpr. C] ¥ ﬁiiﬁ
e i
7 g 7 y g
i,’ ) /3 f}é ﬁg r.a;O
¢ 4+ < 1 oo 1000 ! 1100 ! jio1 | 1in
Le i i C;( i‘\§ '{@i XE 3‘1‘ 300 ij ) ¥ ei@ 133 11]?
¢, 1€, +C, -0 jo0 iy
Fi H Pl
C C,+C,11 |~120
8 2 3f "’
e
P : .
L1 C,+ ¢, 11 ! G

o
W
o

SO
5N\
9
4
{ ot
-
i

ot
Y23

{‘a/A {:! d f‘.w E ’i -
i1l "4 7 e
¢ . <+ C. .11 i 1

ﬁA
o

(0
o

(]
sk
A

L]
AL

+
-
[N

-

-

§

§
— i

oy
oradh
g
oy
arel
=
o
™
[
ol
—cd
-t
H
5
A
LY

B

5. U slije etiri stupca pilemo yrijednosti ekspo-
nenata 0 111 1 za tu novu krn}uaktij Na mjesto varijable
koja nije zastupljena u to} novoj konjunrg?ji stavijamo crticu.

(konjunkcije) koja su sudjeiovala u toj dis—
me kosom criom,
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Balog B. Nuinova metoda Zbornik radova(1984),8

g ; . _ 0,000 1,000 _ 00 0
Primjer: 57 CE + 02 szixzx3x£i + x]xzxgx& xzxgxh
U prvi stupac upiSemo C_, u drugl stupac C3 + CZ' U slijedeca
fetiri stupca unilemoc ﬂZz: )
goagv

recrtamo zatim kosom crtom pol ja koja su pridrufena konjunk-~

cijama C, i C,.
J 1! 2
Ma sliCan nacin dobi jemo konjunkci je Cg,C Cz C i 332.
%.r ,
7. Kada smo Izvr3iii sva mogula povezivanja disjunkci jom po
dvi je konjunkcije ranga 4, pre€i €emo nz sii&no povezivanje
(i to sva moguca povezivanja!) po dvije kenjunkcije ranga 3

da bismo dobili konjunkcije ranga dva,

Precrtamo konjunkci je koje su uzete u ohzir te nrecrtamo sva
polja koja su bila precrtana u te dvi je konjunkcije ramga tri,

U naSem slufaju moZemo povezivati samo konjunkcije C_ i CIZ

te C}n i Cll‘ Konjunkci je koje smo obuhvatili daju:
PR I & N Lyekael e sedack
C9 + C12 x}xzx3 + x]kzx3 X35
f = 1,10 Tolyl o ylyl
Cig* Bqq = 285, * Xp9%, = 5%

Vidljivo je da smo dobili jednu te istu konjunkciju ranga 2,
Ovo se dogadja fe3le, Precrtaii smo konjunkcije C9, 10’C1% i

!: -
12
8. Bududi da viSe ne moZemo povezivati po dvije konjunkci-
fe da bismo dobili jednu konjunkciju niZeg ranga, na¥ postupak
u svrhu skradivanja je zavrien. U prvom stupcu nisu precrtane
sli jedede konjunkci je:

CS’ c!} - cf&

To su jednostavne (proste) implikatte zadane funkcije f i one
ulaze u minimalnu DF {ali ne moraju ba¥ svel)

9. Ako se neka od zadanih konjunkcija ranga & nalazi sam@
jednom u gore navedenim jednostavnim implikantama 3ﬂ, 3’ . ),
I - !
tada se ta implikanta zove esenci jalna jednostavna s»pi, anta

i ona mora ud¢i u minimalnu DF.

§ nasem primjeru to je implikanta (konjunkcija) ¢, pa Cemo je

nznadiei D .
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Balog B. Quinova metoda Zbornik radova (1984),

#

ci da tu konjunkciju sadrZi e;pi%kanta £,, to je ons esen-
ina jednostavna implikanta { ulazi u m?n?maiuu DF. Polja
iscrtamo okemitim crticama - C., sadr¥i L! i C?.

sve konjunkci je

7
10. U minimalino} DF
a

C. ranga 4. Iz tabiice je » da jo§ trebamo uzeti ko-
njunkci ju C,, pa da sva polja budu vane, odnosne zastu-
pljene sve kgzgunxusj : 'Q?ja od £,, iscrtka-
mo okomitim crifcems, -
Prema tome, minimalna DF zadane funkciie f bit ce:
-
Feo, +c.
j 13
odnosno i
£ .0,00 4 L1,
= .-(2}{3}(5% + )
¥onalno:
f{x gxn;x aKIE = ;P,;vajl__ + yixﬁ
R DA S L3R Poe
Ma ovaj nalin zadana je funkcija u obliku minimalne
DF.
cbzir ier
nastala,

alaze u kon

: o imalina DE & ¥ Gl s apye
Neke minimaine DF mogl izluCiva
" st 3 ' ;
niem fakioraz i 31.}, ai ada.
e a - % . .
Rijelit Cemo o jedan s pet
sy sabrls
Jart jabit .,
{ TSR S T % "
2 <z 8 =) f N L &9 . <
B A R S 5 20
- ¥
T g
do b
Fanlcmi iz i nia
gnlczi ja | |
b1 - =
glementarn

5= 00101 Kg = x?xéx{xfx% =€,
2 3
; G 0 37 1 QO ~
= 10 = N X XixXiX. = C
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= 00111

it
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13
14

i

81110

grin

26 = 10100

[
ok
|

s o= 1010

]
hid
]

s
oo
it

11100
29 = 11101

11111

Nadinimo tablign na nafin kako smo to ob:xjasnili u prediainjem
ispuniavamo je na orije opisan nalin,

primjeru i
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Balog B. "Quin’s method for determination of minimal
disjunctive form

SUMMARY

In the work the author treats a method for determining minimal
disjunctive forms (DF). It is started from canon disjunctive
normal form (KDNF) Boole’s algebra which Is by Quin’s method
rendered in minimal DF, First of all the author explained all
the notions and thecrems by means of which he sets algoritam
for minimalization. He intended to show clearly this procedure
and a lot of space is given to the very explanation of this
procedure. In the last example the author connected Quin's
method with Veitch’s method just to show that the both methods

give the same result.,
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