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TENZORI U n-DIMENZIONALNOM LINEAR NOM PROSTORU

Auior u raiiu iobraduje jedan oa nacina Ide/iniranja tenzora, i to' (U n-di-
meneionalnom tinearnom prosioru. :pomocu linearnih. presUkavanja i multi-
linearnog iunkcionata. Drzeci se tog nacina detinirania tenzora nadalje
obraauie glavna sooistua tenzora kao Ii najvaznije operaciie s tiiima. /Va-
glasak {e stavljen na one operaciie koje imaju. sasoim tenzorski karakter,
kao sto su: kontrakciia tenzora, simetrizaciia Ii atternaciia tenzora. Na
taj nacin rad predstavlja jednu zaokrtizenai cielina r osnovu za daljnju oo-
radu :i primjenu tenzorskog racuna. U literaturi se mnogo cesce uvodi po-
jam tenzora preko aiinoa proet ora i d,ijerencijalne -proniiene sustaua u tom
prostoru. Medutim, ako ie tenzor tietinirasi '1Lanacin kako [e 'to ucinjeno
u ovom radu, tada prijelaz u ajini prostor ne predstaptia nikakvu pote-
skocu. ~ radi se samo 0 tome tia ctanooi matrice transtormaciie sustaua
dobiju znacenia koociienta diterenctiata odreaenin. varijabU.

UVOD

U maternaticl, fizlcl, tehrnci i drugim naukama promatramo u prostoru
raeliette vrste vetiema. Tako npr. postoje velicine koje su odredene sarno
jednim brojem (skalarne velielne: vrdjeme, temperacura, masa i sl.).

U trodirnenzionalnom prostoru postoje takoder vellclne koie su odredene
s tri bro]a, kao Sito su vektori. U fi1Zlicimnoge velieine (nor, brzina, ubrza-
nje, siila i dr.) prikazujemo vektorima, Medutim, u troddmenzionalnom
prostoru postoje neke vellelne koje su u tom prostoru odredene s vise od
tri broja, kao Sito su elasticna napetost, deformacija i sl. Te velicme irna-
ju razlictte vrijednosti ukoliko se pomdcemo iz jedne toeke u drugu, Osim
toga, mi ovdje moramo voditd raeuna i 0 promjeni baze sustava u proma-
tranom prostoru.

Objekte, kojt su u trodimenzionalnom prostoru zadanl s vise Oldtri broja,
a pri prijelazu iz [edne baze u drugu ponasaju se po odredenom zakonu,
zovemo tenzori. Na koji nacm cemo def'inil1att tenzore u linearnom presto-
ru, kako cemo definirati operaeije s njtma, ciJ.,jj.e upravo ovog elanka,

Buduci da cemo radlti u n-dlmenzlonalnom Iinearnom Pl"OIStOru,moramo
najprtje Uikratko ponovttj neka najvaznija svojstva 1:!akvogprostora kao 1
preslika vanje Ilnearnah prostora,
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Dennicija 1. Zadan je Iinearni prostor L (elementt S'Uvektort X, y, Z, ••• )
lzgraden na polju reamih brojeva R (element! su skalart).

Line a r n i f u n k c ion a 1 f [e SVaiIDO'Itneamo preslika-
vanje koje linearni prostor L pres1ika u skup realnlh bro-
[eva R;

f: L-+R (1)
To znaei: ¥x € L-+f(x) € R

Buduci da je gornje presllkavanje lmearno, moraiu bitt tspunljeni uvjett:
(a) f.(x + y) = f(x) + f(y)

(b) f;«(XX) = ~(x)

a sto se mose pisati jednom [ednalkostd:

r,(!ax + ~y) = af(x) + f3<f(y)

Ovo vrijedi za ¥x, s € L; ¥ a, ~ € R

(2)

Primjer: U trodimenztonalnom prostoru zadana je toeka A i sve onjenti-
rane duztne koje izlaze iz te tocke. Neka je x neki fiksni (odre-
deni) vektor iz tog skupa vektora.

Tada moeemo za linearni runkcional Ulzeti skalarni produlct bilo kojeg
vektora iz tog skupa i vektora x.

f(y) = y. x = a € R

Svakom vektoru y lz tog lS/kUlpa.vektora pridruzen je neki bre] a.

Neka je x € L neki velotor iz Imearnog prostora L. 'I'ada moeemo taj vektor
pisati U obLi:ku:

Xi - skalarne komponente vektora

e! - vektori baze n - dsmenaionalnog linearnog prostora L.

Ako je istl Indesanapisan [edriom gore, a drugi puta dolje, tada se su-
miranj e vrs! po tom indeksu:

(3)

Za linearni runkcdonal bit ce:

f(x) = f(xiei) = Xi. f(ei)

Uvedemo ozna'ku:

(4)
cpi su vrijednostd funkcionala na vektorima baze e, linearnog prostora L.

Napomena: Funkcionadl f, g, h, ... Sill vektori, dok su njlhove vrijednostt
brojevi; tj.
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f, g, h, - vektori

{(X), g (x), h(x), - brojevl (skala1'i)

Defmicija 2. Neka su f, g, h, ... liinealrni f'u!n!lreionaH!lroj:idjeluju na line-
arnd prostor L.
Tada sImp sv1h t1h runkctonaaa cine ltnearan prostor L* za
ikoji kazemo da je d u al a n p.r o s t o r prostora L.

Buduel da je prostor L* Ilnearan prostor, to ce bLti:

(f + g)l(x) = f(x) = gI(x)

(M) (x) = A • f'(x) (5)

Pri tome morarno uzett u obztr:

f',(6) = 0

NUl- frunkclonaQ
8(x) = 0

Je takav runkctona; 'koji sva'lm vemto1' x € L preslikava <u narlu. Zbog toga
ce biti:

6 € L j e nul v,eik.to1'

(f + 8Nx) = fl(x)

za sva:kii 11.nea.rn.1 funkcionaJl f.

Derinieija 3. Vektore iz prostora L zvwt cemo k 0 !I1t ra v a r i j ant n i
vektori, ddk orono vekrtJore12prostora L* zva'ti k 0v a r -1j a n-
t n i vektort,

Teorem 1. Dimenalja dualnog prostora L* jednalka je dtmenzti! polaznog
prostora L.

U prostoru L* !pOLsitdjin funk'ClonMa ifl koH presldkavaju svaki vektor x € L
u njegovu i-tu komponentu:

fl(X) = x' i = 1,2,3, ... , n (7)

Talj runkcional presITkava bazu prolStora L na sltjedec! naeln:
f1{ej) = '0/

'0/ je Kronekerov s1mloollkojdmoze tmati samo dvije vrijednosti:

'0/ = 1 za i = j

'0/ = 0 za Ii. i{.. j

Primjer: '03
3 = 1; 01

2 = 0

(8)

Oilii1.

(9)

Bazu dualncg prostora L* cine f~ctOIlia:l.i fl (vektort), i = 1,2, ... , n,
Na taj naein b'Ho koji funkeiona;l f € L* mozemo pilsaJti u obUk!u:

f = 'P1:!i

Prt tome:
'PI = f:(el)

(10)
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Daikle:

(11)

Derlnictja 4. M'u Lt lLi n e a r n I fun:kcdonal .f va.l-encijep+q, odn,
tilpa (JI),q), je svako preslikavanje

.f: LxLx ... xLx:L*xL*x ... xL* ~ R (12)

koje svalki Ka:rteztj,ev produkt od p Iinearnth prostora L i q
njima dualnih prostora L* presl:likava u skup realnih broje-
va R; tj .

.f (x., X2, , XP' rp\ rp2,... , rpq)€ R

PTitome: x., X2, , Xp€ L lkontTlavarija!Iltni vektori

rp\ rp2, , q>q€ L* 'k'ovarija:nltm.i vektort.

Za gomji multdltnearnl funikicl:onaa..f ka~emo da je p puta kovartjantan i
q puta kontravarijantan. Nairne, funikc'ional na kOIlJtravarrjantnom vektoru
~ L postar[e kovarijantan pa zato 'kazemo da je multilmearan funkcional
.f p puta kovartjantan, Da'kle, donji inde!ksi su kovartjantnl, gornji su
kontravartjantni.

(13)

Za mU!1ttl!Lnearni flUI1lkcional vrtjede sl:ijeldeea pravila:

(a) (.f'+ .f0)( ... ) = .f'( )+ .f0 ( ... )
(b) (A..f)( ... ) = A.. .f( )
(c) .f' je muttillnearni funkcional tipa (p, q)

F" je multilinearni funkcional tipa (1', s)
Umnozak je multilinearni funkcional tipa (p-j-r, q-j-s)

(.f'.f")( ... , ... , .~., .~.)
P l'

Neka je ei baza linearnog prost ora L,fj baza njemu dualnog prost ora L*.
Tada se multilinearni funkcional .f tipa (p, q) moze pisati u koordinatama:

(14)

Pri tome skalart Til ... Ip h··· lq su brojevne vrijednosti multillnearnog
funkcionala na bazama prostora L i L*.

T h· .. lq - .f (eo e j l )
II ... lp - II' ••. , ip' rpI, ••• , rpq (15)

ii' i2, , ip - kovarijantni indeksi
jl' j2' , jq - kontravarijantni indeksi
x/t, , Xpip- komponente kontravarijantnog vektora x.e L
rpl/, , rplql- komponente kovarijantnog vektora rpl€L*.

Sada nas zanlma sto se dogada s multiltnearntm funkcionalom pri prlje-
lazu iz jedne baze prostora L u drugu. Neka je ei baza linearnog prostoraL.
Prij elaz u novu bazu el' zadan j e relacijom:

(16)
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Sumiranje se vrs! po veznom indeksu 1.
1:j,i su skalari koji tvore matricu T formata (n, n)

(17)

Baza :e, Induclra u prostoru L* bazu fi. Nova baza ei' Induclra u dualnom
prostoru L* novu bazu fi'. Prijelaz iz jedne baze u drugu u prostorima L i
L* vrs! se prema izrazima:

ej, = 't/·ej
ei = 't/'·ei,
fi' = 't/'·fl
fi = 'tj,l.fi,

--+T
--+T"""1
--+ (T"""!)*
--+T*

(18)

Teorem 2. Ako se prijelaz iz baze ej u L u bazu ei, vrs; pomocu matrice T,
tada se prijelaz iz baze fi dualnog prost ora L* u bazu fj, vrs! po
kontragredijentnoj matrici (T"""!)*.

T:-! inverzna matrica od T
T* transpornirana matrica od T

Za transrormactje kontravarijantnih i kovarijantnih vektora iz jedne baze
prostora L u drugu bit ce:

Xi' = 'tt x' (T"""!) *
Xi = 't/. x" T* (19)
'PI'= 'tj,i'Pl T
'Pi = 't/, 'Pi' T"""!

Na sncan nacln se transformiraju multtllnearnl funkcionali.

Primjer: Imamo bilinearni funkcional
.F (x, y) = Til x' 'Pj

Promj enom baze:

DEFINICIJA TENZORA

Definicija 5. Tenzor tipa (p, q) je pridruzivanje koje svakoj bazi linear-
nog prostora L pridruzuje sustav brojeva

(20)

koji se pri promjeni baze 'transformiraju :kao linearni funkcionali. Za novu
bazu el' bit ce:

T J' ... j'e·, --+ l' l' 1 q
1 1 ... P

Prigodom transformacije imat cemo:

T J{ ... Jq' - ".. I _. i "..j , ".. j , • T i! .. ,Jq1 ' l' - vI!' 1 . . . ..lp' p. "'Jl 1 •.. "'Jq q 1 I'
!'''p !'''p

(21)
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Brojevi T 1
1
" .1

p
j1 .. jq su komponente (koordinate) tenzora. Za tenzor tipa

(p, q) kazemo da je (p+q) valentni tenzor; tj. on je p puta kovarijantan
i q puta kontravarijantni tenzor.
Kada govorimo 0 tenzoru, tada ga najcesce prlkazujemo i plsemo pomocu
njegovlh komponenata.

Definicija 6. Ran g ten z 0 r a je ukupan broj kovarijantnih i kontra-
varijantnih lndeksa. Tj.

r = p + q (22)

Rang tenzora ne moze biti vecl od dimenzije linearnog prostora L u kojem
promatramo taj tenzor. Dakle:

r L n (23)

Primjeri:

1. AI je jednovalentni kontravarijantni tenzor ukoliko vrijedi:
Ai' = 't/, Ai

Napomena: Komponente tenzora mozemo pisati vellklm ili malim slovima
abecede.

2. Ai je jednovalentni kovarijantni tenzor ukoliko je:
Aj' = -r j'i A)

3. Aii je dvovalentni mjesovtti tenzor ukoliko je:
Ai,i'= 't/ -rt Ail

Rang ovog tenzora je 2. Sumiranje na desnoj strani vrs! se po indeksima
I, j. Za takve indekse koji se javljaju jednom dolje, a jednom gore kazemo
da su vezani indeksi i sumiranje se vrst sarno po njima.

Ako se neki lndeks javlja jednom dolje ili samo jednom gore, onda je to
slobodni indeks. U gornjoj jednakos.ti indeksi I', j' na desnoj strani su slo-
bodni indeksi.

K r 0 n eke r 0 v slmbol Oilje dvovalentni mjesovtti tenzor jer:
Ol,i'= 'ti,i -rt 0/ (24)

U Uteraturi taj tenzor se jos zove i [edlntenl tenzor jer u bilo kojem sustavu
ima komponente 1.

AJkoimamo tenzor ranga r pa su mu svi indeksi slobodni, tada on ima n"
komponenata (koordinata).

Tako na prlmjer mjesovttl tenzor aiJ u trodimenzionalnom prostoru ima
32 = 9 komponenata.

Teorem: Zadan je dva puta kovarijantan tenzor al! koji ima svojstvo sl-
metricnostl u indeksima:

alj = ajl

Promjenom baze to svojstvo stmetrlcnostt ostat ce i dalje pa ce
biti:
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Dokaz: Prema definieiji tenzora bit ce:
aj'i' = 'tj,j "1"i,1ajl

Po pretposta vel:

Odatle ce biti:

a time je teorem dokazan.

Napomena: Gornje svojstvo slmetrrcnostt Indeksa vrijedi za bilo koji cis,ti
kovarijantni Hi kontravarijantni tenzor.

Teorem 4. Zadan je dvovalentni mjesovtti tenzor bii za koji vrijedi sime-
trlenost indeksa:

Tada ce bitt:

Dokaz:

Ova druga jednakost nije ispravna jer nije ispunjen zakon sumiranja. Nai-
rne, da bismo mogli provesti sumiranje po nekom Indeksu, on mora biti na
jednom mjestu dolje, a na drugom gore. U nasem slueaju oba indeksa i
su dolje, dok su indeksi j gore, pa ne mozemo lzvrsit! sumiranje.

Prema tome simetrija istovrsnih indeksa Ima tenzorski karakter, dok sl-
metrija raznovrsnih indeksa nema taj karakter.

Napomena: Skup brojeva A!I"'!p JI··· Jq oznaeenih indeksima, a koji se pri
prijelazu iz jedne baze u drugu ne vladaju po zakonu tenzo-
ra (21) zove se ekstenziv.

TENZORSKA ALGEBRA

1. Jednakost tenzora

Definicija 7. Za dva tenzora A, b kazemo da su j e d n a k i
A=B

onda ako su istog tlpa i ako u bilo kojoj bazi imaju iste ko-
ordinate.

Koordinate tenzora:
A JI···Jq - B JI· .. Jq!I... !p -!I ... !p
Zbog tenzorskog karaktera za bilo koju drugu bazu bit ce:
A, !)I'···Jq'=B, ,JI'···Jq!I .. , P !I ... !p
k'~~~~~~~:~:5!';.
Korolar: Ako neki tenzor Ima u nekoj odredenoj bazi sve koordlnate nula,

tada ce u bilo kojoj bazi sve njegove koordinate bitl nula, Tj.:
Aii = 0 => AI,i' = 0

(25)
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Ovo Je posljedica definicije jednakosti tenzora te tenzorskog karaktera
zadanih koordlnata,

2. Zbrajanje tenzora

Definicija 8. Zbrajati (Ui oduzimati) mozemo sarno tenzore istog tipa, a to
elntmo tako da zbrojimo (Hi oduzmemo) odgovarajuce koor-
dinate.
Zbroj (razlika) takvih tenzora je tenzor istog tipa kao i za-
dani tenzori.

Primjer:

Pri promj eni baze:

proizlazi da je:

Napomena: Indekse je kod tenzora najpreglednije plsatl tako da naplsemo
najprije sve kovarijantne, a zatim sve kontravarijantne in-
dekse, time da iznad Hi Ispod ispisanih lndeksa ostavimo pra-
zna mjesta:

A" .1m Neki autori taj tenzor plsu i ovako: AIm
ijk.. . ijk

Prvi nacin je pregledniji pri radu.

3. Vanjsko mnoZenje tenzora

Definicija 9. Mnozenjem dvaju tenzora tip ova (p, q), (r, s) dobijemo ten-
zor tip a (p-j-r, q+s). To mnozenje vrslmo tako da mnozlmo
koordinate prvog tenzora sa svim koordinatama drugog ten-
zora - na taj nacin dooijemo koordinate produkta tih ten-
zora.

A··k • B . s = C ...ks
ij. r. ijr ..

Primjer:

Pri promjeni baze: A .. k B' s' = C ... k's'
i'j' . r' . i'j'r' ..

Primjer: ai' bl = c i~ Mnozenje kovarijantnog 1kontravarijantnog vekto-
ra daje mjesovltt tenzor ranga 2.

4. Kontrakcija (stezanje) tenzora

Ovo je elsta tenzorska operacija koja se moze Izvrslt! sarno na mjesovtttm
tenzorima.

Definicija 10. Zadan je tenzor T tipa (p, q) s koordinatama
Til ' •• Ipll •.. lq

Uoelmo jedan kovarijantan i jedan kontravarijantan indeks.
Iz svih koordinata tenzora T ekstrapoliramo one koji na
oznaeentm mjestima imaju Iste indekse.
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Tada nam zadani tenzor T generira jedan novi tenzor tirpa
(p-1, q-1) za dvije valencije manji, a koji je sastavljen sa-
rno od onihkoordinata koje na naznaeenim mjestima imaju
iste indekse.
Kazemo tada da je taj tenzor nastao k 0 n t r a k c i j 0 m
zadanog tenzora T, odnosno da je on k 0 n t r a h i ran i
tenzor zadanog tenzora T.

T ···j···~T ... 1···+T ... 2···+ ... +T ... n ... =... 1... ...1... ...2... ...n ...
- T (q-1) 1ndeksa (26)
- (p-1) 1ndeksa

Kontrahirani tenzor tipa (p-1, q-1) ima koordinate koje su dobivene kao
zbroj koordinata zadanog tenzora s istim indeksima na oznaeenlm mjesti-
ma. Ostali indeksi kod tog su zbroja ostali nepromijenjeni.

Prtmjer: T'k T ..j = T ..1 + T ..2 + . + T .. n= T.
1j ~ 1j 11 12 •• in 1

Tenzor s koordinatama Tl nastao je kontrakcijom tenzora s koordinatama
Tijk.

Kontrakciju mozemo sukcesicno vrsltt dotle dok ne dobijemo cist! tenzor ill
invarij an tu.

p > q - kontrakciju mosemo vrsiti q puta i dobijemo kovarljantan ten-
zor tipa (p-q, 0)

p < q - kontrakciju mozemo vrsit; p puta te dobijemo kontravarijantan
tenzor tip a (0, q-p)

p = q - kontrakciju mozemo vrstti p puta te dobijemo invarijantu koja
ne ovisi 0 indeksu ili promjeni baze.

Spomenut cemo jos i tzv. un uta r n j e m n 0 z e n j e tenzora. Kod tog
mnozenja imamo kombinirano vanjsko mnozenje s kontrakcijom tenzora
- to cemo imati u slueaju kada se pojave jedan Hi vise istih kovarijantnih
i kontravarijantnih indeksa.

Primjer: A ..k B·1 = C·· .k1= C ..1
ij k Uk lj.

Ovdje smo imali jedan par vezanih Indeksa (mdeks k).
Naznaeit cemo nekoliko vaznijih primjera unutarnjeg mnozenja dvaju
tenzora.
(1) N· B, = '( (skalar, invarijanta)
(2) A~1 •Bit = C1

(3) A~k ·BI = Ck

(4) Nk·BI = c-
(5) Aik· Bk = CI

Narocito je vazno mnozenje tenzora Kronekerovim simbolom (mlsll se na
unutarnje mnozenje) :
A ..k • 0 1 = A ..1 (27)

Ij k lj
Dobill smo tenzor istog tipa, s nesto izmijenjenom oznakom indeksa.
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5. Permutacija indeksa

Deflnicija 11. I z 0 mer i su dva tenzora istog tipa, aU s drugaeljim redo-
slljedom indeksa.

Primjer: A ..r B ...r. Ij' j1

Gornja deflnicija nam govorl da svakom tenzoru koji ima barem dva isto-
vrsna indeksa mozemo pridruzitl novi tenzor tako da lzvrslmo permutaciju
istovrsnih indeksa.

Primjer: T. i,,,. jq ---+ U j1'" jq = 'I 81'" 8q'1... Ip 11... Ip r1... rp
r1 rp je jedna permutacija Indeksa i1... ip
S1 Sq je jedna permutacija indeksa j1'" jq

Svaki vlsevalentni tenzor moze imati vise izomera - taj broj ovisi 0 broju
istovrsnih indeksa.
Tenzori tip a

nemaju izomera.

6. Simetrizacija tenzora

Deflnicija 12. Za neki tenzor kazemo da je s i met r i can u dva, tri ill
vise istovrsnih Indeksa ako bilo koja permutacija tih indeksa
daje istl tenzor.

Primjeri: aijk= aikj tenzor je slmetrican u indeksima k, j
bijk= bjki= bkij tenzor je slmetrlcan u sva tri indeksa

Ako je tenzor simetrlean u svlm indeksima, tada kazemo naprosto da je
tenzor slmetriean.

Napomena: Kada govorimo 0 permutaciji indeksa, tada se to uvijek odnosi
na Istovrsne indekse.

Deflnicija 13. Zadan je neki tenzor aij koji nije slmetrlcan. Njemu mozemo
prtdrustti nekl simetriean tenzor blj na slijedect nactn:

alj ---+ bij = a'(lj)= 1/2(a\j+ajl) (28)

Ovaj postupak zovemo s i met r i z a c i j ate n z 0 r a.

Prema gornjoj definicljttenzor a'(lj) je nastao s.imetrizacijom tenzora alJ"
Indekse za koje izvodimo simetrizaciju stavljamo u zagradu,

Primjeri: alJk---+ a(l')k = ~(alJk + a'ik)
2
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U zadnjem primjeru vidimo da dolaze u obzlrsve premutacije lndeksa i,j,k.

7. Alternacija tenzora

Definicija 14. Za neki tenzor T ikazemo da je k 0 s 0 s i met r i c n i (anti-
slmetrlcan) u dva istovrsna Indeksa ako premwtacija tih
indeksa daje koordinate koje se razlikuju u predznaku:
T ... 1 ... j . " = -T ... j ... 1 . . . (29)

Ovaj tenzor je kososlmetriean u indeksima i,j. Za neki tenzor
kazemo da je kososlmetrican ako je koscstmetrican u bilo
koja dva istovrsna lndeksa.

Primjer: Ako je tenzor aijk kososimetrtean, tada mora bltl:
aijk= _ajik = _akji = _aikj,
tj. tenzor je kososimetrlean u bilokoja dva lndeksa.

Definicija 15. Zadan je tenzor aij koji nije kososimetrlcan. Njemu mozemo
prtdruzlsl kososlmetriean tenzor bij na slij edecl naein:

1aij--+ bij = a [ij]= T(aij - aj;} (30)

Ovaj postupak zovemo a 1t ern a c i j ate n z 0 r a.

Indekse za koje izvodimo alternaciju stavljamo u uglastu zagradu.

Primjeri: aijk--+ a[ij]k = ~(aijk_ajik)
2
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Balog B. Tenzors in n-d.imenzional linear space

SUMMARY

In the introductory part of the work are treated linear copying n-dimen-
zionai linear space L as well as multilinear functions.

In this way linear space L is followed by dual linear space L*. By means
of the upper notions is defined a tensor so that the accent is put on
changing of the tensor co-ordinates by the change of the base in the
space L.

Then, there are treated the most important operations with tensors.

Much more attention is paid to entirely tensor operations as there are
contractions, symmetry and alteration 01 the tensor. '

Some more important theorems are demonstrated and many examples
are used for better understanding of detached notions and operations.

(Prijevod: Vera Kusen)
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