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TENZORI U n-DIMENZIONALNOM LINEARNOM PROSTORU

Autor w radu obraduje jedan od nacina definiranja tenzora, i to 4 n-di-
menzionalnom linearnom prostoru pomoéu linearnih preslikavanja § multi-
linearnog funkcionala. Drieéi se tog nacdina definiranja tenzora mnadalje
obraduje glavna svojstva tenzora kao i najvainije operacije s njima. Na-
glasak je stavljen na one operacije koje imaju sasvim tenzorski karakter,
kao 3Sto su: kontrakcija tenzora, simetrizacija i alternacija tenzora. Na
taj nadin rad predstavija jednu zaokruienu cjelinu § osnovu 2a daljnju ob-
radu i primjenu tenzorskog raéuna. U literaturi se mnogo ¢edce uvodi po-
jam tenzora preko afinog prostora i diferencijalne promjene sustava u tom
prostoru. Medutim, ako je tenzor definiran ma nadin kako je to udinjeno
u ovom radu, tada prijelaz u afini prostor ne predstavlja nikakvu pote-
Skoéu — radi se samo o tome da d¢lanovi matrice transformacije sustava
dobiju 2nadenja kvocijenta diferencijala odredenih varijabli.

UVOD

U matematici, fiziei, tehniei i dnug‘im naukama promatramo u prostoru
razli¢ite vrste veli¢ina. Tako npr. postoje veliéine koje su odredene samo
jednim brojem (skalarne veli¢ine: vrijeme, temperatura, masa i sl.).

U trodimenzionalnom prostoru postoje takoder veli¢ine koje su odredene
s tri broja, kao §to su vektori. U fizici mnoge veli¢ine (npr. brzina, ubrza-
nje, sila i dr.) prikazujemo vektorima. Medutim, u trodimenzionalnom
prostoru postoje neke veliéine koje su u tom prostoru odredene s viSe od
tri broja, kao §to su elastiéna napetost, deformacija i sl. Te veli¢ine ima-
ju razli¢ite vrijednosti ukoliko se pomic¢emo iz jedne to¢ke u drugu. Osim
toga, mi ovdje moramo voditi racuna i o promjeni baze sustava u proma-
tranom prostoru.

Objekte, koji su u trodimenzionalnom prostoru zadani s viSe od tri broja,
a pri prijelagu iz jedne baze u drugu ponasSaju se po odredenom zakonu,
zovemo tenzori. Na koji na¢in éemo definirati tenzore u linearnom prosto-
ru, kako éemo definirati operacije s njima, cilj je upravo ovog ¢lanka.

Buduéi da éemo raditi u n-dimenzionalnom linearnom prostoru, moramo

najprije ukratko ponoviti neka najvaznija svojstva takvog prostora kao i
preslikavanje linearnih prostora.
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Definicija 1. Zadan je linearni prostor L (elementi su vektori x, y, 2,...)
izgraden na polju realnih brojeva R (elementi su skalari).

Linearni funkecional f je svako linearno preslika-
vanje koje linearni prostor L preslika u skup realmih bro-
jeva R;

f: LR (1)
To znaéi: ¥xelL—->1I(X) eR
Budué¢i da je gornje preslikavanje linearno, moraju biti ispunijeni uvjeti:
(a) f(x+y) =1x) + 1Y)
(b) f(ax) = of (X)

a §to se moZe pisati jednom jednakosti:

flax + By) = af (x) + BE(Y) (2)
Ovo vrijedi za ¥X, yeL; ¥a, BeR
Primjer: U trodimenzionalnom prostoru zadana je totka A i sve orijenti-
rane duzine koje izlaze iz te to¢ke. Neka je x neki fiksni (odre-
deni) vektor iz tog skupa vektora.

Tada moZemo za linearni funkcional uzeti skalarni produkt bilo kojeg
vektora iz tog skupa i vektora x.

f(y) =y-x=a€ekR
Svakom vektoru y iz tog skupa vektora pridruzen je neki broj a.

Neka je x € L neki vektor iz linearnog prostora L. Tada moZemo taj vektor
pisati u obliku:

X = xlg
xi — skalarne komponente vektora
e; — vektori baze n — dimenzionalnog linearnog prostora L.

Ako je isti indeks napisan jednom gore, a drugi puta dolje, tada se su-
miranje vrsi po tom indeksu:

x = x'e, = x'e, + x%, + X%, + ... + X", 3)
Za linearni funkecional bit ée:

f(x) = f(x'e)) = x'-£(e)
Uvedemo oznaku:

I(e) =o' ; (4)
¢' su vrijednosti funkcionala na vektorima baze e, linearnog prostora L.
Napomena: Funkcionali f, g, h,... su vektori, dok su njihove vrijednosti

brojevi; tj.
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f, g, h, — vektori
f(X)7 g(x)) h(x)y — broj‘eVi (Skalari)

Definicija 2. Neka su f, g, h, ... linearni funkcionali koji djeluju na line-
arni prostor L.
Tada skup svih tih funkcionala éine linearan prostor L* za
koji kazemo da je dualan prostor prostora L.

Budué¢i da je prostor L* linearan prostor, to ée biti:

(f +8)(x) =1(x) = g(x)

(Af) (x) = A-1(x) (9)
Pri tome moramo uzeti u obzir:

f(0) =0 0 € L je mulvektor
Nul-funkecional

0x) =0

je takav funkecional koji svaki vektor x € L preslikava u nulu. Zbog toga
ée biti:

(f + 0)(x) = fi(x)
za svaki linearni funkcional f.

Definicija 3. Vektore iz prostora L zvat ¢éemo kontravarijantni
vektori, dok éemo vektore iz prostora L* zvati kovarijan-
tni vektori.

Teorem 1. Dimenzija dualnog prostora L* jednaka je dimenziji polaznog
prostora L.

U prostoru L* postoji n funkcionala f' koji preslikavaju svaki vektor x e L
u njegovu i-tu komponentu:

fi(x) = xt 1=11:2/8,% .., )
Taj funkcional preslikava bazu prostora L na slijedeéi naéin:
fi(e;) = & (8)

gt je Kronekerov simbol koji moze imati samo dvije vrijednosti: 0 ili 1.

Sl=1gai=]

5'=0 za it ] ®
Primjer: 52 =1; 8§2=0
Bazu dualnog prostora L* &ine funkcionali f! (vektori), i=1,2,...,n.
Na taj na¢in bilo koji funkcional £ € L* mozemo pisati u obliku:

f = of (10)
Pri tome:

o; = f(e)
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Dakle:
f=1£() 1 (11)
Definicija 4. Multilinearni funkcdional F valencije p 4+ q, odn.
tipa (p,q), je svako preslikavanje
FrIXLX ... . XLXL*XL X, XL 5 R, (12)
koje svaki Kartezijev produkt od p linearnih prostora L i q
njima dualnih prostora L* preslikava u skup realnih broje-
va R; tj.
F(Xps Xy coien Xs @85 0% o0 09) ER (13)
Pri tome: X, X,, ..., X, € L Kkontravarijantni vektori
o' ¢ ..., 0% € L* kovarijantni vektori.
Za gornji multilinearni funkecional F kazemo da je p puta kovarijantan i
q puta kontravarijantan. Naime, funkcional na kontravarijantnom vektoru
iz L postaje kovarijantan pa zato kazemo da je multilinearan funkcional

F p puta kovarijantan. Dakle, donji indeksi su kovarijantni, gornji su
kontravarijantni.

Za multilinearni funkcional vrijede slijede¢a pravila:

(@) (Fk EDC )= F () Fo0 )

b AAC.)=MF(C..)

(¢c) F’ je multilinearni funkcional tipa (p, q)
F” je multilinearni funkcional tipa (T, s)

UmnozZak je multilinearni funkcional tipa (p+r,q+S)

q S
(FERD 0 «om v vy o)
jo] r

Neka je e; baza linearnog prostora L,f! baza njemu dualnog prostora L*.
Tada se multilinearni funkecional F tipa (p, @) moze pisati u koordinatama:

FXpoonZp@hoin@®) =Ty pdidugh . xbognl. .. g1 (14)

Pri tome skalari Til...ip ji---Ja su brojevne vrijednosti multilinearnog
funkcionala na bazama prostora L i L*.

Ty...ap 00 = Feu . i @l 0Y) (15)
i,1,...,1, — kovarijantni indeksi
Jp Jg -+ Jq — Kkontravarijantni indeksi

X1, ..., X, » — komponente kontravarijantnog vektora x,eL
©i' .. ., @i — komponente kovarijantnog vektora ¢'eL*.

Sada nas zanima $to se dogada s multilinearnim funkcionalom pri prije-
lazu iz jedne baze prostora L u drugu. Neka je e, baza linearnog prostoralL.
Prijelaz u novu bazu e, zadan je relacijom:

e =T1'-€ (16)
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Sumiranje se vrsi po veznom indeksu i.
7' su skalari koji tvore matricu T formata (n,n)

il 1P

T =it = (=aninasiziz 17
T3 gD

Baza e, inducira u prostoru L* bazu fi. Nova baza ey inducira u dualnom

prostoru L* novu bazu fV. Prijelaz iz jedne baze u drugu u prostorima L i
L* vrsi se prema izrazima:

ey = Tpl-g —T

e, =1 e —_ T

£ == imliafd — (T )* (18)
fi — Ti’i . fi T*

Teorem 2. Ako se prijelaz iz baze e; u L u bazu e vrii pomoéu matrice T,
tada se prijelaz iz baze f! dualnog prostora L* u bazu f” vrsi po
kontragredijentnoj matrici (T1)*.

T inverzna matrica od T
T* transpornirana matrica od T

Za transformacije kontravarijantnih i kovarijantnih vektora iz jedne baze
prostora L u drugu bit ée:

Xir — Tii/ Xl (T—l)*

xt = Ti’f - xi i (19)
P = Ty @ T

o =T op <o

Na slican nacin se transformiraju multilinearni funkcionali.
Primjer: Imamo bilinearni funkcional

Fx, 3 =Tix @5
Promjenom baze:

Titrppel 0T
DEFINICIJA TENZORA

Definicija 5. Tenzor tipa (p,q) je pridruZivanje koje svakoj bazi linear-
nog prostora L pridruzuje sustav brojeva

epe I s plia ol (20)
koji se pri promjeni baze ‘transformiraju kao linearni funkecionali. Za novu
bazu ey bit ée:

’ i
ei’_—“"*Till...ip'h Sendg

Prigodom transformacije imat éemo:

T il""‘p' 1 jq: Tll’ll..-Tlp’lp'TJIJl’. & 'Tquq"Til...ip 31 Jq (21)
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Brojevi Tll...lp J1 --Jasu komponente (koordinate) tenzora. Za tenzor tipa

(p, q) kazemo da je (p+q) valentni tenzor; tj. on je p puta kovarijantan
i q puta kontravarijantni tenzor.

Kada govorimo o tenzoru, tada ga najéeSée prikazujemo i piSemo pomocu
njegovih komponenata.

Definicija 6. Rang tenzora je ukupan broj kovarijantnih i kontra-
varijantnih indeksa. Tj.
r=p+gq (22)

Rang tenzora ne moze biti veé¢i od dimenzije linearnog prostora L u kojem
promatramo taj tenzor. Dakle:
r<n (23)

Primjeri:

1. A' je jednovalentni kontravarijantni tenzor ukoliko vrijedi:
Ail —_ ’Cli’ Ai

Napomena: Komponente tenzora mozemo pisati velikim ili malim slovima
abecede.

2. A, je jednovalentni kovarijantni tenzor ukoliko je:
Ay =Tl A

3. A/ je dvovalentni mjeSoviti tenzor ukoliko je:
Ay =ttt Al

Rang ovog tenzora je 2. Sumiranje na desnoj strani vrsi se po indeksima
i, j. Za takve indekse koji se javljaju jednom dolje, a jednom gore kaZemo
da su vezani indeksi i sumiranje se vr§i samo po njima.

Ako se neki indeks javlja jednom dolje ili samo jednom gore, onda je to
slobodni indeks. U gornjoj jednakosti indeksi i’, j’ na desnoj strani su slo-
bodni indeksi.

Kronekerov simbol 3/ je dvovalentni mjeSoviti tenzor jer:

&Y = tit 5] (24)
U literaturi taj tenzor se jo§ zove i jediniéni tenzor jer u bilo kojem sustavu
ima komponente 1.

Ako imamo tenzor ranga r pa su mu svi indeksi slobodni, tada on ima n*
komponenata (koordinata).

Tako na primjer mjeSoviti tenzor a;/ u trodimenzionalnom prostoru ima
3?2 = 9 komponenata.

Teorem: Zadan je dva puta kovarijantan tenzor a; koji ima svojstvo si-
metriénosti u indeksima:
Ay = Ay

Promjenom baze to svojstvo simetriénosti ostat ée i dalje pa ée
biti:

a’i‘ ’

;= Ay
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Dokaz: Prema definiciji tenzora bit cée:

app = 79 7' 4y
Po pretpostavei:
a5 = Ay
Odatle ¢e biti:
ayp = T0 Tty = Tl ay = apy

a time je teorem dokazan.

Napomena: Gornje svojstvo simetri¢nosti indeksa vrijedi za bilo koji &isti
kovarijantni ili kontravarijantni tenzor.

Teorem 4. Zadan je dvovalentni mjeSoviti tenzor b za koji vrijedi sime-
triénost indeksa:
bij = bji
Tada ¢e biti:
bi’J, # bj'p

Dokaz:
by = 7 7V byt = TV 7l b = byP

Ova druga jednakost nije ispravna jer nije ispunjen zakon sumiranja. Nai-
me, da bismo mogli provesti sumiranje po nekom indeksu, on mora biti na
jednom mjestu dolje, a na drugom gore. U naSem slu¢aju oba indeksa i
su dolje, dok su indeksi j gore, pa ne mozemo izvr§iti sumiranje.

Prema tome simetrija istovrsnih indeksa ima tenzorski karakter, dok si-
metrija raznovrsnih indeksa nema taj karakter.

Napomena: Skup brojeva Ay g J1:--Ja oznaéenih indeksima, a koji se pri

prijelazu iz jedne baze u drugu ne vladaju po zakonu tenzo-
ra (21) zove se ekstenziv.

TENZORSKA ALGEBRA
1. Jednakost tenzora

Definicija 7. Za dva tenzora A,b kaZemo da su jednaki

A=B
onda ako su istog tipa i ako u bilo kojoj bazi imaju iste ko-
ordinate.
Koordinate tenzora:
gt e j""Jq:Bxl...ip he--lg (25)
Zbog tenzorskog karaktera za bilo koju drugu bazu bit ée:
Ail’...lp'jl, 'j“‘—':Bil'...ip'J""'J“

Korolar: Ako neki tenzor ima u nekoj odredenoj bazi sve koordinate nula,
tada ¢e u bilo kojoj bazi sve njegove koordinate biti nula. Tj.:

A}=0=A"=0

207



Balog B. Tenzorska algebra Zbornik radova (1983), 7

Ovo je posljedica definicije jednakosti tenzora te tenzorskog karaktera
zadanih koordinata.

2. Zbrajanje tenzora

Definicija 8. Zbrajati (ili oduzimati) mozemo samo tenzore istog tipa, a to
¢inimo tako da zbrojimo (ili oduzmemo) odgovarajuée koor-
dinate.

Zbroj (razlika) takvih tenzora je tenzor istog tipa kao i za-
dani tenzori.

Primjer:
Afc + Bk = g«

Pri promjeni baze:
AF® 4 B® = Ci%

proizlazi da je:
Ci’j,k’ - Ti’i Tjj) Tkk, Ciik

Napomena: Indekse je kod tenzora najpreglednije pisati tako da napiSemo
najprije sve kovarijantne, a zatim sve kontravarijantne in-
dekse, time da iznad ili ispod ispisanih indeksa ostavimo pra-
zna mjesta:

Ay Im Neki autori taj tenzor pi§u i ovako: Ag’;

Prvi naéin je pregledniji pri radu.

3. Vanjsko mnoZenje tenzora

Definicija 9. MnoZenjem dvaju tenzora tipova (p,q), (T,s) dobijemo ten-
zor tipa (p+r,q+s). To mnoZenje vriimo tako da mnozZimo
koordinate prvog tenzora sa svim koordinatama drugog ten-
zora — na taj nacin dobijemo koordinate produkta tih ten-
zora.

T o T 3 .8 __ ...ks
Primjer: A”. -Br. _Cm”

< Sk syt L L K
Pri promjeni baze: Ary. Br,. = Ci’j'r’..
Primjer: a,-b'=c¢ i? MnoZenje kovarijantnog i kontravarijantnog vekto-
ra daje mjeSoviti tenzor ranga 2.
4. Kontrakcija (stezanje) tenzora
Ovo je Cista tenzorska operacija koja se mozZe izvrsiti samo na mjeSovitim
tenzorima.

Definicija 10. Zadan je tenzor T tipa (p,q) s koordinatama
Ty ... b g v
Uoéimo jedan kovarijantan i jedan kontravarijantan indeks.
Iz svih koordinata tenzora T ekstrapoliramo one koji na
oznacenim mjestima imaju iste indekse.

208



Balog B. Tenzorska algebra Zbornik radova (1983), 7

Tada nam zadani tenzor T generira jedan novi tenzor tipa
(p-1,9-1) za dvije valencije manji, a koji je sastavljen sa-
mo od onih koordinata koje na naznac¢enim mjestima imaJu
iste indekse.

Kazemo tada da je taj tenzor nastao kontrakcijom
zadanog tenzora T, odnosno da je on kontrahirani
tenzor zadanog tenzora T.

':[‘.'.1 ..... j”."q—)'T_._l ...... 1...+T..‘2......2...+."+T.‘-n.'....n...:‘
=T p-1y 1n(aqe_1§;amdeksa (26)

Kontrahirani tenzor tipa (p-1,q-1) ima koordinate koje su dobivene kao
zbroj koordinata zadanog tenzora s istim indeksima na oznacenim mjesti-
ma. Ostali indeksi kod tog su zbroja ostali nepromijenjeni.

F s Tk o mad .2 s 08
Primjer: 'Iij -—>Tij _Tu ~|—T12 +...4+T it == T
Tenzor s koordinatama T, nastao je kontrakecijom tenzora s koordinatama
T~

Kontrakeiju moZzemo sukcesicno vr§iti dotle dok ne dobijemo ¢isti tenzor ili
invarijantu.

p > q — kontrakeciju mozemo vrsiti g puta i dobijemo kovarijantan ten-
zor tipa (p-q,0)

p < g — kontrakciju moZzemo vrsiti p puta te dobijemo kontravarijantan
tenzor tipa (0, q-p)

P = q — kontrakeciju mozemo vrsiti p puta te dobijemo invarijantu koja
ne ovisi o indeksu ili promjeni baze.

Spomenut éemo jo§ i tzv. unutarnje mnoZenje tenzora. Kod tog

mnozZenja imamo kombinirano vanjsko mnozenje s kontrakcijom tenzora

— to éemo imati u sluéaju kada se pojave jedan ili viSe istih kovarijantnih

i kontravarijantnih indeksa.

sape K o AR (SN il
Primjer: Aij Bk “ijk _Cij.

Ovdje smo imali jedan par vezanih indeksa (indeks k).
Naznacit ¢emo nekoliko vaznijih primjera unutarnjeg mnoZenja dvaju
tenzora.

(1) Ai-B, =¥ (skalar, invarijanta)
2) A' ‘B =C'
3) Afk ‘B, =C,
(4) A%.B, =C*k
(5) Ax-B*=¢C;
Naroéito je vazno mnoZenje tenzora Kronekerovim simbolom (misli se na
unutarnje mnozenje):
Lk 1 _ p .l
Ak .5l =A; @7

Dobili smo tenzor istog tipa, s neSto izmijenjenom oznakom indeksa.

[ ¥]
>
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5. Permutacija indeksa

Definicija 11. Izomeri su dva tenzora istog tipa, ali s drugaéijim redo-
slijedom indeksa.

3 . P o 5 o
Primjer: A W B.u
Gornja definicija nam govori da svakom tenzoru koji ima barem dva isto-
vrsna indeksa mozemo pridruziti novi tenzor tako da izvrSsimo permutaciju
istovrsnih indeksa.

8 ...8

Primjer: Til...ip jl'njq'—""‘Uil.nip ioevdg = Tyeoot q

e
r,...r, je jedna permutacija indeksa i,...1,
S;...8, je jedna permutacija indeksa j,...],
Svaki viSevalentni tenzor moze imati viSe izomera — taj broj ovisi o broju
istovrsnih indeksa.
Tenzori tipa .
A, Aj, AJ
nemaju izomera.

6. Simetrizacija tenzora

Definicija 12. Za neki tenzor kazemo da je simetri¢an u dva, triili
viSe istovrsnih indeksa ako bilo koja permutacija tih indeksa
daje isti tenzor.

Primjeri: a;; = a,; tenzor je simetri¢an u indeksima Kk, j
bk = piki — pxJ  tenzor je simetri¢an u sva tri indeksa

Ako je tenzor simetriéan u svim indeksima, tada kaZemo naprosto da je
tenzor simetriéan.

Napomena: Kada govorimo o permutaciji indeksa, tada se to uvijek odnosi
na istovrsne indekse.

Definicija 13. Zadan je neki tenzor a;; koji nije simetriéan. Njemu moZemo
pridruziti neki simetriéan tenzor b;; na slijede¢i naéin:

a; — by = a(y) = Y2(a;+a,) (28)
Ovaj postupak zovemo simetrizacija tenzora.

Prema gornjoj definiciji tenzor a(;) je nastao simetrizacijom tenzora a,;.
Indekse za koje 1zvod_imo simetrizaciju stavljamo u zagradu.

; ; 1 :
Primjeri: a5 a@)x = _2_(3,ljk + alix)
: 1 ;
ik, g(lilk) — __2_(ai1k 4 ak]n)
; - o )
gidk 5 (k) — _6_(axjk + alkl 4 giik | giki 4 glkij 4 gkit)
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U zadnjem primjeru vidimo da dolaze u obzir sve premutacije indeksa i,j,k.
7. Alternacija tenzora

Definicija 14. Za neki tenzor T kaZzemo da je kososimetriéni (anti-
simetri¢an) u dva istovrsna indeksa ako premutacija tih
indeksa daje koordinate koje se razlikuju u predznaku:

T .1, o N (29)

Ovaj tenzor je kososimetri¢an u indeksima 1i,j. Za neki tenzor
kaZzemo da je kososimetrican ako je kososimetriéan u bilo
koja dva istovrsna indeksa.

ae Joas

Primjer: Ako je tenzor a* kososimetri¢an, tada mora biti:
ailk — __giik — __gkii — __aikj’

tj. tenzor je kososimetri¢an u bilo koja dva indeksa.

Definicija 15. Zadan je tenzor a;; koji nije kososimetrican. Njemu moZemo
pridruziti kososimetriéan tenzor b; na slijedeé¢i naéin:

1
ay;——>by=ap = 7(% —ay) (30)
Ovaj postupak zovemo alternacija tenzora.

Indekse za koje izvodimo alternaciju stavljamo u uglastu zagradu.

: : . e o .
Primjeri: ai* —— alilx = 5-—(a.‘jk — ajik)
aijk a[i]j]k] = _;_(a,ijk ya- = | akji)
aijk a[ijk] - _}_(aijk o B, aikj B b ajik +ajk1 + akij ., akjl)
6
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Balog B. Tenzors in n-dimenzional linear space

SUMMARY
In the introductory part of the work are treated linear copying n-dimen-
ziongl linear space L as well as multilinear functions.

In this way linear space L is followed by dual linear space L*. By means
of the upper notions is defined a tensor so that the accent is put on
changing of the tensor co-ordinates by the change of the base in the
space L.

Then, there are treated the most important operations with tensors.

Much more attention is paid to entirely temsor operations as there are
contractions, symmetry and alteration of the tensor. ‘

Some more important theorems are demonstrated and many examples
are used for better understanding of detached notions and operations.

(Prijevod: Vera KuSen)
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