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DVA ALGORITMA
ZA LINEARNO VISEKRITERIJALNO PROGRAMIRANJE
S 0-1 VARIJABLAMA

U radu su prikazana dva algoritma za rjeSavanje problema visekriteri-
jalnog 0-1 programiranja i teoretski rezultati polrebni za razumijevanje
postupaka.

1. UVOD

Pod problemom viSekriterijalnog 0-1 programiranja podrazumijeva se pro-
blem

(P) Max {Cx: xeF}
gdje su F={xeR": Ax=b, x,=0,1 jeJ}, C je pxn matrica, A je mxn ma-
trica, b je mxl vektor i J={1,2,...,n}. Gornji indeksi (x},x?%...) ozna-
¢avaju toéke, a donji indeksi (x,,Xx,},...) komponente tocaka.

RjeSenje ovog problema je skup efikasnih to¢aka EF(P), pri ¢emu se za
toéku x°eF kaze da je efikasna ako ne postoji xeF takva da vrijedi
CxXCx® (CxXx° znaéi da je zadovoljeno Cx=Cx® s barem jednom strogom
nejednakoscéu).

U trazenju algoritama za rjeSavanje problema (P) koristile su se razliéite
ideje koje su se oslanjale na razli¢ite karakterizacije efikasnih rjeSenja
problema (P).

U radu J.F. Shapiro [8] za generiranje efikasnih rjeSenja koriste se re-
zultati iz dualne teorije cjelobrojnog programiranja.

D. Klein i E. Hannan [7] razvili su algoritam koji sekvencijalno generira
cijeli skup EF(P) za problem viSekriterijalnog cjelobrojnog linearnog pro-
gramiranja, oslanjajuéi se na algoritam za jedokriterijalno cjelobrojno
linearno programiranje. Specijalno, ako se u Klein-Hannanov algoritam
umjesto algoritma za cjelobrojno programiranje ugradi algoritam za 0-1
programiranje, moze se generirati skup efikasnih rjeSenja za problem (P).

U radu G.R. Bitran [1] koristi se ideja dominacije pomoéu obrnutog po-
larnog konusa za polarni konus definiran redovima matrice C. Na gotovo
istoj teoretskoj osnovi, koja mu je trebala za algoritam prikazan u pret-
hodno spomenutom radu, isti je autor u radu [2] razvio algoritam u
kojem Kkoristi ideju iz teorije grafova.

Od istog autora potjete i algoritam za cjelobrojno visekriterijalno pro-
gramiranje u kojem se primjenjuje postupak grananja i ogradivanja za
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generiranje skupa efikasnih rjeSenja (G.R. Bitran [3]). Kako je ovo po-
druéje relativno novo, realno je ocekivati primjenu novih ideja u rje-
Savanju problema (P).

U to¢ki 2 ovog rada dane su potrebne definicije i ukazano je na vezu
izmedu problema (P) i mnogo opéenitijeg problema Exp[Y/A] koji je
rjeSsavan u radu P.L. Yu [6].

U tokama 3 i 4 prikazani su potrebni teoretski rezultati za algoritme
prikazane u radovima G.R. Bitran [1] i [2] te sami algoritmi. Teoretski
rezultati ilustrirani su s viSe primjera, a neki od primjera koji ilustri-
raju specijalne slucajeve preuzeti su iz originalnih radova. Algoritmi su
prikazani postepeno uz komentiranje svakog koraka. Isti zadatak rijeSen
je ruéno pomocéu oba algoritma korak po korak $to omoguéava lakSe ra-
zumijevanje postupka.

U tocéki 5 spomenuti su neki problemi primjene viSekriterijalnog 0-1 pro-
gramiranja.

2. DEFINICIJE

Definicija 2.1. Neprazan skup ACR® zove se konus, ako iz xeA ia=0, aeR
proizlazi axeA.

Definicija 2.2. Za proizvoljan skup ScR® polarni konus je skup
S*={yeR” y.x=0, VxeS}.

Definicija 2.3. Neka Y i A oznacéavaju skup i konus u R® Tolka x° je
A-ekstremna to¢ka od Y ako vrijedi
(i) x’eY
(i) ne postoji x, x#=xX° x°=x-+A.

Skup A-ekstremnih toéaka od Y oznacava se s Ext[Y/A].

Definicija 2.4. Neka je YCR™ deR" d=0 je dominirajuéi faktor za ye¥Y
ako iz x=y+Ad i A>0 proizlazi da y dominira x.

Familija {D(y)/yeY} zove se struktura dominacije za Y 1 oznacava se
s D(.).

Definicija 2.5. Za dani skup Y i I(.), to¢ka x° je nedominirana to¢ka s
obzirom na D(.) ako ne postoji xe¥, x=x° i x°=x+D(x).

Definicija 2.6. Neka su x° xeR" KaZe se da x° dominira x u smjeru d,
ako je x°=x+Ad za neko A>0.

Definicija 2.7. Za danu matricu C kaZe se da x° dominira x s obzirom
na C, ili jednostavno y dominira x, onda i samo onda
ako je CyxCxk.

Iz ovih definicija proizlazi da je za problem Max{Cx: x€F, FCR"}
Pareto-optimalno rjeSenje zapravo nedominirana to¢ka u smislu defini-
cija 2.4. 1 2.5, kada je struktura dominacije sadrzana u polarnom konusu
odredenom redovima matrice C.
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U ovom radu upotrebljava se pojam dominacije u skladu s definicijama
2.6 i 2.7, pa su smjerovi dominacije iz odgovarajuéeg obrnutog polarnog
konusa (u radu G.R. Bitran [1] na str. 123 upotrijebljen je termin revers
polar cone).

Proizlazi da je odredivanje skupa efikasnih rjeSenja za problem Max{Cx:
xeF, FCR"} zapravo specijalan slu¢aj odredivanja skupa A-ekstremnih
totaka Ext[F/A] pri ¢emu je A odgovarajuéi konus.

3. PRVI ALGORITAM

3.1. Teoretskl rezultati potrebni za konstrukeciju algoritma

U daljnjem tekstu upotrijebljene su slijedeée oznake:
DUC={xeR": x;=0,1 jed}

(P’): max{Cx:xeDUC}

EF(P): skup efikasnih rjeSenja problema (P)

EF(P’): skup efikasnih rjeS§enja problema (P’)

EF(P)¢ i EF(P’)° su skupovi neefikasnih to¢aka u (P) i (P).

U proucéavanju problema (P) korisno je poéi od problema (P’). Pokazuje
se da se skup efikasnih rjeSenja problema (P’) moze karakterizirati po-
mocéu skupa

V={vieR" i€K/Cv'>0 iv{/=0,1 ili-1, ieK, jeJ} pri &¢emu je K={1, ..., k}.

Vektori v¢ imaju slijedeéa svojstva:-
(i) sadrzani su u obrnutom polarnom konusu za polarni ko-
nus odreden redovima matrice C, '
(ii) oni su smjerovi preferencija za dominaciju s obzirom na
matricu C.

Skup to¢aka iz DUC dominiran u smjeru v! moze se karakterizirati slije-
deéim preslikavanjem:
M:V—>DUC, M(V)) ={xk },

vji in

0 1,0

1 0
—1 1

Primjer 3.1.1. v!=(01—10) M(v')={(1011), (1010), (0011), (0010)}
U slijedeéoj lemi iznose se neka od svojstava ovog preslikavanja:
Lema 3.1.1.

(a) Ako je xeM(v) za neki veV, tada je x+veDUC i1 C(x+v)xCx, tj,
xeEF(P))".

(b) Ako je xeDUC i xeEF(P)¢, tada postoji veV takav da je xeM(v).
(c) Neka je xeDUC i xeM(v) za neki veV. Tada x+veDUC.
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Dokaz:

(a) Po definiciji je M(v)+vcDUC. Nadalje je zbog Cvx0 C(x+V)XCx.

(b) Zbog xeEF(P’)° postoji x'eDUC takav da vrijedi Cx!>Cx, odnosno
C(x!—x)0. Stavi 1i se v=x'—x, proizlazi da je xeM(V).

(c) Iz xeM(v) proizlazi da za neki jeJ vrijedi v;=1 i x;=1 il vy=—1 i
x;=0. Za bilo koji od ova dva sluéaja proizlazi x+veDUC.

U ovoj lemi sadrzan je i dokaz za slijedeéi teorem:

Teorem 3.1.1. U, M(Vv') je skup neefikasnih to¢aka u (P’), tj.
EF(P')°= U M(V').

Dokaz: u lemi 3.1.1. (a) dokazano je U, M(V))cEF(P’)° a u (b) je do-
kaz za EF(P’)°c U M(V).

Moze se pokazati da za generiranje skupa EF(P’)¢ kao U, M(Vv!) nije
potreban cijeli skup {v‘/ieK}, veé se moze raditi i s njegovim podskupom.
Kako se mozZe odrediti taj podskup, moZe se zakljuciti iz slijedeée leme:

Lema 3.1.2. Neka su v, v’eV, te v;'=v? za j¢J, i v,'=0 za jeJ, Tada je
M(v¥) cM(v). !

Dokaz: neka je yeM(v?). Prema lemi 3.1.1.(a) y+v?eDUC. To zna¢i da je
za bilo koji jeJ y;=0 ili 1 1 y;+v?=0 ili 1. Zbog v/'=v? za j¢J, vrijedi i
y;+v;'=01ili 1, a zbog v;'=0 za jeJ, je y;+v,'=0 ili 1. Dakle je y+v'eDUC,
pa prema lemi 3.1.1.(c) slijedi yeM(v?).

Primjer 3.1.2. v'=(1-100), v*’=(1-101). J,={3,4},

M(v!)={(0111),(0110),(0101),(0100)}
M(v)={(0111),(0101)}.

Za vektore v! i1 v sa svojstvom iz leme 3.1.2. kaZe se da v pokriva v? (v! je
pokrivajuéi element za v?).

Ova lema je korisna kod generiranja skupa V. Naime, ima 1li neki vektor m
nula, on pokriva sve one vektore koji se u preostalim komponentama po-
dudaraju s njim. Dakle njih 3™—1.

Za vektore koji se pokrivaju vazi i slijedeéa lema:

Lema 3.1.3. Neka su v! i v?eV takvi da v' pokriva v Tada vrijedi
M(v?) +vicM(V!) +Vvi.

Dokaz: pretpostavimo xeM(v?). Nadalje neka je y;=x;+v? za jeJ, i
V;=X; za j¢J, Prema lemi 3.1.1.(a) za jeJ, je y;=0 ili 1. Zbog toga je
yeM(v') i vrijedi y+vi=x+Vi X

3.2. Veza izmedu problema (P’) i (P)

RjeSenje problema (P) povezano je s rjeSenjem problema (P’). Ukljuce
li se u dosadaSnja razmatranja ogranitenja AxXx=b, nije teSko zakljuciti
slijedece:

(i) Svaki xeEF(P’) NF je ujedno efikasan i u (P)
(ii) Neefikasna toéka u (P’) nije nuzno i neefikasna u (P).
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Te tvrdnje stroZe su formulirane i dokazane u slijedeéoj lemi:

Lema 3.2.1.

(a) Ako je za neki ueK Av'=0, tada je FNM(v*) cEF(P)-.
(b) Pretpostavimo x°¢EF(P’), x’¢EF(P) 1 neka je I(x°) ={leK : x’eM(v))}.
Tada x°+v¢F ¥ i eI(x?).

Dokaz:

(a) Neka je xeFNM(v®). Tada x+v'eDUC i A(x+Vv*')=Ax+AV'=AX=D
tj. x+vieF.

(b) Neka je x°cEF(P). Zbog C(x°+Vv)XCx® slijedi da x°+Vv'¢F ¥ 1 eIl(x%).

3.3. Algoritam (G.R. Bitran [1])

Osnovna ideja za postizanje skupa EF(P) je da se taj skup odredi kao
unija to¢aka efikasnih u (P’) i u (P) (kao EF(P’) nF) i onih to¢aka koje
su neefikasne u (P’) ali su efikasne u (P).

Algoritam se izlaze po koracima uz odgovarajuée komentare:
Neka je I'={1=1 =r:Av' =0} 1 I’={1,2,..,r}—TI.

1. korak
Konstruira se podskup V= {v'}i-y" od V potreban za odredivanje skupa
EF(P)°= U ;-;"M(V') =U ;M (V).

2. korak
Odredi se skup EF(P’)e.

3. korak
Odredi se skup toc¢aka efikasnih u (P’) 1 u (P)
EF(P) N\F=(DUC —EF(P)°) NF
Preostalo je da se identificiraju one toéke neefikasne u (P’) koje su
efikasne u (P).

4. korak

(a) Odredi se skup ¥Y=U,,'M(v!). Prema lemi 3.2.1.(a) totke iz ovog
skupa pripadaju skupu EF(P)°.

(b) Odredi se skup A;=M(v')+{v'}, ieI’. U ovom skupu nalaze se one
to¢ke iz DUC koje dominiraju totke iz M(v') u smjeru v'. Preostale
totke iz EF(P) su u nekima A, iel’

(c) Odredi se skup Q,=M(v))—V¥, ieI’. Ovime se iz skupa M(v') (eI’
tj. Avi>0) isklju¢uju toéke iz ¥ (tj. one koje su dominirane u ne-
kom drugom smjeru v, Avi=0).

(d) Odredi se skup A=, — {xeQ, : 3yeEF(P’) NF, Cy>Cx}, iel’. Time
se iz skupa Q, isklju€¢uju one toéke koje su dominirane s nekom od
toéaka efikasnih u (P) dobivenih u 3. koraku.

(e) Odredi se skup n,=A;NF, i€l

(f) Odredi se skup 6,={xen, : AyeANF 1 Cy>Cx}
i skup 0°=m,— 6, iel’
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U 0, nalaze se totke koje nisu dominirane u smjeru v, a u 6 su
toéke koje su dominirane u smjeru v.

(g) Odredi se skup ®= U 20, — U 20,°. Time su odredene one totke ko-
je su neefikasne u EF(P’) a efikasne u (P).

5. korak
EF(P)=(EF(P)NF)
Tockama efikasnim u (P’) i (P) dodaju se to¢ke iz ® i time je komple-
tiran skup EF(P).

Primjer 3.3.1. Rije§iti problem
(P)Max{Cx: xeF}

1 1-1
pri cemu je C=|1 0 1| F={x€eR® x,+X,+X;=2, x;,=0,1, j=1,2,3}

2-1 1
Za ovaj primjer dobije se
V={(111),(110),(11-1),(101),(100),(10-1),(1-10),(1-1-1), (01 1)}
1. korak

v® pokriva vektore v!, v, v3, v, v, v i v® s Jo={2, 3}. Zbog toga je skup

{v®, v’} dovoljan za konstrukciju skupa EF(P’)e.
Takoder dobije se I'=0, I>’={5, 9}.

2. korak
EF(P)e=M(v®) UM(V®) ={(011), (010), (001), (000), (10 0)}

3. korak

EF(P’) NF=(DUC — EF(P)°) ﬂF={(1 11), (110), (101)}ﬂF=
={(110), (101}
4. korak
(a) Y=0
(b) A;={(111), (110), (101), (100)}
A9={(01 1), (111)}
(c) Qsz{(Oll), (010), (001), (000)}
99.—.{(100), (000)}
(d) A;=9
AQ:{(IOO)}
(€) n;=9
1,={(100)}
(f) 6,=9 0,,=9
8,={(100)} 0, =0
(g) <I>={(100)}
5. korak
EF(P):(EF(P')HF)Ud):{(l10), (101), (100)}

‘Kako skup DUC za zadani problem sadrzi svega 8 elemenata, lako se pro-
vjeri da je stvarno dobiven skup efikasnih rjeSenja za zadani problem.
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4. DRUGI ALGORITAM
4.1. Definicije 1 teoretski rezultati

U izlaganju ovog algoritma uz prethodno definirane pojmove koriste se
jo§ neki.

Definicija 4.1.1. Za dva skupa X, YCR" i matricu C, s YP>X oznaéava se
skup toc¢aka iz X koje nisu dominirane ni s jednom toé-
kom yeY s obzirom na C (Y»PX={x/xeX 1 AyeY,
C(y —x)20}).

Uz preslikavanje M(v) uvodi se novo preslikavanje N : V-DUC dano slije-
dedom tabelom (u tabeli je uz preslikavanje N(v) dano i preslikavanje
M(v) zbog uocavanja medusobne veze):

v xeM(v) xXeN(v)
Vi X; X
0 0,1 0,1
1 0 1
-1 1 0
Tabela 4.1.1.

Primjer 4.1.1. Neka je v=(01-10). Dobije se
N(v)={(0100), (0101), (1100), (1101)}

Preslikavanjem M(v) odreden je podskup to¢aka iz DUC koje su domini-
rane u smjeru v, a N(v) je podskup to¢aka iz DUC koje dominiraju tocke
iz M(v). ‘

Veza izmedu skupova M(v) i N(v) moze se formulirati u obliku poucka
Poucak 4.1.1. Za svaki veV vrijedi N(v)={v}+M(v)
Na slijedeéem primjeru to se lako vidi:

Primjer 4.1.2. v=(01-10)
M(v)={(0010), (0011), (1010), (1011)}
N(v)={(0100), (0101), (1100), (1101)}

U prethodnoj to¢ki skup M(v) posluzio je za formiranje skupa neefikasnih
rjeSenja problema (P’) zbog EF(P’)°= U, M(v!). Nazalost, iako je N(v)
skup toéaka iz DUC koje dominiraju toc¢ke iz M(v), ne vrijedi ni EF(P’) =
= U xN(v) ni EF(P’)c U,xN(v'), odnosno, moze postojati totka xeEF(P’)
takva da vrijedi x¢N(v') ¥ ieK.

Slijedeéi primjer ilustrira takvu situaciju:
Primjer 4.1.3. (G.R. Bitran [2], primjer 2.1.) Dan je problem
: [-1 27 .
) max‘ 2-1 X : xeDUC ;.
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U skladu s definicijama je
V={(1 1)}, M(M)={(00)}, N(M)={(11)}.
Lako se vidi da je skup efikasnih toéaka za zadani problem
EF(P)={(10), (11), (01)}
a one sve nisu sadrzane u N(v).

Iako u ovom sluéaju vrijedi EF(P’) oN(v), to ne mora vrijediti opéenito.
Primjer za to je slijedeéi:

Primier 414, Neka je C=[ (1) 2 ] Tada je V={v'=(10), v»=(01), v*=(11)}.
Naduy,» j: MO =10, (11, , N(v9)= {(01), (11)}, N(¥)={(11)}.
Neka je z=(r 1) 1 y=(1v). O¢ito je da vrijedi z=y-+v?% odnosno z domi-
EArE v & Sao X Al D8 Y i Biw j.

U ent L.12 pikezino (2 ca == . .v2eV takve da v!' pokriva v? vrijedi
M(v?) cM(v). Ova tvrdnja moze se pojacéati:

Pouéak 4.1.2. Neka su v'=v?% v!, v’eV i neka je J,={jeJ: v;'=0}.
Tada je vi'=v? za j¢J, onda i samo onda
ako je M(v® cM(v)) (ili N(v?)cN(v)).

Doke?* Numo.: je ¢tk.zwna "1 \ni 3.1.2.

Lowv 1P.cst: pretoostavi se da za j¢J, vrijedi vi'=v? Po definiciji presli-
kevarja A cujel A V)M M v)I=¢ a0 je V=@, a u sluéaju v?=0 postoji
XEM(V-) tana/ Ja j X;=y; ¥ vel (v'). U oba sluéaja dolazi se u kontra-
dikeiju s pretpostavkom M(v?) cM(v'). Za dokazivanje tvrdnje N(v?) cN(v?')
uz dokaz poucéka 4.1.2. koristi se poucak 4.1.1. i definicija skupa M(V).

Direktna posljedica poucka 4.1.2. je ta da je skup pokrivajuéih elemenata
od V dovoljan za generiranje skupova U ;M(v)) i U, N(v') zbog
Ui=y™M (V) = U;ixM(V) 1 Uo/N(V) = U xN(V).

Vazno je spomenuti da skup V pokrivajué¢ih elemenata skupa V nije naj-
manji podskup skupa V koji ima ta svojstva (vidjeti u radu G. R Bitran [2]
primjer 2.11). No, nije pronadena karakterizacija za takav podskup u
opéem slucaju.

Pouéak 4.1.3. Neka su v!, v’eV. Tada je N(v)) NM(v®)=@ onda i samo
onda ako je v;'-v?>0 za neki jeJ.
Dokaz: Nuznost: pretpostavimo da je v'-v?=0 ¥ jeJ. Tada se moZe kon-
struirati x=0, xeN(v!) N1M(v?) na slijedeéi naéin

1 ako vrijedi v;'= 1 ili v?=-1

%= )0 ako vrijedi)Vy'=-1 ili v?= 1
Vj1= 01i ij= 0
U pretpostavljenom sluc¢aju je dakle xeN(v') N M(v?).
Dovoljnost: pretpostavimo xeN(v!) NM(v?). To znaé¢i da je x— v'eDUC i
x+v?eDUC, odnosno da je x;=0 za v/'=0 il -1 1 v?=0 ili 11
x;=1za vi'=11li 0 i v?=0 ili -1.

U oba sluéaja vrijedi v~ v2=0 ¥ jed.
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Korolar 4.1.1. Za svaki veV vrijedi N(v) NM(v)=0.

Korolar 4.1.2. Neka su v,, v,eV i neka je J,={jeJ : vj'!=0}. Ako je vi=v,
za jedJ, tada je N(v!) NM(v,)=0 i N(v’) NM(v')=0.

Poucak 4.1.4. Neka su v}, v2eV. Tada M(v!) N M(v?) =@ (ili N(v!) NN(v%) =0)
onda i samo onda ako je v;'-v;><0 za nekl jed.
Dokaz. Nuznost: neka je v;'-v?Z0 za sve jeJ i neka je x konstruiran na
slijedeéi nacin
1 ako su obje komponente v! i v?=-11li 1
X1={0 ako nije ni jedan od gornja dva sluéaja

O¢ito je x+v' 1 x+v2eDUC ili ¢DUC pa je zbog toga xeM(v') NM(Vv?)
(xeN (V) NN(v?)). Zbog toga, da bi vrijedilo M(v!) NM(v¥) =0 (N(v))N
NN(v*) =0), mora biti za najmanje jedan jeJ v;'-v?<0.

Dovoljnost: pretpostavimo xeM(v!) NM(v?). To znaéi da je x+4v'eDUC 1
x4+ v?eDUC, odnosno da je
0za vii=01li 11v?=01ili1
%=1 za vil=-11l 01 v2=-11ili 0
pa je u svakom sluéaju v;'-v;?=0.

Pretpostavimo da je xeN(v!) NN(v?). Otuda je x-v'eDUC i x - v?eDUC,
odnosno ;

_{0 za v'=0 ili -1 1 v2=0 ili -1

T\l za vii=11il1 01 vi=11ii 0,
pa je vit-v2=0.

Zbog razumijevanja algoritma korisno je dosadaSnje teoretske rezultate
povezati s nekim pojmovima iz teorije grafova. Ako se elementi skupova
UpegM (V) 1 U xN(v)) promatraju kao évorovi grafa koji se mogu pridru-
Ziti vrhovima hiperkocke odredene skupom DUC, ti grafovi ne moraju
biti povezani, tj. ¢vorovi ne moraju pripadati susjednim vrhovima u DUC

U slijedeéem primjeru konstruirana je té;kva situacija:

Primjer 4.1.5. (G.R. Bitran [2], primjer 2.9.) Matrica kriterija C zadana
je redovima e¢!'=(1111), ¢2=(1-210), ¢c3=(-1201), c'=
=(-12-10) 1 ¢*=(1-20-1). Za tu matricu je V={(v'=

‘=(111-1), v*=(10-11)}, M(V)={(0001)}, M(V)=
={(0010), (0110)}, N(v)={(1110)}, N(v)= {(1001),
(1101)} 1 vidi se da ni M(v') UM(v?) ni N(v') UN(v?®) nisu
povezani. Zbog U, M(Vv) =EF(P’)¢, moZe se zakljuc¢iti da ni
skup neefikasnih rjeSenja problema (P’) nije nuzno povezan.

Korisno je postignute teoretske rezultate formulirati i u slijedeéem obliku:

— ako je yeN(v') NM(v?), tada postoji zeN(v?) takav da je z=y-+V?% tj.
z dominira y u smjeru v?

— ako je N(v!) NM(v?) =0, moze postojati zeN(v?) takav da z dominira
yeN(v!) u smjeru v? (tj. ¢injenica da vrijedi N(v') NM(v?) =@ ne mora
znaciti 1 to da yeN(v') nije dominiran u smjeru v?). Takva situacija
konstruirana je u radu G.R. Bitran [2] u primjeru 2.1.
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4.2. Algoritam (G.R. Bitran [2])

Ideja algoritma za postizanje skupa EF(P) na temelju iznesenih teoret-
skih rezultata u to¢ki 4.1. moZe se prikazati pomoéu pojmova iz teorije
grafova. Vrhovi jediniéne hiperkocke mogu se promatrati kao ¢&vorovi
orijentiranog grafa u kojem su lukovi elementi od V, pri ¢emu su é&vorovi
x! i x? povezani lukom veV s poéetnim évorom x! i zavrinim é&vorom x?
ako je x*=x'+v ili, drugim rije¢ima, kada je x2eN(v) i x'eM(v). U tom
slu¢aju kaze se da je x? sljedbenik od x!. Taj graf oznaéi se s G(DUC, V).

Neka su svojstva tog grafa znadajna za razumijevanje algoritma:

(a) zbog toga jer ne mora svaki element iz DUC biti u nekom N(v), slijedi
da neki vrhovi od G(DUC, V) mogu biti izolirani &vorovi;

(b) u svakom putu zavrini évor je efikasan u (P’), dok su svi prethodnici
elementi skupa U;5,M(V');

(c)*u grafu G(DUC, \7‘) nema ciklusa. To svojstvo grafa je posljedica &i-
njenice da je suma elemenata bilo kojeg podskupa skupa V razliéi-
ta od 0.

Algoritam se iznosi postepeno uz odgovarajuée komentare koji bi trebali
omoguéiti njegovo lakSe razumijevanje.

Prvi dio
Odrediti skup V.

Drugi dio

Odrediti skup vrhova jediniéne hiperkocke koji su bilo izolirani &vorovi,
bilo zavrsSni évorovi u G(DUC, V). Taj skup oznac¢i se s D, a moze se
odrediti na osnovu slijedeéeg svojstva njeg__c_)vih elemenata: xeD onda i
samo onda ako je xeDUC i x+v¢DUC VveV.

Treéi dio
Neka je E,=0@.

1. korak
Formira se skup ED=(DNF)>(DNF). U ovom koraku dobiju se izo-
lirani i zavrsni ¢vorovi grafa G(DUC, V) koji mogu biti efikasne tocke
za (P) ukoliko ne postoji efikasna to¢ka izvan tog skupa koja bi ih
dominirala. Takva toéka mogla bi biti samo neka od prethodnika ne-
kog od zavrinih &évorova koji nije mogué (nije iz DNF).
Dakle, treba ispitati prethodnike zavrSnih ¢évorova koji nisu moguéi.

2. korak
Formira se skup E;=EDX} (D\ F).
Iz skupa D\ F uklanjaju se oni zavrini évorovi koji su dominirani
nekim elementom iz ED. Ako je E;=@, EF(P)=ED i algoritam staje.
Ako je E,=©, ide se na korak 3.

3. korak
Formiraju se skupovi E,=E;>ED i E,=ED\E,.
Tocke iz E, su sigurno i iz EF(P) jer nisu dominirane ni s to¢tkama
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iz DNF ni s onima iz D\ F, pa ih ne mogu dominirati ni prethodnici
évorova iz D\ F.

4. korak
Odrede se svi prethodnici ¢vorova x€E,. S E, oznat¢l se podskup pret-
hodnika koji su u F, a s E; se ozna¢i podskup onih koji nisu moguéi.
U E, jo3 je moguée naéi totke iz EF(P). One se identificiraju provje-
rom dominacije s elementima skupova E, i E,, s tim da se pri tom
reducira moguéi skup ispitivanjem dominacije pomoéu tocaka Kkoje
su sigurno iz EF(P) ili su dominirane s EF(P).

5. korak
Odredi se skup E,=E,}E,.

6. korak
Odredi se skup E,=E;}E,.

7. korak
Odredi se skup E;=E,}E;.

8. korak
Odredi se skup E,=E,}>E; i stavi se E,=E,UE,.
Toéke iz E, su efikasne u (P) ako medu prethodnicima é&vorova iz E;
nema onih koji dominiraju to¢ke iz E,. Zbog toga se u iduéim kora-
cima ispituju to€ke iz skupa E..

9. korak
Odredi se skup E;=E,>E;. U ovom koraku iz skupa E; izbace se sve
one tofke koje su dominirane s nekim xeE, (E,cEF(P)).

10. korak
Odredi se skup E;=E,>E,. Stavi se E,=E,. Izbace se sve totke domi-
nirane s E, (u E, su to¢ke iz EF(P) i mozda iz EF(P)®).
Ako je E;=0, postupak je gotov i EF(P)=E,UE,.
Ako je E;=0, ide se na korak 4.

Kada se postupak zaustavi, svi évorovi grafa G(DUC, V) su ispitani — bilo
implicite bilo eksplicite. Konaéni skup EF(P)=E,UE, je skup totaka iz F
koje nisu dominirane ni s jednim moguéim évorom iz G(DUC, V).

Primjer 4.2.1. Pomoé¢u prikazanog algoritma treba rijesiti zadatak iz pri-
mjera 3.3.1. Medurezultati potrebni u ovom postupku, a koji
su odredeni u primjeru 3.3.1, ne ra¢unaju se iznova.

Prvi dio
V={v,=(100),v*=(011)}
Ovaj skup odreden je u primjeru 3.3.1.

Drugi dio
D={(111),(110),(101)}

Treéi dio

E,=0, DNF={(110),(101)}
1. korak ED={(110),(101)}
2. korak E;={(111)}
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3. korak E,;={(110),(101)}, E,=9
4. korak E,={(011),(100)}, E;=0
5. korak E;={(100)}

6. korak E,=0

7. korak E;={(100)}

8. korak E;={(100)}, E,=E,

9. korak E;=9, E,=E,=9

EF(P)=E,UE,={(100), (101), (100)}.

5. NEKI PROBLEMI PRIMJENE VISEKRITERIJALNOG
0-1 PROGRAMIRANJA

Brojnost do sada razvijenih modela jednokriterijalnog 0-1 i cjelobrojnog
linearnog programiranja, u cilju rjeSavanja odgovarajué¢ih realnih pro-
blema (viSe takvih modela prikazano je u radu T. Hunjak [4]), te &inje-
nica da je mnogo realnije tretirati te probleme kao probleme viSekriteri-
jalnog odlu¢ivanja, ukazuju na vaznost i isplativost ulaganja napora za
pronalaZenje efikasnih algoritama za viSekriterijalno programiranje.

Racunarska iskustva autora tih algoritama pokazuju da je dobra strate-
gija u poveéanju njihove efikasnosti specijalizacija opéih algoritama na
temelju svojstava realnih problema. Naime, pokazalo se’ da vremena za
postizanje skupa EF(P) znacajno ovise o broju efikasnih rjeSenja, odnosu
broja negativnih i nenegativnih elemenata u matrici C, te odnosu vektora
b i vektora-sume redova matrice A. Autor ovoga rada nacinio je program
za algoritam prikazan u toc¢ki 4, specijalno za slu¢aj kada matrica C ne
sadrzi negativne elemente.? Taj slu¢aj odgovara problemu viSekriterijalne
selekeije projekata (vidjeti rad T. Hunjak [5]). Jo§ nisu u potpunosti is-
pitane moguénosti tog programa, posebno kako rjeSava probleme veéih
dimenzija.®

1) Vidjeli u radu. G.R. Bitran [1] tabelu 1 na str. 130 i tabelu 2 na str. 131, te u
radu [2] tabele 4.1, 4.2, 4.3, 4.4.

2) Ta varijanta algoritma opisana je u radu G.R. Bitran [2].
3) Algoritmi prikazani v toékama 3 i 4 testirani su na problemima s manje od
20 varijabli.
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SUMMARY

Two algorithms and related theoretical results are presented for linear
multiple objective programs with zero-one variables.
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