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TopoloZki prostor X je K-novmalan (S3epir. |2|) ake svaka dva
disjunktna mgularno zatvorena pedskupa u njemu imaju disjunktne
okoline. Ako je k& tome svaki vegularnmo zatvoreni podskup proeto
ra X nul-skup, kaZeno da je X savr3eno «-mormalan. Sdepin (2|
dokazano je da je produkt metri3kih prostora savrdeno «-norvma—
lan.

o
&

U radu dokazujemo savedenu K-normalnogt limesa inversnog nisza
savrdeno k-rormalaih prostora uz zatvorena irveducibilnag pres-—
likavanja. Dokazuje se (savrdenz) r-normalnost limesa dobro

uredjenog sistema X = {Xa’faa’ mr}s d (X, 4ﬁ§f, uz zatvorene

treducibilne projekeije f;:X¢E1. Dobitvent teovemi primjenjuju
ge na itnverzne sisteme sevarabilnih prostcra.

U Dodatku data je primjena na povesarcst limesa.

1. UvoD

Jedna od znafajnih generalizacija pojma normalnosti topolo3kog
prostora je k-normalnost i savriena k-normalnost koju je uveo
Scepin |11. Njezina vaZnost proizlazi iz Cinjenice da je pro-

dukt separabilnih metritkih prostora savr3eno k-normalan (SEE
pin [1]), dok je poznato da produkt RN1 nije normalan. Mi Ze-
limo ova] rezultat 3&epina prenijeti na inverzne sisteme. Zbog
toga u ovoj uvodnoj toCki dajeme definicije potrebne u ostalim

tockama rada.

1.1. Inverzne sisteme oznafavat cema s X = {xa’faB’ Al}.

Ako je A dobro uredjen skup, zvat demo sistem X dobro uredje-
nim. Ako je A skup svih ordinala <u_, cf (wT) =o_ 1 za svaki

* AMS (MOS) subject classification (1980), Primary 54 CO &,
Secondary 64 D 15
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limitni ordinal acA je X, homeomorfan limesu sistema
{Xg,ng,A‘}, A" = {B:peA,B<a}, kaZemo da je X neprekidan in-

verzni sistem.

1.2. Za topeloSko svojstvo P kaZemo da je neprekidno ako lim
X posjeduje svejstvo Cim ga posjeduju prostori XyueX.Ana-
Togno se definira prebrojiva neprekidnost, odnosno uvje-
tna neprekidnost nekog topoloSkog svojstva.

1.3. S N odnosno wo oznalavat cemo skup svih konadnih odnosno
prebrojivih ofdinala.

1.4, Gustcéa d{X) topololkog prostora X je najmanji kardinalan
broj za koji postoji podskup AcX koji je svuda gust u X
i potencije |A] =d (X). '

1.5. Ako je U otvoren u X, tada je d(U)<d (X).

1.6. Nadalje, ako je { u,}, ueM, [M|>d (X),|M| regularan kardi-
nal, padajuca fami?ija otvorenih nepraznih skupova sa
svojstvom s By B @, tada postoji uoeM takav da je
Uu= Uuo za sve u>l .
1.7. Nasljednu gustocu hd(X) definiramo kao sup d(M), M pot-
prastor od X.

1.8. (Smirnov; Sierpinski; cit. u Engelking |1|,pp.155., prob-
Tem 2.7.9. (e)). Topolodki prostor X zadovoljava hd (X} <N,
onda i samo onda ako za svaki rastuéi niz FoCF,CF,<..0

””CFEC“"’ g<ma, zatvorenih skupova FEEX postoji
go<wa takav da je FE = FEo Za sve E>E .
1.9. (Tkafenko |1]|). Neka je X ='{Xu, qu,ﬂ} dobro uredjeni

inverzni sistem, Ako je hd (X )<\ za sve oecq, tada hd
(Iim E)Slu A

1.10,.Preslikavanje f : X+Y je ireducibilno ako ne postoji za-
tvoren FeX sa svojstvom f(F) = Y ili, ekvivalentno, ako

jeza svaki neprazan otvoren U X neprazna mala sltika
-1
FF(U) =ty 1 yer, £ {y) E Ul
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112

Ako je f : X»Y zatvoreno ireducibilno,tada je za svaki
neprazan atveren U & ¥ otvorena i neprazna mala siika

fH(U). K tome Je £ (u) = FF(U), te je slika regu-

larno zatvorercg skupa regularno zatvoren skup. {(Vidi:
Arhangelskij | Ponomarev i1]|, pp. 356., uprafnenie 108).

Podskup A prostora X je regularnc zatvoren (otvoren)
ako je A =1Int A (A = Int A),

2, SAVRSENA k~-NORMALNOST LIMESA

2.1,

2.2,

2.3,

P4

Definicija (5Zepin [2}). TopoleZki prostor X je «x=nor-
malan ako svaka dva disjunkina regularno zatvorena pod-
skupa iz X imaju disjunktne ckeiine u X.

Teorem. (LonZar {1]). Neka je X = {Kn,fnmN} inverzni niz
k=normalnih prebrojivo kompaktniiti prostora Xn i zatvore~
nih ireducibilnih veznih preslikavanja f . inverzni
limes X = lim X je k=normalan. nm

(3Zepin |2]). Za topolefki prostor X ekvivalentni su sli-
jedeci uvjeti:

a) X je k-normalan i svaki reguiarno zatvoreni podskup
iz X je presjek prebrojivo mnoge regularno otvorenih
skupova.

LY

b) Svaki regularno zatvoreni skup A prostora X je nul-
-skup, tj. posteji neprekidna realina funkcija f:X-R
sa svojstvom A = £ (0).

c) Za svaka dva disjunktna otvorena skupa, U,V&X posto-
ji neprekidna realna funkcija f : X+R koja je na U ne-
gativna, a za V pozitivna,

Definicija. (3%pin |[2]). Topolo3ki prostor X je savr3eno

K -normalan ako zadovoljava bilo koji od uvjeta a), b) i
€} s
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(5Zepin |2|). Produkt metriZkih prostora je savrieno
-normalan.

X
Napomenimo da produkt N ~ ! nije normalan (Engelking |1/,
pp. 160, Problem 2.7.16. (a)).

DokaZimo sada slijededi teorem o prebrojivoj neprekidno~
sti savriene Kk -normalnosti.

2.6, Teorem, Ako je X = {X ,f ,N} inverzni niz savr3eno
K-normainih prostora Xn i zatvorenih ireducibilnih
preslikavanja fnm’ tada je X = llm X savr3eno k-normalan.

Dokaz: Prije svega projekcije f : X = X_ su zatvorene (Zenor

[1]). Pa su ireducibilne, nije tefko dokazati. Iz 1,11, slijedi
da su f_(y) regularno zatvoreni za svaki regularno zatvoreni

U X i svaki neN. Jasno da jelU = 7 ) f-‘ f (U). Kako je
neN n n
X savrdeno «-normalan, to postoji g, * Xn+l sa svojstvom
-1
0) = f "
g, (0) JLu) )
z gn n

i “;E—— , X = (xn)ex, je neprekidna fun-

Funkcija g (x) =

kcija g : X+l. Nije te3ko provjeriti da je g—1(0) =U i dokaz
savr3ene k-normalnosti je - zbog 2.3. b) - gotov.

Napomenimo da je ovaJ teorem analogan teoremu o prebFOJIVOJ

neprekidnosti savrSene normalnosti (Cook and Fitzpatrick [11)

2.7. Tecrem. Neka je X = {xa’faB’Q} dobro uredjeni inverzni
sistem prostora X sa d(X)g hﬁ i zatvorenih ireducibil-

nih presllkavanJa f _ i surjektivnih projekcija F :X+X .

tada je d (X)s ¥ .
Dokaz. Neka je Y, gust u X;. U svakom originalu f (y]),y}aY

af

odaberimo xlsX i skup tako odabranih X4 eX oznacCujemo s Y Tvr-
dimo da je Y gust u X. Naime, za svaku baznu ckolinu f (V )
postoji - zbog zatvorenosti i ireducibilnosti preslikavanJa
i

24 -
frFw))er (v).

T Ve o o
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Skup ne 1ijevoj strani sadrZi u sebi original fo {y1) za neki
¥{EY; ﬂf”'(v }. Dokaz je gotav.

2.8, Koreiar. Ako je A inverzni sistex separabilnih prestora,
zatvorenin ireducibiinih veznih presitkavanja | surjek-
tivnih projekciia, tada je X = 1im X separabilan.

2.9. LEMA. Neka je X = {Xa,fug,mr} regularan dobro uredjen
inverzni sistem prostora X sa svojstvom d(Xa)< ﬁr‘ Ne~
ka su faB zatvorene iredecibilne surjekcije a projekcije
fa:X+Xa surjekcije, tada za svaki otvereni skup U X
postoji @eQ  sa svojstvom U ﬁ:f;‘ {int T (U))g U za sve
a>a . Ako Je U regularno otvoren, tj. .U = Int U, tada je

Int U= (Int f (o))

Dokaz. Kako za svako xc U postoji kezra okolina f (v}, to
o
Je U:’\f (Int f i )) #0 za svaki a<w_. Keko je familija
(Int o U)),a<w } padajuéa, mora postojati <23 koji
Je uc fﬂ1 (Int ai U)). Drugu polovinu relacije dokazujemo
na slijedeéi nalin:

i = i I I ‘%[1 "—1
Kako je U= lim {fa(U )1, to je U i fuIU

Dakle je
0F (ne T AV IE 0si0sn (1)
(s ] a a

Svi skupovi f;} (int ?;TTT)) ne mogu sjeéi W = X\ U jer bi

-l -
tada imali familiju W = wf‘fa' {(Int ¥ {UJ) s praznim presje-
kom radi (1). 1z 1.6, slijedi da pOStOJI 4 <w_ Sa svojstvom
Wo =W , o>o. Odatle pak slijedi EDW = W ‘ $to je nemogu-
ée radi f‘w = f. Mora, dakle, postojati % zg koji je

([nt ( ) € y. Radi usmjerenosti skupa moZe se uzeti

da su odabran: a za lijevu i desnu polovinu relacije jednaki.
Dokaz je gotov.
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2. 10,

2,11,

2.%2,

314

Teorem. Pod pretpostavkéma leme 2,9. je X = 1jim X
k-normalan ako su svi Xa k-normalni.

Dokaz. Neka su A I B dva regularno zatvorena skupa u li-
mesu X. Skupovi X\VA i X\B su regularno otvoreni, pa je

zbog 2.9.
X\A = (int f,XVA))
Dakle je A= (X \ Int f—TYTﬂ_)) (2)
Sli¢no je = (x \Int F "'(W
Skupovi A, = xa\ Int F IX\A)
B, = X_\ Int W)

su regularno zatvoreni i disjunktni zbog (2).

Kako je X, «-normalan, postoje otvoreni skupovi
U PR, Va:)Ba sa svojstvom Uy r\‘u'm = f. O0ito je

-1 4 =1 _ o 21 -1
fo (IO (V) =gif (U)2A, f (V)28
Dckaz je gotov.

Teorem. Ako su, uz pretpostavke leme 2.9, svi X, savrie-
no k-normalini, tada je X = lim X savrieno K -normalan.

Dokaz. DokaZimo da X zadovoljava uvjet ¢) uz 2.3. Neka
su U i V disjunktni otvoreni skupovi iz X. Disjunktni su
i otvoreni Int U, Int V. Prema lemi 2.9. postoji a<w

sa svojstvom *

int U = F: (Int F_TT)
int V = f;1 (int fuiv ¥y
Kako je X savrSeno «k-normalan, postoji prema ¢} iz 2.3.
neprekidna realna funkcija f : X >~ R koja je na Int fm(Ui
pozitivna, a na Int f (V] negativna. Funkcija ffa: X-R
i .

je pozitivna na U a negativna na V. DPokaz je getov.
Za separabilne prostore iz teorema 2.10. slijedi

Teorem. Neka je X = {Xa,F ,wT} neprebrojiv regularan

B
inverzni sistem separabilnih prostora X 1 zatvorenih
(08
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ireducibilnih veznih presitkavanja fuﬁ te surjektivnih
projekcija fa : X = Xu, Ako su svi Xu K-normaini, tada

je i X = 1im X k-normalan.
Analogno iz tecrema 2.11. siijedi

2.13. Teorem. Bke su uz pretpostavke teorema 2.12, prostori
X savrSenc k-normalni, tada ie i X = lim X savrseno
k-normalan,

Kako je u dokazu vaZne ieme 2.9. osnovnu ulogu igrala
Einjenica da je d (lim X)< N, to nam rezultat Tkaten-
ko iz 1.9. omcgucava da iskaZemo teorem koji ne sadrZi
pretpostavke o veznim presiikavanjima.

2,14, Teorem. Neka je X = {X ,f _,uw !
e [+ 4 [+ 3 8 T

inverzni sistem prostora Ka sa svojstvom hd(xa}x NT i

regularan dobro uredjen

by

surjektivnim projekcijama f X=X . Ako su svi X . ~Nor-
J proj J o y K

o
malni (savr3eno «k-normalni), tada je X = 1im X  «-nor-
malan (savrSenc X-normaian),

Specijalno za nasljedno separabilne prestore imamo:

2,15, Teorem. Neka je X neprebrojiv regularan inverzni sistem

nasl jedno separabilnih prostora X i surjektivnih projek-
‘o 2 [+
cija Fa ¢ X = 1im X*Xm,

Ako su svi Xy «-normelni (savrieno k-normalni), tada
je X rk-normalan (savrieno «=normalan).

Prostori N i R su nasljedno separabilni i savrSenc
k-normalni pa su limesi sistema {N,fas,mT},

{R,fmB

malni a nisu normalni (vidi napomenu u 2.,5.).

,mT},mT neprebrojivi, regularni, savr3eno x— nor-
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3. DODATAK

Relacija iz leme 2,9, omogucava dokaz slijedeceg teorema o uv-
jetnoj neprekidnosti povezanosti.

el

3.2.

3‘3.

316

Teorem. Neka je X = {X ,F B’d } regularan dobro uredjen
inverzni sistem sa SVOJstvima d(X )< h}T, op Z3tvorena

i ireducibilna, projekcije fu g X»Xu surjektivna presli-
kavanja. Tada je povezanost svih X nuZdan i dovoljan uv-
jet povezanosti limesa X = lim X. @

Dokaz., Kad X ne bi bio povezan, bio bi unija dva disjunkt-
na neprazna otvorenc-zatvorena skupa U i V. Jasno je sada
y = Int Y, V= Int V, Prema lemi 2.9. i zbog usmjereno~

sti skupa W postoji a<w 23 koji je U = F;1 (Int ?;TUT)

(Int'ﬂ”TFYT. Skupovi iInt f _—T_T Int ?;TU) su ne-
prazni, GISjunktﬂ% i otvoreni, deo zbog surjektivnosti
projekci je fa mora bitci Xa = Int ?;TUT Y Int EMTV), dobi-
li smo kontradikeiju = povezanoScu prostora X . Dokaz je
gotov. o

Analeogno dokazujemo

Teorem. Neka je X = {X it S0 + regularan dobro uredjen

af
inverzni sistem prostcra ! sa svojstvom hd (X }< ff
surjektivnih projekcija F : X = Xu. Povezanost svnh pro-
stora X je nuZdan i davo!;an uvjet povezanosti limesa

= lim X,
iz 3.1. za separabilne prostore slijedi

Korolar, Neka je X = ixa'fas’wt} neprebrojiv regularan

inverzni sistem prostera X_, zatvorenih ireducibilnih vez-
nih presiikavanja f " i surjektivnih projekcija f : X =

= lim X+X,. Povezanost syih X Je nuzdan | dovol;an uvjet
povezanosti limesa X,
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Specijalno ako je Xa = R, tada zatvorena ireducibilna pre

slikavanja postaju savr3ena pa surjektivnost preojekcija

slijedi iz surjektivnosti f . Dakle
R

=

3.4.Korolar. Limes sistema (R, f w }, w_ neprebrojiv regula-
[

aB’
ran, fug zatvorena ireducibilna, je povezan.

Za nasljedno separabilne prostore iz 3.2. dobivamo

3.5. Teorem. Neka je X neprebrojiv regularan inverzni sistem
nasljedno separabilnih prostora Xa i surjektivnih projek-
cija fu : X > X . Povezanost svih X je nuZdan i dovoljan
uvjet povezanos%i limesa X = lim X,

Specijalno je, dakle, limes sistema {R’Fuﬂ’m*} povezan
ako je w neprebrojiv regularan ordinal i Fa - X+Xa sur-

jekcije.
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Londéar I. The Continuity of Perfect « ~Normality

SUMMARY

In the present paper perfect x=-normality for the limit of
the inverse segquence of perfectly g -normal spaces with
irreducible closed mappings is proved.

k -normality and perfect k-normality for the limit of the
system X = {Xm’fmﬁ’m‘r}’ d(Xq‘)*i NT, where fo:.B are irreducible

closed mappings, are also proved.
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