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W - K O N G R U E N C I J E P R A V A C k U S V J E T L U 
M O U T A R D O V i H T R A N S F O R M A C I J A 

U teoriji kongruencija pravaca (kontinuirani dvoparame iarski 
skup pravaca) veliku važnost imaju h'-hongruenaije pravaca (kon-
gruencije Weingartena). One se definiraju kao kongruenoije pra
vaca kod kojih je umnožak Gaussovih zakrivljenosti obiju žariS-
nih ploho, jednak recipročnoj vrijednosti četvrte potencije uda
ljenosti graničnih točaka, tj, 

v v — _ 
A o / : t , » 

a 

U radu autor se koristio svojstvom W—kongruencija pravaca da 
asimptotske linije žariSnih ploha odgovaraju (korespondiraju) 
jedne drugima. Obradjene su Uoubardove diferencijalne jednadž
be i transformacije tih jednadžbi kako bismo ih poslije u teore
mu koristili za konstrukciju W—kongruenoije, Detaljno je doka
zan taj teorem kao i njegov obrat„ 

1. TRANSFORMACIJA MOUTARDOVIH JEDNADŽBI 

Moutardove d i f erenc i ja lne jednadžbe kao I transformacije Mou-
tardovih jednadžbi pomoći će nam pri odredj I vanju W-kongruen-
c i j e pravaca. Radi toga ćemo n a j p r i j e obrad i t ! svojstva tih 
jednadžbi i pokazati kako se jedna Moutardova jednadžba može, 
pomoću zgodno odabrane funkcije , transformirati u jednu drugu 
d i ferenc i ja lnu jednadžbu. 

U našem daljnjem razmatranju poći ćemo od d e f i n i c i j e Moutardo-
vih jednadžbi„ 

Def in ic i ja 1. Zadana j e neka funkcija f dvi ju v a r i j a b l i u,v: 

f = f ( u , v ) (1) 

Tada se d i f erenc i ja lna jednadžba ob l ika : 

f - Qf ( 2 ) 
uv 

zove M o u t a r d o v a j e d n a d ž b a .Pri tome Q_ j e integracijska kon_ 
stanta. 
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Balog P« Kongruencije pravaca Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

Mi ćemo sada pomoću jednog rješenja gornje jednadžbe transfor
mirati tu jednadžbu u jednu drugu Moutardovu jednadžbu. 

Neka j e funkcija g 
g = g ( u , v ) 

jedno r ješenje gornje jednadžbe ( 2 ) , tada će b i t i : 

g = dg ( 3 ) 

Iz ( 2 ) i ( 3 ) dobijemo vri jednost i integracijske konstante: 

f uv 

o = 1 g 
g 3 uv 

Izjednačenjem ovih izraza dobijemo: 

1 1 c — 9 = T f g "uv f uv 

- g - \ f = 0 / . 2 fg g 3 uv f uv 3 

2fg - 2g f = 0 
3 U V uv 

Na povoljnim mjestima ovoj ćemo jednadžbi dodati i oduzeti i z 
raze f q ; f g : 

v-u u J v 

f g +fg - g f -gf + f g +fg • g f -gf = 0 v 3 u J uv 3 v u 3 uv u 3 v 3 uv u v 3 uv 

Uzmemo li u obz ir prav i lo za der iv i ranje umnoška, moći ćemo 
pi sat i: 

JL ( f q ) - - L ( g f ) + -£-(fg ) - 1 (gf ) - 0 
3» v y u ; 3v y u' 3uv y v ' 3U ' y v 

To se nadalje može pisat i u obl iku: 

— ( fg - gf ) + A ( fg - gf ) - O 
9v v y u a u 3u y v 3 v 
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Balog B. Kongruencžje pravaca Zbornik radova (1982) ,6 

Ako okrug le zagrade pišemo u ob l iku de te rminan t i , imat ćemo: 

3 f g 3 f g „ „ > 
3 V f g 3i- f g u y u v 3 v 

Uvjet ( 4 ) smo d o b i l i uz pretpostavku da j e funkci ja g = g ( u , v ) 
j e d n o r j e š e n j e Moutardove jednadžbe ( 2 ) . 

Sada ćemo uvest i novu funkciju 

h - h (u ,v> 

i to tako da za tu funkciju budu ispunjeni uv je t i : 

f g 

( 5 ) 

3V (gh) 
v % 

Sada trebamo dokazati da tako de f in i r ana funkci ja h = h ( u , v ) 
formira jednu novu Moutardovu jednadžbu^ a l i tako da u t o j 
jednadžbi budu uvedena funkci ja g » g ( u , v ) kao r j e šen j e j e d 
nadžbe , _ Q f 

uv 

Odredimo sada d e r i v a c i j u 

1 
±_ (U f u2 ~ f 3 u 

du V 
1 

~2 
G 

g 

9. 

f 

f 
u š 

Ovo d a l j e možemo p i s a t i : 

f g 
! _ ( i ) = - J_ 
3U V n 2 

f u 9 U 

Ako uzmemo u obzi r u v j e t e ( 5 ) , dobi jemo: 
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Baiog B. Kongruenci je pravaca Zbornik radova ( 1 3 8 2 ) , 6 

Prema tome, za funkci ju h d o b i l i smo j o š d v i j e j ednadžbe : 

-r • w ( 9 b ) = • iu y 
g 
J_ -1 (ah) = JL (I) (6) 

2 * Sv ^ 3v V g ; 

g 
Budući da su m j e š o v i t e d e r i v a c i j e jednake 

JL f_L rJLH - JLf JL flu 
3V L3u * g ' J 3u 1 g v v g " > 

to ć e , prema tome, b i t i : 

g g 

i zvrš imo d e r i v i r a n j e : 

g g g g 

g g 

-g u(g vh+gh v ) - g v ( g u h + g h u ) + g ^ ( g uh+gh u) = 0 

-q q h-q qh -q q h-gg h +q (q h+q h +g h +gh ) = 0 3 u v 3 u 3 v 3 u 3 v v u 3 ~uv 3 u v 3 v u 3 uv 

2 
-q q h-qq h - g g h-gg h +gg h+qq h +qa h +q h = 0 

-2g g h + g h + g g h = 0 
u v uv " u v 

2 
g h = 2g g h - gg h 
3 uv 3 u 3 v 3 a u v 

2 
g h = h (2g g - g g ) 
y uv s u 3 v 3 u v y ^ 
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Balog B. Kongruenci je pravaca Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

Odredimo sada drugu mješovitu der ivac i ju od ~ : 

8
 2 , K J ( ± 2 _ 1 

9 u 3 v V " ?v 2 ° V * " 3' 9 U 9 v " ' 2 3 u v 
9 9 9 

- r - r — (—) = -5-(2g g - a o) 
3u9v g 3 u v y u v -

g 

Odatle dobijemo: 
^2 

3 8 / 1 \ 
3 u v J u v 3 3 BuBv q 

Ako to uvrstimo u gornji i ?raz s t a d a imamo: 
2 -

2, , 3 3 / 1 \ / 2 
q h = h , q „ - r — r — i " ) / ' 'i 

? 2 t 

h uv = 9 ' -£¿7 {a] * h ( 8 ) 

Sada uvedemo novu funkciju Q_. od r ješenja g Moutardove j e d 
nadžbe (2) : ^ 

U tom s lučaju ( 8 ) možemo pisat i u O B L I K U : 

h u v = a,h d o ) 

a to j e jedna Moutardova jednadžba,, 

Odavde možemo izvući zaključak k o j i ćemo pisati u obliku jed
nog teorema„ 

Teorem 1„ Zadana j e neka funkcija 

f - f ( u , v ) (1) 

za koju imamo Moutardovu d i ferenc i ja lnu jednadžbu: 

f = Qf (2) uv 
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Balog B„ Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982) , 6 

Neka j e funkcija 
g = g ( u , v ) 

jedno r ješenje te j ednadžbe Tada se gornja Moutardova j e d 
nadžba ( 2 ) može transformirati u Moutardovu jednadžbu 

gdje funkcija 

zadovoljava izraze 

£ (3h) - -

h = Q.h uv 1 

h = h(u ,v) 

f g 
u a u 

f g 
V 3 V 

dok j e 

a i = 9 l u ! 7 ( ? J 

funkcija r ješenja g Moutardove jednadžbe ( 2 ) 

(10) 

( 5 ) 

(9) 

2 . MOUTARDOVA JEDNADŽBA ZA VEKTOR KOJI IMA SMJER 
NORMALNE PLOHE (M) 

N a j p r i j e ćemo uvesti neke oznake pomoću kojih ćemo se s luž i t i 

u obradi ovog paragrafa: 

OM - radijvektor točke M na plohi (M) 

u,v - asimptotske l i n i j e plohe (M) 

(JM^ - smjer tangencijalnog vektora na u - l i n i j u plohe (M) 

0M v - smjer tangencijalnog vektora na v - l i n i j u plohe (M) 

n - jedinični vektor normalne plohe (M) 

"n - smjer tangente sferne s l ike asimptotske u - l i n i j e 

n^ - smjer tangente sferne s l ike asimptotske v - l i n i j e 
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Balog E . K.cigruenc i je pravac j Zbornik radova (1982),6 

Mi ćemo promatrati takvu plohu (M) kod koje su u-linije i v-l i 
nije asimptotske Unije te plohe. Asimptotske l ini je neke plo
he su takve krivulje na toj plohi kod kojih je u svakoj točki 
normalna zakrivljenost jednaka nuli. To znači da se kod asimp
totske ih linija tangencijalna ravnina piche poklapa s rektif i-
kacijskom ravninom asimntctrke Unije 

Ako želimo da kroz svaku točku plohe (M ) prolaze dvije asimpto 
ske l in i je , mora Gaussova zakrivljenost u svakoj točki bit« ne 
gativr.a, To znači da je svaka točka takve plohe hiperbolička. 
Osim toga, kod takve plohe tangente asImptotskih Unija okomi
te su na tangente sfernih s l i k a t i h aslmptotskih Unija., Prema 
tome, radi ortogonal nosti, bit ć e : 

UM n - 0 

OM . n = 0 v v 

Jedinični vektor nórmale plohe n okomit je takodjer na vektore 
$M ,ÓM jer oni leže u tangencijalnoj ravnini te plohe - tada 
ce b i t i : 

OM* n = 0 

OM'" . n - 0 ( 1 2 ) 

Iz toga izlazi da j e veKtor OM̂  okomit i na vektor n i na vek 
tor n. Tada možemo napisati: 

OM* = >.n x n (13) 
u u 

Slično je vektor OM okomit na vektore ri i n - tada imamo: J v v 
OM* = un x n (}h) v v 

Lako je uočiti da su X i p jednaki, to dobijemo izjednačenjem 
mješovitih derivacija vektora OM, Dakle: 

A - (15) 

Ovdje treba napomenuti da su \ i funkcije od u,v„ 
m y 

Sada cemc pomoću funkcije A uvesti jedan novi vektor ••, i to na 
s1 ijedeći način: 

I = n />" (16) 
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Balog R. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982) , 6 

Ovaj vektor ima smjer normale plohe (M)„ Zato će b i t i 

e x n = 0 

Odredimo sada der ivac i ju vektora E, po v a r i j a b l i u: 

t = n o A + X n / „ VA".' 

u u 2 A - u 
- * - £ — - > 1 -> 

u 2 u 

iz ovog izraza možemo odredit i der ivac i ju n^: 

n = — C - - r r A n 
u ^ 2X u 

Uzmimo sada izraz (13) za OM i u njega uvrstimo gornju vrije¬ 

dnost za n^ kao i vr i jednost vektora n iz (16) - dobijemo: 

OM , = X(— t - -±r x , . n ) x 5 • — 

Budući da j e 

to ćemo dobi t i : 

n x £ = 0, 

OM = A . . — .£ x l 

OM = 5 x £ u u * 

Sličan izraz bismo dobi l i za OFI . Prema tome, dobijemo d v i j e 
jednadžbe: 

- » • - * • - * • 
OM = £ x £ , t _ v 

u ^u (17) 
- > - > - * • 

OM = £ x £ 
V V 

Sada ćemo iz ovih dviju jednadžbi izvesti mješovite d e r i v a c i 
j e - otae moraju b i t i jednake: 
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Balog B .Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982), 6 

OM - OM uv vu 

t x c + c x l * 1 x e + r * % 
UV U - V Li ' v v u 

'uv uv 

2 t u y x | = 0 / :2 

•* „ £ x » 0 uv 

Ako j e vektorski produkt d v a j u v e k t o r a jednak nuli, tada su ti 
vektori ko l inearnu Prema tome će b i t i ? 

5 - Or 18) uv 

a ovo j e jedna Moutardova jednadžba. 

Zaključak: Vektor £, def iniran izrazom 

t = n . C (16) 

zadovoljava Moutardovu jednadžbu 

f - 0. t (18) uv 

Ovo smo sve izvel i za plohu (M) , uz uvjete koje smo postavi l i 
na početku ovog paragrafa . Osim toga, jednadžba (18) nam daje 
tri Moutardove jednadžbe: za svaku komponentu vektora X imamo 
jednu Moutardovu jednadžbu. 

N e k a s u : x = x ( u . v ) 

y - y ( u , v ) 

z = z ( u , v ) 

komponente vektora £, tada se ova jednadžba može pisat i u ob
l iku: 

x = Qx 

v - «fi ( ' 9 ' 
z = Qz 
uv 3 2 7 



Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

3. KONSTRUKCIJA V/-KONGRUENCI JE PRAVACA POMOĆU 
MOUTARDOVIH JEDNADŽBI 

Moutardova jednadžba i Moutardove transformacije omogućuju nam 
da pomoću neke zadane plohe (M) konstruiramo W-kongruenciju 
pravaca. Mi ćemo to izreći jednim teoremom. 

Teorem 2 . Zadana nam j e neka ploha (M) na kojoj su sve točke 
hiperbol ičke . Na njoj odaberemo u - l i n i j e i v - l i n i j e 
tako da su to asimptotske l i n i j e plohe ( M ) . 

Neka j e n jedinični vektor normalne te plohe i neka j e on ve
zan s vektorom OM^ jednadžbom 

OM - Xn x n (13) u u 

gdje j e A funkcija od u ,v . 

Definirajmo nadalje vektor t,, i to tako da j e : 

f = n v5T (16) 

Na taj način pomoću vektora E možemo odredit i jednadžbe kojima 
j e zadana ploha (M) 

- > - > • - > 
OM = £ x 5 

u u (17) 
OM = U £v 

v 

Pri tome vektor \ zadovoljava Moutardovu jednadžbu 

t u v - at ( i 8 ) 

Svako^rjesenje g te jednadžbe transformira koordinate tog vek
tora £(prema Moutardovim fojrmulama za transformaciju u teore
mu 1) u koordinate vektora n« 

Taj vektor pomoću jednadžbi: 

ON = n x r\ f n n \ u u (20) 
0N v = n x n v 
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Bal cg B. Kongruenci je pravaca Zbornik radova (1982) , 6 

opisuje plohu ( N ) . 

Ako uzmemo da j e (H) jedna žari Šna ploha kongruencije, tada 
j e gore dobivena ploha kongruencije - a to j e druga žarišna 
ploha kongruencije. A ta kongruencija je upravo jedna W-kon-
gruencija pravaca. 

Dokaz: Mi ćemo n a j p r i j e odredi t ! jednadžbe plohe (N) koja se 
pomoću rješenja g jednadžbe (18) može dobiti uz vek

tor n• Zatim treba dokazati da će pravac MN b i t i zajednička 
tangenta tih dviju ploha i d i ra t će te plohe upravo u točkama 
M i N. Na taj način ti pravci postaju pravci kongruencije.Mi 
prema tome moramo dokazati da je vektor MN okomit na norma!ama 
ploha (M) i ( N ) . 

Podjimo od činjenice da j e vektor ~L vezan s plohom (M) na 
nač i n: 

f - n VA~ (13) 

gdje j e X funkcija koja se p o j a v l j u j e u izrazu: 

OM = Xn x n . (16) u u 

Taj vektor zadovoljava Moutardovu jednadžbu: 

l u v - Q t (18) 

Neka je^g jedno rješenje gornje jednadžbe. Tada postoji neki 
vektor n ( i to samo jedan) takav da on zadovoljava jednu drugu 
Moutardovu jednadžbu: 

V = Q T n - (21) 

gdje j e : 

Q, = g - V (-) (22) 1 y Su8v V 

Ovo j e sve prema teoremu 1. 

Medjutim, ovdje j e važno napomenuti s l i j e d e ć e : svako rješenje 
g jednadžbe (18) daje vektor n, a time i plohu (N) kojoj p r i 
pada taj vektor n. 
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Balog B. Kongruenci je pravaca Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) f 6 

Ako smo za plohu (M) imali jednadžbu ( 1 7 ) : 
_~ -»- -> 
OM = £ x £ u u 

-> -> OM = £ x £ , v s s v 

tada ćemo za plohu (N) imati analogno: 

ON = n x n . 
V V 

Svaka vrijednost g dat će drugačiju vrijednost vektora u , a 
t ime i drugu plohu ( N ) . Mi moramo uzet i takav g da integra
cijska konstantna popr imi takvu vrijednost da pravci koj i 
prolaze točkama M i N budu zajedničke tangente ploha (M) i 
(N) U točkama M, odnosno N. U tom s1učaju bi plohe (M) i (N) 
bile žarišne plohe neke kongruenc i je pravaca. 

0 

Pravac MN imat će smjer: MN = ON - OM 
Prema ( 5 ) za funkciju g bit će: 

( 2 3 ) 
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Balog B, Kongruenci j e pravaca Zbornik radova(1982) ,6 

9<J (gn) = 9 

9, 
(24) 

T v ( ^ } " " 

Mi moramo na neki način e l iminirat i ovu funkciju g.Deriv? rajmo 
te jednadžbe po u i v: 

-> - > • - > • -> 
n g u * gnu - £ g u -

n g v + g n y = - t g y + g t y 

+ g n u = £ g u - ngu 

g n v - g t v = - f g v - ngv 

g y u ( t ^ ) - g u ( f - * ) 

g + n ) = - g v (5 + n ) . 

Ova dva izraza mogu b i t i ispravna samo onda ako su vektori ko-
1 inearni. Mi ćemo tu kolinearnost i zraz i t i pomoću iščezavanja 
vektorskog produkta - dakle: 

^3 (I + n) x ( | - n") = 0 

( f + n) x • £ ( f " n) = 0 

( t u + n u ) x ( | . - n ) = 0. 

( f + n) x ( f v - fy = 0. 
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova(1932),6 

Uzmimo sada vektor pravca kongruenci j e : 

MN = ON - OM. 

Derivirajmo n a j p r i j e po u, a zatim po v - dobijemo: 

~ (ON - OM) - ON - OM 
3u u u 

^ (ON - 0$) = G$ - OM 
3v v v 

Za d e r i v a c i j e vektora OM i 0$ uzmemo izraze (17) i (ZO) 

¿-(05 - oR) - 5fu x « - tu x I 

JL(o9 - oS) - S x * v - t x fy. 
Sada ćemo desnim stranama gornjih jednadžbi dodat i izraze 
(25) koji iščezavaju - dobijemo: 

MQM - oft) « t x H - f x f + (tu + n)x(f - n) 
o«-* U U U U 

^ 'vON - 0h) = n x n v - 5 x cv + U +n) x (?v - nv) 

—(0N-0M)=n x n~ ? x£+£ x£+n x£~£ xn-n x n 9u u u u u u u 

-^(0N-0M)=r,xnv-gxev +CxCv+nx£v-exnv-nxn.y 

8 ( O N - ô ) - ; u x f + M u 3u 

-^-(ON - OM) = n v x £ + n x 5 y 
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova (1982) , 6 

JL (ON - OM) = ~ (n x | ) 

Integriramo II prvu I drugu jednadžbu i ako zgodno odaberemo 
konstante integracije - dobijemo: 

oS - oFi = n x E 

i l i prema (23) 

Mft = n x f 

Odavde zaključujemo da je vektor MN okomit na vektore £ i r\. 
Budući da vektori I" i n imaju smjerove norma I e ploha (M) i 
(U), to će pravac MN imati smjer za j edn ičke tangente ploha 
(M) i ( N ) . Dakle, pravci MM su z a i s t a pravci kongruencije, 
za koju su plohe. (M) i (N) ž a r i š n e p lohe . Sve funkcije s ko
jima smo radili u ovom paragrafu jesu funkcije dviju varija-
bli u,v - a to je takodjer u skladu s definicijom kongruenci-
je pravaca. 

Postavlja se sada drugo pitanje: da 1 I je to V-kongruenci ja 
pravaca. Kod W-kongruenci je pravaca upravo smo pcši i od č i 
njenice da su u-linije i v - 1 i n i j e na p lohi (M) asimptotske 
Unije te plohe. No u-1ini je ! v-1 ini je na plohi (N) takodjer 
su asimptotske Unije jer ra plohu (N) vrijede slične jedna
džbe (20) kao i jednadžbe (17) za plohu (M). 

Ploha (M) pomoću rješenja g Moutardove jednadžbe 

t = Q t uv 
generira jednu drugu plohu (N) pomoću vektora n. Te dvije plo_ 
he odredjuju, kao žarišne plohe, jednu W-kongruenciju pravaca. 
To znači da ploha (M) može generi rat i beskonačno mnogo ploha 
( N ) , a što ovisi o rješenju g jednadžbe ( 1 8 ) . Prema tome od 
neke plohe (M), za koju smo dali uvjete u paragrafu 2, možemo 
načini t i beskonačno mnogo W-kongruenci ja pravaca jer će svako 
rješenje g dati jednu od takvih kongruencija. 
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Balog B. Kongruencije pravaca Zbornik radova ( 1 9 8 2 ) , 6 

k. OBRAT TEOREMA 2 . 

U teoremu 2 . dokazali smo da plohe (M) i ( N ) , od kojih drugu 
dobijemo pomoću Moutardovih transformacija , postaju žarišne 
plohe jedne W-kongruencije pravaca. Medjutim, nas sada zani 
ma s l i j e d e ć i problem: može l i se svaka W-kongruencija pravaca 
dobiti pomoću Moutardovih transformacija . U tom smislu dobit 
ćemo jedan teorem koji j e obrat teorema 2 . 

Teorem 3. Svaka W-kongruencija pravaca može se dobiti pomoću 
neke Moutardove transformacije . 

Dokaz: Kod dokazivanja ovog teorema polazimo od toga da nam j e 
zadana neka W-kongruencija pravaca. Neka su plohe (M) 

i (N) žarišne plohe te kongruencije. Neka su zatim za te plohe 
(M) i (N) dani uvjeti za W-kongruencije -a to znači da su l i 
n i j e , i to u - l i n i j e i v - l i n i j e , na tim plohama asimptotske 
k r i v u l j e . Zbog toga će za te plohe v r i j e d i t i Moutardove j e d 
nadžbe. 

Neka vektor K ima smjer normale plohe ( M ) , a vektor n smjer 
normale plohe ( N ) . Tada će za te vektore v r i j e d i t i Moutardove 
jednadžbe: 

f = ol 
uv 

% V = V 
Trebamo sada dokazati da j e druga jednadžba dobivena trans for 
macijom pomoću jednog rješenja prve jednadžbe. 

Budući da su plohe (M) i (N) žarišne plohe neke kongruencije , to 
će pravac MN imati smjer koj i j e okom i t i na vek to r K i na 
vektor n. 

To znači da će HH imati smjer vektorskog produkta vektora 5 i 
n. Dakle: 

MN = m (n x f ) 

0* - 0* = m $ x | ) ( 2 6 ) 
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Ovdje j e m fak tor p ropo rc iona lnos t i - a t o j e takodjer funkci 
j a od u i v : 

ni • m ( u , v ) 

Zanima nas sada ko l ika j e v r i j e d n o s t te funkc i je m i da i i ona 
mijenja v r i j e d n o s t od pravca do pravca kongruenc i j e . Da bismo 
to d o z n a l i , go rn j i \zraz (26) der i v i ra t ćemo po u: 

ON - OM = m (n x f ) 4 m (n x t ) * m (n x f ) u u u u u 

V r i j e d n o s t i ON^ i OM^ zamijenimo izrazima (20) i ( 1 7 ) : 

-> -> -> . y ->. , y ,-> -> . 
n x n - ç x E a* m (n x £/ + m(n x Ç ) + m ( n x Ç ) 

u u u u u 

Gornji i z r a z množimo skalarno n a j p r i j e s t k a za t im s n~ d o b i 
jemo d v i j e jednadžbe: 

(n ,nE) - (E EE) = m (née) + m ( n „ ç ç ) + m Uni , , ) u u u u u 

(n,,nn) - U,,En) = m,, (nCn) + m [r\ En) + m (E.,nn) u u u u u 

(n.riE) = m (EnT) 
u u 

- (E u Cn) - m (n u £n) 

Pomnožimo l i j e v e i desne s t rane o v i h j e d n a d ž b i : 

,-y -y-y. 2 » > ) > % •+-»-. 

- (E u En) (n u nE) = m (EnE u) (n uEn) 

Izmijenimo r e d o s l i j e d faktora mješovitih produkata: 

(EnE u ) (Enn u ) = m (EnE u) (Enn u) 

Odatle dobi jemo: 

( L N T U ) TTNNU) (1 - m 2 ) - O 

Budući da kod W-kongruencîje normale ž a r i š n i h ploha ne z a t 
varaju pravi kut , to j e v r i j e d n o s t i^prvo^g i drugog mješov i tog 
produkta r a z l i č i t a od nule ( v e k t o r i E i r\ su okomiti na jednom 
t e istom pravcu k o n g r u e n c i j e ) . 
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Prema tome mora b i t i 

i i i 
1 - m2 

m = - 1 

Mi ćemo uzeti s l u č a j : 

m = 1 (28) 

(Kada bismo uzeli m = - 1 , samo bi se mijenjala o r i j e n t a c i j a 
vektora normale). 

U s lučaju da j e m = 1 , i z l a z i : 

m = 0 u 

To uvrstimo u izraz (27) 

(nu x n) - ( fu x | ) = (nu x t) + (n x f u ) /. ( -1) 

( | y x | ) - (fu x n) + (nu x t) - (nu x n) = 0 

t, x (t - n) + n„ x (t - n) - 0 
u 

(tu + nu) x ( | - - 0 

Ova dva vektora su kol inearna, pa će b i t i : 

? u + n u = a U " n ) 

Ovo se , medjutim, može p i s a t i : 

•gff <t + n) - «Cl - n) (29) 

Uzmimo ponovno izraz (26) : 

Oti - OM = m (ri x t) 
Deri rivamo po v: 

0ty - 0M~v = my (n x | ) + m Cnv x f) + m ft x | y ) 
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L i j e v u stranu zamijenimo s izrazima (20) i ( 1 7 ) : 

n x n - 5 x £ = m U x £) 4 rn (n x f j + ra (n X E } 
V V V V V 

Uzmemo l i u o b z i r da j e : 

m = 1 

m - 0, 
v 

dobi jemo: 

(n x n v ) - ( ? x E y ) = ( n v x V + (n x £ y ) 

( t , x f ) + ( f x n) - (n„ x tt) - ( n w x f ) = 0 
V v V V 

t v x ( f + n) ~ n v x (n + t ) - 0 

( f v - n v ) x ( | + n) - 0 

Ova dva vektora su ko l inea rna , pa će b i t i : 

t v - n v - 8 ( t + n) 

^ ( f - n ) « ¡3 ( t + n) . (30) 

Prema tome d o b i l i smo d v i j e jednadžbe (29) i (30): 

5 U + n u - cx ( 5 - n) 

f v - n v - B ( t • n ) . 

Prvu jednadžbu de r iv i ramo po v , a drugu po u: 

^uv + \ v " « Y <t - n) + a ( t v ~ n y ) 

*uv " % v = 3 u + ^ 3 ^ u + % } ' 

Ovdje ćemo na desnoj s t rani i z r a z e s de r ivac i j ama z a m i j e n i t i 
iz razima (29) i (30)^ Na l i j e v o j s t rani imamo m j e š o v i t e der i 
v a c i j e vektora £ i n« Te ćemo d e r i v a c i j e z a m i j e n i t i Moutar-
dovim jednadžbama: 
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uv -* _ -+ 
n ~ Q.i n • 'uv 1 

Tada ćemo imati 

0:1 + O^n = « v ( f - n) + a p ( f + 

0_f - Q t n - 6 u ( f + n) + o g ( | - n ) . 

Funkcije a , g možemo uze t i p r o i z v o l j n o . Mi ćemo ih uze t i tako 
da u svakoj jednadžbi iz jednačimo n a j p r i j e k o e f i c i j e n t e uz 
E, a zat im uz rv: 

01 = a v + ct8 Q 1 = - a y + ag 

Q - B u + ag - Q 1 = B u - aS . 

Odatle dobijemo d e r i v a c i j e a y i g u : 

a y - Q - ag a v = ag - Q 1 

e u - Q - ag g b = ag - Q r 

Iz ov ih i z r aza v id imo da su ove d e r i v a c i j e a i g jednake -
dak le ; 

a v - B u » Q_ -ag = ag - Q 1 (31) 

Sada ćemo uves t i novu funkc i ju : 

g = g ( u , v ) 

i to tako da bude: 

a = JU 1 n 9 
(32) 

g - ln g 

Der iv i ranjem dobi jemo: _ 
3 ln g 

a. = v Du 3v 
* 2 , = 3 In g 

u 3 u 3Y 
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a Izraz (31) nam govori da su t e d e r i v a c i j e j ednake . Osim toga, 
funkcija g = g ( u , v ) mora b i t i jedno r j e š en j e Motitardove jedna
džbe 

I - Q t uv 

Dakle, mora b i t i : 
9.,.. - 0.9 (33) 

uv 

Funkcija g = g ( u , v ) mora z a d o v o l j a v a t i uv j e t e (32) i ( 3 3 ) . Iz 
(31) dobijemo: 

a • Q - aS 

8 U = A 6 - Q r 

Ovdje uvrstimo vr i jednost i za &, 8,cxv, S y - dobijemo: 

2 
8 ln g _ 81 n g 31 n g 
8u 3v - 8u 8v 

2 
8 ln g _ 81 n g 8ln g _ 
8u 8v 8 u * gv *1 

Izjednačimo desne strane ovih j e d n a d ž b i : 

_ 81n g 8ln g m 3ln g ^]n_g_ _ 
8 u 3.v 3n ' Sv *1 

0 = 2 8 l n 9. . 3 l n 9 - Q 

U 1 8u * 8v U 

Izvršimo d e r i v i r a n j e : 

a i = 2 • i 9 U . ^ g v - a 

g 

Iz izraza (33) dobijemo vri jednost za integracijsku konstantu 
a: Q _ g u v 

g 
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Uvrstimo to gore - dobit ćemo: 
2 9uv 

^ = ~2 V v " — 
g 

. ¡ 2 9 u v \ 

g g 

Mi ćemo se uvjeri t i da ovaj izraz u zagradi daje mješovitu de
rivaciju recipročne vrijednosti funkcije g. 

a 2 . (i) » J.(- J_ g ) , 
3u 3v V 3v 2 s u g 

2 %v 
- — g u g v - — 

g g 

Dakle: 

3 2 ,1 V 2 guv 
.( ) = — g g - — S U 3v V 3 9u-

9 a 
Prema tome, za vrijednost dobijemo konačno: 

? 2 As 
a i = 9 % K 

A to je upravo ona vrijednost integracijske konstante Q_j za 
Moutardovu jednadžbu 

-> _ •> 
uv 1 

koja je nastala transformacijom jednadžbe 

pomoću jednog rješenja te jednadžbe g. 
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Zaključak 

Zadana j e neka W-kong ruenc Tja pomoću žar i I n i h ploha (H) i (N) 
kojima norma 1e imaju smjerove f i n I zadovoljavaju Houtardove 
jednadžbe 

5 - as 
uv 

•* « "*• 
n u v - 0 , n . 

Na tim plohama su u - l i n i j e i v - 1 i n i j e asimptotske l i n i j e (uv
j e t za W-kongruer.ci j u ) „ Tada jednadžba 

\ i v " ^ 

može se uvijek dobit i transformacijom jednadžbe 
-> -> 

uv ^ 

pomoću njenoq rješenja g, a ko je je zgodno odabrano uvjet ima 
(29) , (30) ¡ " (32) . 

Dakle, svaka W-kongruencija pravaca za i s ta se može dobit i po
moću jedne Moutardove transformacije . 
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BosHflap Bajior: 

"B - KOHrPYSHUM UPflMHX B CBET7 MOyTAP^OBHX 

IIPEOEPÀ 3CBAHÍÍÍÍ " 

P E 3 D M E 

B CTaTbe oCpaÖOTaHHue %w$ibepeHIIMSJSBHM6 y p o -

BßeHKH Moy?apsa H HX n p e o Ö p a s o B a H H « . ^ P O B H S K H E 

cjiyxaT jr.?a nocTpoeHHH B—KOHrpy SEIIHH npauax ( K Ü H -

rpyamuia BeKHrapTena) . 3ra KoHrpy&HIJHÍI npsianx H M 6 -

©T CBOÄCTBO^TO a C K M U T O T M ^ e C K H e JSHHHK $OXyCHKX SO-

BepxHocTeft oTBe^auT (xoppeHcnoHÄxpyiyr ) Äpyr Ä P y r y . 

Ha 0 C H 0 B 8 aToro CBoScTsa aoxasaHa r e o p e x e , 

B KOVOpoS CBÄBMBaDTCH M o y T a p ^ O B U e ypOBHSHMH X XX 

npeo6pa80BaHMH c B — x o H r p y 3HU . K £ M K npsMHx. Ho^poČHo 

ÄOxasaHa T e o p e u a nocTpoeHXH B-KOHrpyaHnxff npauax , 

a T e n He Menee x oÖopoT 9 T O Ž T e o p e u n . 
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