VEKTORI

Andelko Mari¢, Sinj

l l posljednja dva nastavka upoznali smo dva preslikavanja ravnine: si-
metrije s obzirom na tocku i s obzirom na pravac, a potom vrtnju ili
rotaciju ravnine.

Ostaje jo$ jedno osnovno preslikavanje ravnine koje zovemo pomak ili
translacija. To preslikavanje ne mozemo dobro razumjeti bez poznavanja jed-
noga vaznog pojma koji se zove vektor. Zato ¢emo se u ovom nastavku malo
poblize, koliko je to dostupno ucenicima osnovne skole, upoznati s vektorima.

U povijesti znanosti, vektori se prvotno uvode u fizici, a ne u matema-
tici. Jako su primjene vektora, ne samo u fizici nego i u drugim znanostima,
od nenadomjestive vaznosti, danas se vektori definiraju kao ¢isti, apstraktni
matematicki pojmovi, lideni bilo kojih fizikalnih obiljezja. Stroga matematicka
definicija vektora prelazi okvire nastave matematike, ne samo osnovne, nego i
srednje Skole.

Kao uvod u problem, pokazimo za pocetak da se sa svim veli¢inama ne ra-
¢una na isti nacin. Ve¢ za najjednostavniju radnju, zbrajanje, ne vrijede ista pra-
vila za sve veli¢ine. Da to pokazemo, promotrimo dva jednostavna primjera.

1. Neko tijelo ima pocetnu temperaturu 0 °C. Temperatura tijela najprije se
povisi za 3 °C, a potom jos$ za 2 °C. Koliko je ukupno povecanje temperatu-
re tijela?

2. Neko se tijelo nalazilo u tocki O. Tijelo je najprije preslo put duljine 3 m, od
tocke O do tocke A, a potom od tocke A do tocke B put duljine 2 m. Koliko
se tijelo udaljilo od pocetne tocke O?

Pri rjesavanju prvog problema nema nikakvih prepreka. Ra¢unamo uobi-
¢ajeno: 3 + 2 = 51 zakljucujemo da je temperatura tijela porasla za 5 °C.

I u drugom primjeru radi se
o slicnom problemu. Rije¢ je o
zbrajanju dviju istovrsnih veli¢ina
(puta) duljina 3 m i 2 m. Medu-
tim, ako bismo brzopleto odgovo-
rili da je konacna udaljenost tijela
od tocke O jednaka 5 m, zakljucak
bi bio pogresan.

Pojasnimo to uz pomoc¢ ove
slike.
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Ve¢ prvim podatkom da je udaljenost tocke A od tocke O jednaka 3, to jest
|OA| = 3, polozaj tocke A nije potpuno odreden. To¢ka A moze biti bilo koja
tocka kruznice k kojoj je srediste u tocki O, a polumjer duljine 3. Isto se tako iz
tocke A moze do¢i u bilo koju od to¢aka B, za koju vrijedi |[AB| = 2. Naravno,
takvih tocaka ima beskona¢no mnogo.

Sa slike vidimo da je najveca udaljenost tocke B od tocke O u polozaju B,
a najmanja u polozaju B, u kojima su tocke O, A i B na istome pravcu.

Lako zaklju¢ujemo da se tocka B nalazi unutar ili na rubu kruznog vijen-
ca koji odreduju kruznice sa sredistem u tocki O, a ¢iji su polumjeri duljina
1i 5. To zapisujemo kao 1< |OB| < 5. Naravno, te smo udaljenosti dobili kao
3-2=1,0dnosno3+2=>5.

Napomenimo da je ovo u vezi s jednom poznatom ¢injenicom koju zove-
mo nejednakost trokuta.

Zabilokoje trito¢ke ravnine O, AiBvrijedi: |OA| - |AB|<|AB|<|OA| + |AB|,
gdje je |OA| > |OB|. (Slika na rubu.)

Jednakosti u ovoj nejednakosti vrijede ako su tocke O, A i B kolinearne.

Kada smo rekli da se temperatura tijela povecala za 2°C, onda je time ta
fizikalna promjena potpuno odredena.

Ako se tijelo iz pocetnog polozaja pomaknulo za 3 m, time kona¢ni polo-
zaj tijela nije potpuno odreden. Neka je pocetni polozaj tijela u tocki O. Iz te
tocke treba pravocrtno prijec¢i put duljine 3 m, do tocke A. Postoji beskona¢no
mnogo pravaca koji sadrze tocku O. Zato najprije treba nacrtati pravac koji
prolazi to¢kama O i A. To se stru¢no kaze: treba odrediti smjer od O do A.
Vidimo da je smjer odreden dvjema tockama, to jest odreden je pravcem.

A,

Alj, ni time stvar nije gotova: na svakome pravcu koji
prolazi tockom O postoje dvije razlicite tocke jednako uda-
liene od tocke O. Na nasoj slici to su tocke A i A, gdje je |OA | = |OA | =3.

Gibanja od O do A, iod O do A, su gibanja u istom smjeru, ali sa suprot-
nim orijentacijama. Ovdje treba zapamtiti da se orijentacija definira samo na
zadanom smjeru. S pojmom orijentacije ve¢ smo se susreli pri uvodenju bro-
jevnog pravca, odnosno koordinatnog sustava na pravcu.

Vidimo da fizikalna realnost pokazuje da, s obzirom na odredenost, po-
stoje dvije vrste veli¢ina. U prvu skupinu spadaju veli¢ine koje su odredene
iznosom ili mjerom, kao $to je spomenuta temperatura. Mjera velicine je rea-
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lan broj koji se moze predociti na brojevnom pravcu koji se zove i brojevna lje-
stvica. Zato se takve veli¢ine zovu skalarne velic¢ine ili, krade, skalari, $to dolazi
od latinske rijeci scala, -ae, f. = ljestvica.

Uz navedenu temperaturu, skalarne veli¢ine su: masa, vrijeme, energija i
jos neke.

Kako smo vidjeli, veli¢ine iz druge skupine odredene su iznosom (dulji-
nom, mjerom), smjerom i orijentacijom. Takve veli¢ine zovemo vektorske ve-
li¢ine ili, krace, vektori.
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Primjeri vektorskih veli¢ina su: put, sila, brzina, neke elektri¢ne i druge
veli¢ine.
Svaku vektorsku veli¢inu mozemo predociti posebnom duzinom.

Neka je zadana duzina AB . Svakoj zadanoj duzini jednoznaéno je pridru-
zen broj |AB|, to jest duljina pripadnog vektora. Svaka duzina pripada nekom
pravcu, zbog Cega je time odreden i pripadni smjer.

Svaka duzina AB moZe se orijentirati na dva nadina: od A prema B, ili od
B prema A. U prvom sluc¢aju tocka A je pocetna, B zavrsna tocka vektora, a u
drugom je slucaju obratno. Pri tome smo dobili dva vektora koje oznacavamo
kao AB i BA. Ova dva vektora imaju jednake duljine, isti smjer i suprotne
orijentacije. Zato se ovakva dva vektora zovu medusobno suprotni vektori, §to
zapisujemo kao BA =—AB.

Za potrebe nastave matematike za nizi uzrast kazemo da vektore predo-
¢avamo orijentiranim duZinama. Ovako definiran pojam vektora, kao orijen-
tirane duZine, omogucuje nam da lakse razumijemo svojstva i odnose medu

vektor treba shvatiti kao cjelinu, a ne kao skup tocaka. Zato je besmisleno reci
da to¢ka C pripada vektoru AB, ili da se dva vektora sijeku u nekoj toeki.

Iz svega slijedi definicija jednakosti dvaju vektora: dva su vektora jednaka
ako imaju jednake duljine, isti smjer i istu orijentaciju. Ovdje moramo paziti
na pravilno izrazavanje.

Duljine vektora su realni nenegativni brojevi i mogu biti jednaki ili ra-
Zliciti. Smjer vektora AB odreden je pravcem AB, pri ¢emu usporedni pravci
imaju isti smjer. Zato dva vektora mogu imati isti ili razli¢iti smjer. Orijenta-
cija vektora definira se za zadani smjer. Zato dva vektora koji imaju isti smjer
mogu imati istu ili suprotnu orijentaciju.

Na slici su nacrtani jednaki vektori AB i CD . Iz svega navedenoga za-
klju¢ujemo: ako su vektori AB i CD jednaki, to jest ako je AB=CD , onda je
¢etverokut ABDC paralelogram. Znamo da dijagonale svakog paralelograma
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imaju zajednicko poloviste. Ovo vrijedi i u slucaju ako paralelogram degeneri-
ra u duzinu. Zato mozemo izreci i ovu definiciju jednakosti dvaju vektora:

Vektori AB i CD jednaki su samo ako duzine AD i BC imaju zajedni¢-
ko poloviste. Vrijedi i obrat.

Neka su A, B i C bilo koje tri tocke ravnine. Pro- 13

matrajmo vektore AB, BC i AC. Podsjetimo se da je

vektor odreden poc¢etnom i zavrsnom tockom. /C

Dva gibanja - od A do Biod B do C - moZzemo na- A
domjestiti jednim gibanjem od A do C, to jest zajednicko
djelovanje vektora AB i BC moZemo nadomjestiti vektorom AC . To zapisu-
jemo kao AB+ BC = AC. Ova jednakost uzima se za pravilo zbrajanja dvaju
vektora i zove se pravilo trokuta.

Definirajmo jo$ jedan vazan vektor.

Neka su pocetna i zavr$na tocka vektora jedna te ista tocka, na primjer
kao za vektor AA . Duljina tog vektora jednaka je |AA| = 0. Zato se svaki takav
vektor zove nulvektor i oznacava kao 0 . Treba razlikovati oznake 01 0. Prva je
broj, a druga vektor. Svi nulvektori su medusobno jednaki, to jest AA = BB, za
svake dvije tocke A i B. Smjer i orijentacija nulvektora se ne definiraju.

Vektori se, osim dvama velikim slovima i strelicom, oznacavaju i jednim

malim slovom sa strelicom.
/ o

P
Tako smo na ovoj slici vektor PQ oznadili kao v, to jest PQ=v .

Veé smo naveli da za svaki vektor PQ vrijedi QP =—PQ, to jest, ako je
PQ=v, onda je QP =—v. Odavde je PQ+QP=PP=0, ili v+(-v)=0.
Dakle, zbroj dvaju suprotnih vektora je nulvektor. Isto je tako zbroj bilo kojeg
vektora i nulvektora jednak tom vektoru. Zaista: PQ+QQ =PQ ili v+0=v.

Na kraju ¢emo rijesiti nekoliko primjera.

Primjer 1. Tocke A, B, Ci D su vrhovi, a tocka § sjeciste je dijagonala parale-
lograma. Odredimo sve parove jednakih vektora odredenih po dvjema od tih
pet tocaka.

Rjesenje. Nacrtajmo sliku i ocitajmo parove jednakih vektora. To su:
(ﬁ, D—C), (E{ @), (ﬁ ﬁ), (m @), (TS E),
(54, CS), (BS, SD) i (B, DS).
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Primjer 2. Dokazimo da za vektore stranica bilo kojeg
a) trokuta ABC vrijedi: AB+ BC +CA =0.
b) Cetverokuta DEFG vrijedi: DE + EF + FG +GD =0.

c) peterokuta HKLMN vrijedi: HK + KL + LM + MN + NH =0.

Rjesenje.
a) AB+BC+CA =AC+CA=AA=0.
b) DE + EF + FG + GD = DE+ FD = DD =0.

¢) HK + KL+ LM+MN + NH=HL + LN + NH = HN + NH=HH =0.

Primjer 3. DokaZimo: ako je AB= DC, ondaje AD = BC.
Rjesenje. AB = DC = A + BD = DC + BD = AD ~BD+ DC = AD = BC.

Geometrijsko znacenje ovog zadatka:
Ako je AB=DC, onda je ¢etverokut ABCD paralelogram. Zato je AD
usporedno s BCi |AD| = |BC|, a zbog toga slijedi da je AD = BC.
Primjer 4. Neka je ABCD bilo koji paralelogram i S bilo koja tocka. Dokazi-
mo da vrijedi: SB —SA+SC —SD =2 AB.
Rjesenje.
SB —SA+SC —SD =SB+ AS+SC+ DS = (AS + 5B )+ (DS +5C)
=AB+DC=AB+AB=2AB
Primjer 5. Neka je ABCDE bilo koji peterokut. Dokazimo da vrijedi:
AB-CB=AE-DE-CD.
Rjesenje.
AB-CB=AB+BC=AC, AE-DE-CD=AE+ED+DC=AD+DC=AC,
a iz ovih dviju jednakosti neposredno slijedi tvrdnja AB—CB = AE —DE -CD .
Primjer 6. Vektor a = EF napisimo kao zbroj triju vektora kojima su pocetne
tocke E, Gi H.
Rjesenje. a = EG +GH + HF .

Primjer 7. Odredimo pocetnu i zavrénu tocku vektora y = PQ — LK + MP — ML + QR..

Rjesenje. }=(TL+W)+(W+@)+QT{=W+M—Q+CTR=@+@=K—R.
Pocetna tocka promatranog vektora je K, a zavrsna je tocka R.

Primjer 8. Zadani su vektori x=AB-DC - FE+BC +DE1
y=CD—CB -~ ED - FE — BA . Dokazimo da vrijedi x=y .

Rjesenje.
x=AB+BC+CD+DE+EF=AF, y=AB+BC+CD+DE +EF = AF .
Zaklju¢ujemo da je x =y .
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