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RAZMJESTAUJ EOMETR LJSKIH-OBJEK
TA U TRAKU SKONACNE DUZINE I Z
NE S TRINE
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Rad predstavlja nastavak istraZivanja problema razmjestaja ge-
ometrijskih objekata u oblast razmjestaja. Posebna paznja bit
¢e posvecena, u ovom radu, jednorednom razmje$taju konveksnih
mnogokutnika u traku (prostor R”) cije su dimenzije takve da je
zadana njena Sirina, dok je duZina trake "beskonacna". Ovakvi
problemi jednorednog razmjeStaja prisutni su kod mnogih prak-
tic¢nih situacija, a napose oni su posebno naglaseni kod kroje-
nja materijala.

1. UvoD

PoloZzaj objekta A, u prostoru R2 odredjen je zadanim koordina-

tama x1, xl,...,xé pola 0° i kutevima G] 91,...

ji odredjuju smjer osiju pomicnog sustaYa koordrnata a o&éov
rajucem nepomifnom sustavu. Parametri x odredjuju paralelni po
mak pomiénog koordinatnog sustava, tj. translaciju, dok parame-
tri ol odredjuju pomak koordinatnog sustava oko centra 0°, tj.
rotaci ju. Navedeni parametri nazivaju se parametri razmjeStaja
geometrijskih objekata u prostoru (1; 361).

Periodi&no se objekti {A.} raszestaJu kada, barem, jedan od
parametara svakog od obJekgta A.(i=1, 2,..., n) mijenja svo-
ju vrijednost od jednog do drugog polozaja objekta za jednu te
istu veli€inu koja se naziva periodom po tom parametru. Jedno-
redan periodiéni razmje3taj objekata {A} je takav razmjeStaj
kod kojega, barem, jedan od parametara mijenja svoju vrijednost
za jednu te istu velicinu od jednog do drugog poloZaja objekta
u prostoru. U ovakvom slu€aju period i polovi objekata {A} na-
laze se na jednoj te istoj liniji (1; 364).

Svaki problem razmje3taja (regularan i neregularan) /1; 366/
geometrijskih objekata slijedecih je osnovnih svojstava:

' - kod svakog problema radi se o razmjeStaju geometrijskih ob-
jekata prozvoljnih oblika u oblasti proizvoljnih geometrij-
skih oblika i
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- svaki problem formulira se kao problem matematickog progra-
miranja, tj. predstavlja se u obliku nekih uvjeta (ograni-
&enja) nad parametrima razmje3taja pri kojima je neophodno
postici ovaj ili onaj cilj (1; 366).

Struktura je formuliranih problema razmje3taja geometrijskih
objekata takva da njihova matematicka postavka ukljuCuje oba
vezno:

- uvjete uzajamnog nepresijecanja objekata (razmje3teni geome
trijski objekti mogu se dodirivati ili se nalaziti na zada-
nom rastojanju jedan od drugoga),

- uvjete razmjeStaja objekata u zadanom objektu ili zadanoj
oblasti (ovdje se pretpostavlja da izmedju razmje3tenih ob

jekata i granica oblasti uvijek postoji unaprijed zadano
rastojanje) i

- formalno predstavljanje funkcije cilja pomodu matematickih
simbola i zavisnosti (1; 366).

Prva dva uvjeta matematicki se izraZavaju pomocu slijedecih
relacija:

Af‘a;ﬁ Af\% w ', ) =L, 2 5., mE )

iCs

n
ny =
Ai Y 5;% Ai

aij(Ai’ Aj) p 8 b5l = by 2yivaan i1 £ )8

a;(Rz'\ Y, Ai) w0, f= L, 2, cvuy N
(simbolom a; izraZena je udaljenost) (1; 366).

Izni jete nejednadZbe pokazuju da bi trebalo izraziti, u opcem
sluéaju, uvjete uzajamnog nepresijecanja objekata {A.} i uv-
jete razmje3taja u oblast Y, slijedecim nejednadzbama:

qij(xl, &'y ad)ean; TR ], L i AR, ety ',
qi(xi’ ei) 2 0! i = l! 2, ceey Ny

koje medjusobno ''povezuju'' parametri razmje3taja objekata i
njihova su suStinska ogranienja (1; 367).
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Konkretizacija uvjeta uzajamnog nepresijecanja objekata reali-
zira se preko funkcije gustog razmje3taja f(@), dok se uvjet
razmjeStaja objekata u zadanu oblast realizira preko potporne
funkcije H(®). Funkcija cilja kod razmje3taja geometrijskih ob
jekata moZe poprimiti veoma razlilite oblike. Ona moZe sama po
sebi predstavljati najraznovrsnije odnose koji zavise od para-
metara razmjeStaja objekata. Funkcija cilja u svom oplem obli-
ku moZe se izraziti ovom relacijom (1; 367):

f=flx', 0 %2, 8%, ..., X", oM.
Navedene opCe matematicke postavke problema razmjeStaja objeka
ta zahtijevat ce, u svakom konkretnom problemu razmje3taja,pro
nalaZenje postupaka analitickog opisivanja uvjeta medjusobnog
nepresijecanja objekata te analiticku postavku problema razmje
Staja i postupke za njeno rje3enje.

2. FUNKCIJA GUSTOG RAZMJESTAJA | NJEN HODOGRAF

Objekti A, i A, su gusto razmje3teni ukoliko se dodiruju, t].
u onom slucaju~kada su im zajednicke samo rubne tocke. Uvjet
gustog razmjestaja A1 i A? moZe se izraziti slijedecCim relaci
jama: '

A]m Az-‘)‘ﬂ
Ai N an Az\ a2=ﬂ,
gdje su 2 i a, granice odgovarajucih objekata.

Med jutim, ukoliko je zadana kraca udal jenost 1] izmedju obje-
kata Al i A,, objekti su gusto raszestenl ako Je udal jenost

rig. (A A,J = 1,,. Udaljenost r, A,) definirana je rasto
janjem polova 0. v 0, objekata A A 23V1snost ove udal jeno-
sti od medjusobnog razmjestaja obJeka a A, i A, naziva se fun-
kci jom gustog razmjeStaja promatranih objekata.

Hodograf vektora r naziva se hodografom funkcije gustog raz-
mjeStaja, te je hodograf funkcije gustog razmjeStaja takva li-
nija na kojoj leZi pol pokretnog objekta AZ ako su objekti Al

i A, gusto razmjeSteni (2; 16).
Hodograf funkcije gustog razmje3taja konveksnih, zatvorenih i
med jusobno orijentiranih mnogokutnika predstavljen je  rubom

konveksnog mnogokutnika te moZe biti zadan ili jednadZbama pra
vaca, na kojima leZe njegove stranice, ili koordinatama svojih
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vrhova. Hodograf funkcije gustog razmjeStaja spomenute klase
objekata ima najviSe k+q stranica, gdje je k i q broj strani-

ca objekata A1 i AZ‘

Ukaliko su objekti A, i A, gusto razmjeSteni, tada svakom vrhu

..(x.., y..) hodografa finkcije qustog razmjeitaja korespondi
ral péﬂlapéﬁje jednog od vrhova Al objekta A, s nekim vrhom
Az objekta A,. Koordinate (xij’ y;.) vrhova C.. hodografa funk
nge gustog razmje3taja izralunavaju se kao razlika koordinata
vrhova koji se poklapaju a pripadaju objektima A] 1 A..Pri to-
me su koordinate vrhova objekta A, zadane u nepokretnom susta
vu koordinata x0y, a koordinate vrhova objekta A2 u pokretnom
sustavu koordinata x“0°y~ (2; 16).

Za postavljanje hodografa funkcije gustog razmjeStaja konveks-
nih, medjusobno orijentiranih mnogokutnika postoji viSe postu-
paka. Ovdje ce biti opisan onaj postupak koji je pocdoban za ru
¢no izralunavanje ili uz pomoC elektronickog racunala.

Neka su zadani vrhovi objekta A, koordinatama (x1., y1.) (i =
=1, 2,..., n) u nepokretnom koordinatnom sustavu'xOy,'a vrho
vi objekta A, nizom koordinata (xz., YZ') R e ey T
pokretnom sustavu x"07y~. Koordinite vfiova hodografa neka su
oznaene s (X, , v.) (k=1, 2, ..., pi p<n+m). Poklopi 1i
se pokretni koordinatni sustav s nepokretnim sustavom koordi-
nata tako da se polovi 0, i 0, nadju u ishodi3tu koordinatnog
sustava, jednadZbe pravaca koje prolaze tockama AI" Ali 1
(i=1,2, ..., n) i tockama A, ., Ayt £} = o2, wesyp mT mogu
se predstaviti u slijedecem ob?fku: J

67 (6 ¥) = (ymyq ) O -0 ) gy =00 ()
Hom Y, 20y b)Y

tl:j(x, y) = (V'Y2j+1)(x2j+1""2j)'(""x2j+t)(Y2j+l-yz_i) =0 (2)
(f's 1, 2, vies il

Izabere 1i se pozitivan smjer obilaZenja objekta A, oko objek-
ta A, (protivno kazal jkama sata), koordinate toZaka (x, y) ob-
jekta A, i A, uvritene u izraz (1), odnosno (2) daju pozitivna
odstupanja. Ea se odredi pocetna tocka obilaska objekta A, oko
objekta A,, potrebno je izmedju vrhova Az.(xz., YZ') ob jekta

AZ izabrali onu tocku AZk (XZk’YZk) koja JudoJoljaJa uvjetu:

4y (xgpaygy) = max ¢y (x)0nyy5). (3)

je[1,m]
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Neka je kao pocetna toEka obilaska objekta A, oko objekta Al
uzeta tocka A , Lj. ona tocka koja zadovoljava re-
Iacnju (3). A&o se sa%a podigne objekt A2 tako da vrh A (ka,
) padne u vrh A ) objekta A7, pol 0° obJek%a A
nac1 e se u vrhu Aodografa ¢ (k. ?]) Ovako dobiveni wvr
hodografa uzima se kao pocetni te se njegove koordinate izra-
Eunavaju izrazima (2; 18):
i(]’k) = X - *
1 11
(4)
B0 PO
Y Yir T Yo

U izrazu (4) gornji indeksi koordinata ukazuju na one vrhove
objekata A, i A, koji su koridteni kod formiranja promatranog
vrha hodografa.

Kada je dobiven poEetni polozaj objekta AZ njegovo obilaienje

oko objekta A, moZe se ostvariti na jedan od moguca tri nacina:
ili vrh obJekla A, klizi stranicom objekta A,, ili stranica ob-
jekta A, klizi po vrhu objekta A ., ili stranica objekta A, kli
zi po s%ranlci objekta A . Za izracdunavanje koordinata slijede-
¢ih vrhova hodografa potrebno je analizirati uzajamni odnos st-
ranica opcenito oznacenih s A, A o objekta A, i A A ob-

; s
jekta A,. Ova se analiza izvodi uvrStavanjem koordl%ata x "

Y tocaka A . i koordinata x 1% Xt tocaka A1 u jed <
nadZbe pravaca koje prolaze tockama A, A ﬁa taj se
2s 2s+ é

nacin odredJUJe odstupanJo tocaka A X i A od pravaca

AZSAZ i pri Cemu moZe biti ispunjena Jedna od relacija:
ws(xir’ylr) _ ws( 1r+1’ylr+1) (5)
lps(xlr’YIr) < ws(x1r+l’ylr+l) (6)
¢s(x1r'ylr) > wx(x1r+l'ylr+l)' (7)

U zavisnosti od ispunjenja jedne od relacija (5) - (7) izradu
navaju se vrhovi hodografa funkcije gustog razmje3taja na je-
dan od nalina respektiranjem redoslijeda (2; 19):

i(r+1’5+1) <

i+1 = xlr+l 3 x25+1
-(r+1,s+1) _ = (8)
Yist = Yipet = Yigel
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)—((I"+],S) = i =
[+1 1r+1 2s
-(r+l,s)  _ 3 (9)
Vi1 Yiest " Y2g
atipyert]) o g
i+1 = X T Faget
-(r,s+1) _ ” (10)
i+1 = Yir T Y2s+

(i=2,3, ..., g; g<n+m.

Ovaj proces izracunavanja vrhova hodografa obavlja se tako du-
go dok se neki iduc¢i nadjeni vrh hodografa ne poklopi s prvim
vrhom CTI' '

Radi ilustracije odredjivanja vrhova hodografa funkcije gustog
razmjesStaja neka je zadan Cetverokut Al s koordinatama vrhova:
A1 (25 3), Agp(-2; 1), Ag3 (=15 =2) i Agy (15 -1). Neka je op
jekt A2 cetverokut sukladan cetverokutu Ai. Da se odrede koor-
dinate prvog vrha objekta A, a s time i koordinate prvog vrha
hodografa, potrebno je preko relacije (1) i koordinata vrhova
objekta Ay izraCunati odstupanja. JednadZba pravca koji prola-
zi vrhovima Aqq i A12 objekta A1 je ¢;(x,y) = 2x-hy+8, dok su
odstupanja pojedinih tocaka A1, od tog pravca Jednaka $1(2;3)=
=0; ¢1(-2; l)-ﬂ ¢ (- l ;=2)=14 i ¢1(1;-1)=14. Kako je u ovom slu-
€aju max ¢1(x,., ¥y postignut za dvije tocke, prvi vrh objek-
ta Ay moZe Bify & E&ordlnatama Ay (=15-2) 10 Ay (15 l) |zabe-

re 1i se za prvi vrh objekta A2 vrh s koordlnatama A 1 -2),
tada ostali vrhovi objekta A, imaju koordinate: A, (% l),

Az (2;3) ¥ Aa4(-2:1). Koor?in?}e prvog vrha hod??r r korl—
stenJem izraza (h) Jesu: X, =2-(-1) =31y

Za izrafunavanje koordlnata drugog vrha hodografa potrebno je
izraunati jednadZbu pravca kroz tocke Azj i Az2. Ta jednadZba
glasi: ¢q(x,y) = -x+2y+3, te su odstupanja tocaka Ayq i Aqp od
tog pravca jednaka: ¢1(2 3)=7 i ¢1 -2;1)=7. Kako je ¥1(2; 3}

= y,(=2;1) /izraz (5)/, to se koordinate drugog vrha hodogra-
fa izralunavaju pomocu izraza (8) te je C,,(-3; 2). Kako je za
izraCunavanje koordinata drugog vrha hodografa koristen izraz
(5), to je za izralunavanje koordinata tredeg vrha hodografa
potrebno, prvenstveno, izrafunati jednadZbu pravca kroz tolke
Ay2 1 Ap3 objekta Aj koja glasi: y,(x,y) = -hx+y+5.0dstupanja
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todaka Aip 1 Aj3 od izralunatog pravca iznose: (-2; 1) = 14
i Uy (-1;-2) = ;. Buduéi da je p(-251)> yp(-1;-2], treéi vrh
hodografa ima koordinate /izraz (10)/: -4; -2, te je 023(-h;-2).

lzracunavanje koordinata cetvrtog vrha hodografa zapolinje iz-
rafunavanjem jednadZbe pravca kroz tolke A i Ay, objekta A

- - s 24 2
koja glasi: ¢3(x,y) = 2x-by+8. Odstupanje tocke Ay, od pravca
¢3(x,y) iznosi 0, a tocke Ay3 od tog pravca 14, te kako je
¥3(-2;1) <¥3(-1;-2), koordinate etvrtog vrha hodografa /izraz
(9)/ jesu €33(-3;-5).

Zbog kori3tenja izraza (6) prilikom izra&unavanja koordinata
Cetvrtog vrha hodografa za izra&unavanje koordinata petog vr-
ha hodografa potrebno je izralunati odstupanja tocaka Ay3 i
A1y objekta A; od pravca w3(x,y). Kako su ta odstupanja medju-
sobno jednaka, tj. ¢3(-l;-2) = ¥2(1;-1), peti vrh hodografa/iz
raz (8)/ ima koordinate CQA(B;-Z?. -

Buduc¢i da je u prethodnom izracunavanja koordinata vrha hodo-
grafa kori3ten izraz (5), potrebno je, da bi se izradunale ko-
ordinate 3estog (i posljednjeqg) vrha hodografa, izracunati je-
dnadZbu pravca kroz tocke Agy i A21 objekta A,. Kako je jedna-
dZba pravca Vj(x,y) = 3x+y+5, to Odstupanja tofaka Ayy i Afj
objekta A od ¥;(x,y) iznose 7 odnosno 14, te buduéi da je
Vp(1;-1) < ¥y, (2;3), Sesti vrh hodografa /izraz (9)/ ima koor-
dinate Cyy (4;2).

Prati 1i se na slici 1. obilaZenje objekta A, oko objekta Ap,
onda se moZe primijetiti da su neke stranice objekta AZ(AZI
AgqsAg AZQ) klizile po nekim stranicama objekta AI(A1]A12,
A13A4 }. U takvom slucaju dobivene su dvije paralelne strani-
ce hoéografa funkcije gustog razmjestaja (C11C11, C chk)' Na
dalje, moZe se na slici 1. vidjeti da su stranice hgaografa »
CigCr1 i C13C33 paralelne kao 5to su paralelne i stranice
CyuCry 1 C11C73. U oba ova sluaja jedan od vrhova ili objek-
ta Ap ili objeata A, je klizio po jednoj od stranici objekta
A, ili objekta A,. %oznaéavanje vrhova hodografa izvedeno je
u zavisnosti od vrhova objekta Ay i A, koji su sudjelovali u
formiranju odredjenog vrha hodografa)’

Kada su izracdunate sve koordinate vrhova hodografa, mozZe se
pristupiti izracCunavanju funkcije gustog razmje3taja koja iz
raZava udal jenost polova 0y i 07 gusto razmjeStenih obiekata
za kuteve 9(u ovom sluéaju korak za kut O iznosit ¢e 19).Trag
funkci je gustog razmjesStaja, gdje je OE[U,Zw], predstavl ja

163




Bojanic M. Razmje3taj objekata Zbornik radova(1980), 4

hodograf funkcije gustog razmje3taja. Zbog toga svakoj vrije-
dnosti funkcije gustog razmjeStaja odgovara udal jenost od pola
hodoarafa do neke tolke koja se na njemu nalazi, tj. FIZ(G) =
= (x* + vy ) . Nadal je, svakoj tocki koja leZi na hodografu
funkane gustog razmje3taja korespondira kut nagiba vektora ko
ji spaja pol hodografa s tom toékom, tj. © = arctg (y/x).

Ukoliko se sa P; oznali udaljenost od pola do i-te stranice ho
dografa, FunkC|Ja gustog razmje3taja moZe se izraziti (2;19):

f(0) = p.[sec(e, - )|, B, <0 <B, ., (i=1,2,...,r) (1)
gdje je:
©. - kut, koji zatvara pravac, okomit na stranicu "i" hodogra-
: fa a prolazi polom, s osi x,
B. - kut naklona spojnice pola s i-tim vrhom hodografa,
i . s G TG
r - broj vrhova hodografa funkcije gustog razmje3taja.

Za izralunavanje funkcije gustog razmje3taja /prema izrazu(l1)/
potrebno je prvenstveno odrediti jednadZbe pravaca koji prolaze
vrhovima hodografa. Na osnovi koordinata vrhova hodografa (idu-
¢i od prvog prema zadnjem) te jednadZbe pravaca su slijedece:
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I
I
Il

Y 1/2x + 7/2; ¥ bx + 14; Y
1122 22023 Ca3t33

Y V2% = F2: X = bx - 14; Y
€330y Counlyy VAT

Izralunavanje udal jenosti p. (duZina okomice od stranice hodo-
grafa na pol) izvodi se na osnovi parametara jednadZbi pravaca

po obrascu?
oy = —Al— (12)

=3x - 1h;

-3x + 14,

DuZine okomica, od prve do zadnje stranice hodografa, na pol
jesu slijedece: py = 3,130495, Py = 3,395499, p3 = 4 427189,
oy = 3,130495, Pg = 3,395499 i pg = 4,427189.

Na osnovi koordinata vrhova hodografa mogu se izracunati kute-

vi naklona spojnica vrhova hodografa OC s osi x. Ovi kutevi
izraCunavaju se pomocu izraza:

B, = arctg (y /%, ) (13)

a iznose: B; = 59%02°10°", B, = lh6018 36“ B3 = 206033754~
B, = 2390271077, 8. = 326018-38"" i 2603354~

Da se dodje do kuteva @j, potrebno je prvenstveno izraCunati
koordinate tocaka K; u kojima okomica iz pola na stranicu ho-
dografa C;C;41 presijeca tu stranicu. Za izracun ovih koordi-
nata polazi se od jednadZbi pravaca kroz vrhove hodografa i
pravaca koji su okomiti na te pravce. Koordinate toCaka K; su
slijedece: Kqy(-1,4;2, 8) K,(-3,2941176; 0,823529), Ko (-4, z
-1,4), ky(1, l -2,8), 5(3, 39&1176 -0,823529) i K6(h 3 1,4) .
Koordinate ovuh tocaka dozvoIJava u izracunavanje kuteva 9, =
= arctg( t/x:)' koji su: 6 = 116Y33°54"", 9a = 165957°50°°,
o b 198Y26°06"", oy = 296°33754°7, o5 = 345057°50°" i of =
18026-06 “°

Na osnovi |zracunatih parametara moguce je prici izracunava-
nju funkcije gustog razmjeStaja na slijedeci nacin:
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3,130495 |sec(116°33°54---0)|, 59%02-10""<0<146°18°36""
3,395499 |sec(1650957°50°-0) [, 146018736 "<0¢206033°54"~
4,427189 |sec(198926-06°"-0)|, 206933°54~“<0£239%02-10""
3,139495 |sec(296933°54-"-0) |, 239°02-10-"<0<326%18-38""
3,395499 [sec(345957°50°"-0)|, 23601838~ "<o< 26933754~
4,427189 |sec( 18026-06-"-0)|, 26°33°54°-<0< 59%02°10°"

f(o) =

Funkcija gustog razmjestaja f(0) mnogokutnih objekata ima slije
deca znaajna svojstva (3; 112):

-max f(0©) uvijek se postiZe samo u totkama gdje se spajaju odre-
sci koji tvore konturu hodografa funkcije gustog razmjestaja
(mnogokutnim objektima korespondira i mnogokutni hodograf fun-
kci je gustog razmjestaja le),

-ako su objekti A, i A, konveksni, tada se min f(0) ne postize
u vrhovima mnogokutnuEa Y12 5 hodograf funkcije gustog razmje
Staja Yy u takvom sluCaju ima oblik konveksnog mnogokutnika,

-ako su objekti Ay i A, konkavni,tada je i njihov hodograf fun-
kcije gustog razmje§taja Y12, u opcéem sluaju, konkavan. Zato
se min f(p) moZe postiéi i u vrhovima mnogokutnika Y1p. To&ni
je, min f(p) postiZe se u onom vrhu mnogokutnika Y12 koji se
javlja kao vrh unutarnjeg kuta mnogokutnika y;, veceg od .

Za promatrane objekte Ay i A, izrafunate su vrijednosti funk-
cije gustog razmje3taja f(8) u intervalu [0,7] i prikazane na
sllcl 2.

Maksimum f(0) (slika 2.) postignut je kod 59% (to&nije, anali-
ticki je max f(e) postignut kod By = 59 02°10°°), a minimum o-
ve funkcije je kod 117% (ili, analiti&ki, kod G = 116933°54°"),

3. POTPORNA FUNKCIJA

Odredjivanje 3irine trake za kut pod kojim c¢e biti razmjeSteni
sukladni objekti,izvodi se pomocu potporne (oslonatne) funkci-
je. U ravnini (R) potporna funkcija H(0) predstavlja ovisnost
udal jenosti pola 0 objekta ACRZ od potpornog pravca, postavl je
nog na objekt A pod kutem 0, koji odredjuje smjer okomice spu-
Stene na svaki potporni pravac objekta A (2;16).
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Potporna fgnkcija zatvorenog, ogranifenog i nedegeneriranog ob
jekta ACR” ima slijededa svojstva (4;58): potporna funkcija
H(e) svakog objekta podudara se s potpornom funkcijom njegovog
konveksnog omotaga; funkcija H(®) je jednozna&na; potporna fun
kcija je periodi€na i u opéem slucaju ima period od 2kw, k e N;
ako objekt A ima ''s'" (s # 0) osi simetrije, njegova potporna
funkcija ima period jednak 2m/s; funkcija H(8) je neprekidna.

Za konveksni mnogokutnik potporna se funkcija izraCunava _ na
slijedeci nafin. Neka je zadan konveksni mnogokutnik ACR® s
koordinatama vrhova Ai(xi’yi) tako da je njegov pol smjeSten

u ishodiste koordinatnog sustava x0y. Potporna je funkcija sa-
da predstavljena izrazom (2; 16):

H(e) = 0A.[cos(e, - )|, ako je B, < @ <B, , (14)

u kojem su simboli ovih znalenja:

OAi - duZine spojnica vrhova mnogokutnika s polom 0, pri cemu
je T w Ty 2y euve NS

e, - kutevi koje spojnice OAi zatvaraju s osi Xx;

B. = kutevi koji zatvaraju okomice povucene iz pola na strani
ce AIAi+1 i osi x.
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Izralunavanje potporne funkcije H(6) prema izrazu (14) za veé

zadani Eetverokut A., zahtijeva da se izrafunaju duZine spoj-

nica vrhova objekta A; s polom 0 e A DuZine spojnica vrhova

objekta A1 s polom izracunavaju se pomoéu izraza:
2 2

OAE = I x; +y;

(15)

te uzmu 1i se u obzir koordinate vrhova A. objekta A1 spojnice
su slijedecih duzina: OA, = 3,605551, OA, = 2,236068, 0A3 =
- 2,236068 i 0A, = 1,414214.

Koardinate vrhova objekta Ay omogucavaju, nadalje, da se izra-
Cunaju kutevi naklona spojnica vrhova objekta Ay i pola 0 s o-
si x. To su kutevi na osnovi |zraza By - arctg(y /x ):

= 560918-36°°, 0, = 153026°06°", 05 = 243026 06°° i eh §15°

Za izraEunavanJe kuteva B; potrebno je, prvenstveno, izracuna-
ti jednadibe pravaca koji prolaze stranicama objekta Ay.Na os-
novi koordinata vrhova objekta A1 jednadZbe pravaca su sli je-
dece:

= 1/2x + 2; = =3Ix = 5; X

AHAIZ AIZ 13 AI3A14
Y

Lx - 5,
ST

Kada se na ove pravce postave okomiti pravci, mogu se izracu-
nati koordinate toCaka M; u kojima okomica spu3tena sa strani-
ce A.A. na pol 0 objekta A presi jeca tu stranicu. Koordina-
te tocaﬁa M, su slijedece: H (-0,8;1,6), M,(-1,5;-0,5),
M,(0,6;-1,2 ) i My (1,176471; 6 29&]]8) Koordinate toZaka M;
gucava ju, sada, izraunavanje kuteva B = arctgly, /x.), te
suoni: By = 116933°54°~, g, = 198926-06"", 83 = 296833454~
By = 34505749~
Navedeni elementi omogucavaju izrafunavanje vrijednosti potpo
rne funkcije H(6) objekta A, na slijedeci nalin:

2,236068 {cos(153926°06°"-0)|,116933°54""<0<198 26°06"~
2,236068 |cos(243026°06~°-0)|,198026°06""<0<296 33°54°~
H(e) =1 winz1n [cos(315000°00°"-0) | ,296033°54""co<345 57749~
3,605551 [cos( 56018°36°°-9)|,345057°49 "<p<116 3375471

Na slici 3a grafitki je prikazana potporna funkcija H(®) i fu-
nkcija thi®) = h, + h, = h(® - 7/2) + h(e + =/2) na slici 3b
(bit e potrebna u kasnijem izlaganju) objekta AIC:RZ. Maksi-

= 1/2x - 3/2 i
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malnu vrijednost potporna funkcija H(8®) ovog objekta ima kod
560 , dok minimalnu kod 31&60.

Funkcija zh(e) = h = h(e-1/2) + h(6-v/2), kao 5to je to
vidljivo na slici %b |ma minimalnu vrijednost kod 279, dok

joj je maksimalna vrijednost kod 149%9. Na osnovi pojedinih vri
jednosti ove funkcije za odredjeni kute@odredjena je Sirina tra
ke L u koju se razmje3taju objekti Ai e {A}l.
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L. RAZMJESTAJ OBJEKATA U TRAKU ZADANE SIRINE | BESKONACNE
DUZ INE

Neka je zadana Sirina 1 trake p beskonalne duZine, pri Cemu je
1 & me[hfe - n/2) + h(e + ﬂ/2)] Ukoliko se traku p zapunjuje
6e |0,

trakama L bez bjelina i dvostrukih pokrivanja, tada e, u opcem
slu€aju, dio trake p $irine Ah ostati nepokriven. 1z tih razlo-
ga i nastaje problem kod kojega treba naci takvu vrijednost pa-
rametra®©da bi pri pokrivanju trake p trakama L, s razmjeStenim
u njima objektima A €{A}, koeficijent zapunjenja trake tim obje
ktima A e{A} bio najveéi. 0 jednorednom (jednostrukom) periodi-
¢nom razmjeStaju geometrijskih objekata govori se u onom sluéa-
ju kod kojega bar jedan parametar razmje3taja od jednog do dru-
gog poloZaja objekta uvi jek mijenja vrijednost za jednu te istu,
konstantnu veli€inu, tj. period. U opéem sluaju, parametri raz-
mjeStaja jednoredno razmje3tenih objekata zadovol javaju slijede-
¢i sustav jednadzbi (2; 19):

X1 141 Y] " he G =9 < tg !

¢(x,y,0) = ¢(x.,y. e.) =0, i=1, 2, ..., n,

pri Cemu simboli t . ty i tg izraZzavaju period po parametru x,
y ili o.

= xi = t s Y-

U vecini slufajeva razmjeStaj geometrijskih objekata u jednom
redu izvodi se tako da je funkcija ¢(x,y,®) = 0 izrazena line-
arnom jednadZbom Ax + By + CO + D = 0. Pri tome je t =a, a

6 = @, = const. pa je $(x,y,0) = d(x,y) = 0 i é(x,y)*= A"+ By+
+ D=0

Ukoliko su u pravokutnom koordinatnom sustavu xOy zadani objek-
ti (s1.4) A. e{A} &iji su polovi smje3teni na liniji zadanoj fu-
nkcijom ¢(x,y,0) = y = 0, tada nastaje potreba, pri jednorednom
razmjedtaju objekata, da se odredi takav t_ = a pri kojem se
objekti nece presijecati. Kada se objektima A;e {A} povuku do-
nji i gornji potporni pravci 1y i 1, paralelni s pravcem y = 0,
dobiva se traka L u koju se razmjeStaju zadani objekti. Tada je
$irina trake L odredjena potpornom funkcijom, tj. hy + ho=h(e-
-n/2) + h(e + n/2), a period po apscisi s vrijedno3éu funkcije
gustog razmjeStaja za zadani kut €=90,, tj.a = f(e1)
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Linija T?T% razdvaja objekte A, _; i A, a linija T?+1T1 ob-

i+1
jekte A; i A (s1.4) koji su jednoredno periodi&no razmjes-

+
teni. U paraie]ogramu Vi’ odredjenom tockama T?, T?+1, T% i

TI+ , razmjedten je toZno jedan objekt A;. Olito je da je os-
novica paralelograma V; jednaka periodu a, gusto razmjeStenih
objekata, dok je visina odredjena s udaljenosti izmedju prava-
ca 1, i 1,, tj. sa hy + h,. Paralelogrami V; su, kako je vid-
1jivo, jeanoredno periodicno razmje3Steni na traci L s periodom
a, uz uvjet da je ¢(x,y,0) =y = 0, te je traka L prekrivena
oﬁjektima V. bez razmaka i prekrivanja a koeficijent zapunje-
nja trake je jednak 1. Kako se u svakom paralelogramu Vi raz-
mjeSta samo po jedan objekt A; e{A}, koeficijent zapunjenja
trake L objektima Ai e {A} moZe se izralunati izrazom (2;20):

= %?. (16)

® (xy 0)=0

X

Kako je povriina objekta A; e{A} a* = const., tj. invarijantna
s obzirom na razli&ite moguénosti razmjeStaja, to je kod izra-
za (16) potrebno odrediti minimalnu povr3inu paralelograma V
da se dobije 3to bol]ji koeficijent zapunjenja u.

Prema definicijama potporne funkcije i funkcije gustog razmje-
Staja povr3ina paralelograma V moZe se izracunati kao:
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v(e) = [h(e - n/2) + h(e +n/2)] f(0). (17)

Uzme 1i se u obzir, posve opcenito, da je 3irina 1 trake p je-
dnaka 1 » max [h(e - #/2) + h(o + u/2)f a da je nepokriveni
ee[0,7]
dio trake p Sirine Ah < h(0 - w/2) + h(e + n/2), tada je povr-
§ina paralelograma 3irine a, i visine 1 jednaka: k = nv+ayhh,
gdje je n broj traka L koje su razmjeitene u traku p. Iz ovo-
ga slijedi da je koeficijent zapunjenja trake p mogucée izradu-
nati kao (3;131):

u=n-a“=n.a" ; (18)

k nv +a h
X

UvaZi 1i se jednakost a_ = f(0) i jednakost u izrazu (17),tada
se koeficijent zapunjenja p moZe izralunati kao:
na*

¥ = F{o) Tn[R(o-/2)+h{o+n/2)[+ah] (19)

Kako je a* = const., n[h(e-w/2)+h(e+n/2)]+Ah = 1 = const., a

1
n(e) =N [h(e—n/2)+h(e+1r/zT ],

tada se rjeSenje postavljenog problema svodi na odredjivanje
(3; 131):

- ax 1

1= max u (8) = max{ N [= ]

98[0.1’] 1 h(e 1T/2)+h(9+'ﬁ'/2)

Funkcija n(8), kako proizlazi iz svojstava funkcije gustog ra-
zmje3taja, potporne funkcije i izraza (20), u intervalu [U,n]
djelomi&no je neprekidna, broj toCaka prekida u potpunosti je
odredjen funkcijom h(e):0¢ [0,n], nema viZe od jednog prekida
ako je funkcija [h(e-w/2)+h(e+n/2)]:0¢[0,n]unimodalna (3;131).

1zni jeto ukazuje da se postavljeni problem moZe rjeSavati po-
stepeno preko slijedeéih faza (3; 132):

: f(e)}.(20)

1. Odredjuju se oni kutevi @ u kojima djelomi&no neprekidna

funkcija N[t/h(e-n/2)+h(e+n/2)] ima prekid. Zbog toga je u
intervalu [ 0,m] potrebno nadi rjeenja jednadZbi:

1 - i [h(e-n/2) + h(e+w/2)] =0, i =m,, m+1,...,m, (21)
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gdje je: :
N | ; Fm =N [ 73 ]
5 max [h{e-n/2)+h(e+n72)]1*"2 " min[h(e-w/2)+h(6+n/2)]
G)e:[ﬂ,-rr] 05[0,11]

koja se i javljaju kao totke prekida funkcije h(6). Neka su ta
rjedenja O1s Bps +vvs O i neka je, ne narusavajuci opcenitost,

91 <92<...6m.
2. Analitic¢ki ili raCunski odredjuju se oni 0. u kojima se po-
stiZe min f(8), i =1, 2, ..., m-1. '
oc[e;.0; ]

3. Sada je jasno da je moguce izralunati:

* 1 "
max y(6) = - max {N[h(e§—n/2)+h(e§+n/ﬂ] : flep)h.  (22)

Neka je za ilustraciju izloZenog problema zadana traka p
"beskonaéne'' duzine i 3irine 1 = 18. Potrebno je pronaci
kut © pri kojemu ce se u traku p razmjestiti najvi3e traka
L sa u njima razmjeStenim Cetverokutima A Cije su koordina-
te vrhova veé ranije zadane (toZka 2). Pri tome se zahti je-
va da je koeficijent u zapunjenja trake najveci.

Ralunski postupak s pribliZnim rje3enjima svodi se, u prvom re
du, na izracunavanje broja traka L koje se mogu razmjestiti u
traku p. Taj broj traka L jednak je: m, = N[18/5,830951] = 3,
m, NTIB/3,1h3896l = 5, te se moZe napisati da je i = m ., m+
i Pty m, = 3%, 5.

Iz tabele 1. je vidljivo da je 88 Li(e-w/2)+h(e+ﬁ/2)] kod

€ »
1499, a min [h(e-n/2)+h(6+7/2)] kod 27 .
ee[0,7]

Ako se u traku p 3irine 1 = 18 razmjeste 3 trake L, tada bi
svaka traka L mogla imati 3irinu 6 (18-3 [hl+hzl?0).Kako u ta-

beli 1.ne postoji ni jedna vrijednost Eh(e)=[h(e-n/2)+h(8+n/2)]
koja bi iznosila 6, moZe se reci da se sukladni Cetverokuti A,
e {A} mogu razmje3tati u trake L pod bilo kojim kutem. Jasno
je da ovakva orijentacija Cetverokuta u trakama L dovodi do
slabog iskoristenja zaposjednutosti istih, te tako i trake p.
RjeSenje nije zadovol javajuce i zbog toga ga se ne uzima u da-
ljnje razmatranje.
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Tabela 1. Vrijednosti funkcije gustog razmjeStaja i potporne
funkci je

h h Zh(e) = v(e) =

e} f(e) s S ns i A TP o
(o-772)  (6-7/2) hy+hy zh(e) ()
0 3,500000 2,000000 3,000000 5,000000 17,500000
1 3,515876 1,982243 2,964638 4,946881 17,392620
8 3.663101 1,841363 2,692458 4,533821 16,60784k
9 3,689727 1,818942 2,650196 4,469138 16,489899
10 3,717884 1,795967 2,607127 4,403094 16,370193
20 L,097461  1.537365 2,135037 3,672402 1504752k
21 L4,146976 1,508793 2,084005 3,592798  14,899247
22 4,198998 1,479761 2,032338 3,512099 14,747297
26 L.Lk3486h 1.359215 1,819638 3,178853  14,097781
27 &,477121 1,344997 1,798989  3,143986 14,076006
28 L, 489605 1,352420 1,821892 3,174312 14,251407
52 5.313103 1,k03673 2,191683  3,595356 19102497
53 5,376178 1,409451 2,199086 3,599537 19,351752
54 5 Li4hke 1,396803 2,205820 3,602623 19,607081
58 5742869 1.377968 2,226016 3,603984  20,697208
59 5,827794 1,372206 2,229373 3,601579 20,989260
60 5,681591 1,366026 2,232051 3,598077 20,442802
61 5,536099 1,359430 2,234049 3,593479 19,893855
79 3.9493k8 1.390827 2,154063  3,544890  14,00000%
80 3,897623 1,L448671 2,143264 3,591935  14,000008
81 13,848393 1,506073 2,131811  3,637884  14,000007
208 3.165802 2.82916k 1,593096 &,422260  14,000000
109 3,157982 2,867741 1,596655 4,464396  14,098482
110 3,151158 2,905446 1,623733  4,529179  14,272159
116 3,130647 3,112702 1,775536 4888238  15,303348
117 3,130585 3,143985 1,798989  4,942974  15,47L4400
118 3,131477 3,174311  1,821892 4,996203 15,645495
148 3.569506 3.603983 2,226016 5,829999  20,810216
149 3,549960 3,601578 2,229373 5,830951  20,699643
150 3,531696 3,598076 2,232051 5,830127 20,590236
179 3.i8532k 3,034448 2,017148 5,051596  17,606k49
180 3,500000 3,000000 2,000000 5,000000 17,500000
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Ukoliko se u traku p razmjeste 4 trake L, tada bi svaka traka
L mogla imati Sirinu 18 - & [h1+h2] =0, tj. th(e) = 18/4=4,5.

PribliZne vrijednosti za th(®) = 4,5 nalaze se u tabeli 1. kod
90 (zh(99) = 4,469138) i kod 1099 (zh(1090) = 4,464396), a to
znaCi da se unutar intervala [90, 109°]objekti A; e{A} mogu ra
mjeStati u trake L pod bilo kojim kutem, a da $irina traka L ne
prijedje Zirinu th(e) veéu od 4,5. Da se dodje do najmanje povr
Sine v paralelograma V, potrebno je u intervalu [90, 109 ]proJ_
naé¢i najmanji f(®). Minimalni f(©) nalazi se kod 109%, tj.
f(1099) = 3,157982. Razmjeste 1i se, sada, objekti A; € {A} u
trake L pod kutem od 1092 , dolazi se do spoznaje da je baza
paralelograma a = 3,157982, a visina £h(109%) = 4,464396,te se
povr3ina cijelog paralelograma moZe izracunati kao k = nv +

+ a Ah = L. 14,098482 + 3,157982.(18-4.4,464396) = 56,843675
ili"kao k = 18.3,157982. Koeficijent iskoristenja trake p, za
ovakvu situaciju, jednak je:

oy na*— H-_518;5

Za razmjeStaj 5 traka L u traku p potrebno je da svaka traka

ima Zirinu 18 - 5 [h, + h,], tj. Zh(6) = 3,6 jedinica. Na os-
novi tabele 1. izraza (21? mogu se postaviti ove relacije:

18 -5.3,592798 = 0, za 0 = 210
18 - 5.3,599537 = 0, za © = 530
18 - 5.3,598077 = 0, za © = 600
18 - 5.3,591935 = 0, za 6 = 800.

U traku p, prema tome, moZe se smjestiti 5 traka L ako se ob-
jekti A;e{A} razmje3taju u trake L pod kutevima unutar inter-
vala [210, 530]i [60%, 80°0]. Da bi povr3ina paralelograma u
koji se razmje3ta jedan Zetverokut Aje{A} bila minimalna, po-
trebno je u intervalu [210, 53°]i [60%, 807]pronaci minimalne
vrijednosti za f(8). U prvom intervalu min f(8)=f(210)=4,146976,
ee[210,530] '
te je k = 18.4,146976 = 74,645568 a koeficijent zapunjenja tra
ke p u(219) = 0,7033. U drugom intervalu [600, 80°Tmin f(e) =
95[60 ,Bﬂ
= £(800) = 3,897623, k = 18-3,897623 = 70,157214, te je koefi-
cijent zapunjenja trake p jednak u(800) = 0,7483.

NAPOMENA UZ Tab.l: U tabeli su date samo one vrijednosti nave—
denih funkeija koje de se koristiti u daljnjem tekstu, te zbog
toga tab.l.predstavlja izvadak iz tabele u kojoj su tzradunate
vrijednosti navedenih funkeija za sve kuteve u intervalu [0,w].
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Analiziraju 1i se dobiveni rezultati, dolazi se do spoznaje da
je najveci koeficigent zapunjenja trake p dobiven za 5 traka L
svaka 3irine Zh(80") = 3,591935, u kojima se Cetverokuti A.e{A}
razmjedtaju pod kutem od 800(s1.5). Ralun, nadalje, pokazu}e da
je baza paralelograma V; u koji se razmje3Staju objekti Aje{A}
jednaka a, = f(80%) = 3,897623, dok je Zirina traka L th(800) =
= 3,59193§ a v(80 ) = 14,000008. Pet traka L 3irine £h(800) =
= 3,591935 zauzima 17,959676 mjernih jedinica trake p, te je

Ah = 18 - 17,959676 = 0,040325 mjernih jedinica Zirine ostalo
nezapos jednuto.
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5. ZAKLJUCAK

Razmatrana situacija u pogledu razmjeStaja geometrijskih obje-
kata nalazi svoju primjenu u mnogim praktic¢nim problemima.Tako
npr. o razmjeStaju objekata govori se kod mnogih konstruktors-
kih problema, kod obrade podataka, u radio industriji i tsl.Na
rocito veliku primjenu ovo podrucje ima kod izrade krojnih she
ma, a preko njih kod plana krojenja, u problemima krojenja ma-
terijala. Tu su efekti mjerljivi i zbog toga i najuocljiviji.

Treba reci, na kraju, da je izloZeni problem razmjesStaja geo-
metrijskih objekata jedan od moguéih problema i da, s obzirom
na razlicita tehnolo3Ska i druga ogranicenja, ovo podrucje po-
staje izuzetno Siroko,te teorijski i praktiéno veoma znacajno.
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Bosuuu Muxopaxn:

" PasuMenenme reoMeTpuyeckmx O6GBHEKTOB B NOAO-
CH OSeCKOHeuUmOA NAMHN ¥ S&IAHHOV MMPHMHN "

PE3DME

B paGore paccMaTpuBaeTcs OxHa M3 NpPOXeM ONHO-
PANHOTO NepPHOANYECKOr0 pasMeleMus BHOYKAHX TeoMeT-
puueckux o6bekTom. llogxonm x nmpoGrere pasMeNeHMN Ire-
OMeTpDMUYECKHX OOBEKTOB BHPaXeH IpH noMomu xod3ppunme-
HTa 3ANOJHEeNMMN M B SaIaHNOi ofxacTu B R? .

[loayueHHHe pesyXbTaTH N&DT OTBET Na BONpOC,

K&K HAQZO B NMOXOCH p P&IMECTHTH NOAOCH L M B HHX
o6beKTH A;e{A}  ,YTOGH NMOAYUNTH MEAX.H .

178



