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TR RAZE B NKG | J'E
NJIH KVADRATA

Ovaj rad namijenjen je u prvom redu studentima drustvenih nau-
ka da vide kako se moze primijeniti metoda najmanjih kvadrata.
Ova metoda ima Siroku primjenu, a u nastavnim procesima (prog-
ramima) posebno se ne izucava. Rad je ograniden na primjenu kod
izracdunavanja trenda i korelacije.

1. UvVOD

U rjeSavanju ekonomskih problema Cesto smo u situaciji da odre-
dimo funkciju koja ce najbolje aproksimirati neku ekonomsku si-
tuaciju. U tu svrhu potrebno je ocijeniti parametre funkcije.Za
ocjenjivanje tih parametara postoje razliCite metode, kao: me-
toda najmanjih kvadrata, ortogonalna regresija, metoda najmanjih
modula i ocjenjivanje parametara razliitih tipova funkcija(CES
funkcija, funkcija tipa HIPF).

U ovom radu zadrZat cemo se na ocjeni parametara pomocu metode
najmanjih kvadrata.

2. METODA NAJMANJIH KVADRATA
Poznate su nam dvije serije statistickih podataka:
) CIG IR el o » X

172"y n
Y],YZ,Y3, ........ ,Yn
ili niz empirickih tocaka
(XI’YI)’ (xziyz)! """ ,(xn’Yn)

Ako taj niz prikaZemo linijskim grafikonom, dobit cemo jednu
opcenito izlomljenu liniju koja se naziva empiricka ili stati-
sticka krivulja. Nju treba izgladiti tako da se izlomijena li-
nija zamijeni s glatkom krivuljom,

Da se to rijeSi, potrebno je izabrati funkciju odredjenog tipa
koja ce se najbolje prilagoditi empirickim tofkama. "Iz raspo-
reda tih toCaka vidi se da 1i ce njezin analitiZki reprezentant
(jednadZba)
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Y = F(X; a az; ...... ,ak)

biti hnearnai kvadratna, kubna, eksponencijalna ili neka dru
ga funkcija'. )

To je u stvari funkcija jedne varijable X sa k parametara
(O R a ) Jasno je da broj parametara ne smije biti ve-
¢i od"broja poznatlh empirickih toaka (k< n).

Prije samog postupka ocjenjivanja parametara potrebno je iza-
brati tip funkcije. Ako izaberemo linearnu funkciju, trebat
cemo ocijeniti dva parametra, odnosno kod kvadratne tri,kod
kubne Cetiri parametra.

Kad smo izabrali tip funkcije koji smatramo da e najbolje ap-
roksimirati empirifke podatke, slijedi ocjena (izradunavanje)
parametara. Parametre cemo izraCunati iz uvjeta:
Z ;
L (Yi-yi) = min (1)

y. nam predstavljaju ordinatu i-te empiricke toZke, tj. origi-
nalnu vrijednost zavisne varijable , a Y teoretsku vri jednost
zavisne vari jable.

Po tom ie uvjetu ova metoda dobila naziv metoda najmanjih kva-
drata.?

Teoretska linearna veza postojat ce izmedju varijabli x i y ob-
lika Y = a + bx ako bude zadovol jen uvjet

S(a,b) = E(Y;—yi)2 = E(yi-a-bxi)2 = min
Vrijednost parametra a i b moZemo odrediti tako da deriviramo
sumu S parcijalno najprije po a, a zatim po b i dobivene deri-
vacije izjednafimo s nulom, tj.

1) Lj.Martid: Matematidke metode za ekonomske analize I dio,
Narodne novine, Zagreb, 1976, str.136.

2) Metodu najmanjih kvadrata prvi je predloZio A.L.Legendre u
svom radu "Nouvelles méthodes pour la detérmination des
orbites des cometes" koji je publiciran 1806. godine u Pari-
zu. Kratko vrijeme nakon toga P.S. Laplace (1812) i F.K.Gauss
(1821-1823) potvrdzlz su njenu valjanost i opravdanost te is—
takli neka njena optimalna svojstva,

(Citirano: T.Vujkovid,Ekonometrijske metode 1 tehnike, Infor-
mator, 1976, str.27),
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B == z(yi-a-bxi) =0
S, = " 2 z(yi-a-bxi)xi =0
Na taj naCin dobili smo sistem normalnih jednadZbi:

Na -+ b Ix., = Zyi
(2)

a Xxi+ b Exi = Xxiyi

Di jeljenjem prve jednadZbe sistema (2) sa N dobit cemo vrijed-
nost parametra a
Xyi Ix.

a=—=-50 :

N g ey renhl (3)

U slijedecem koraku supstituirat cemo vrijednost a u drugu je-
dnadZbu sistema (2) dobit cemo

ToX.y. =
be lzl Nxy (4)
Ix Z
i N
PoSto smo rijedili vrijednosti parametara funkcije, uvrstimo
ih u jednadZbu i izrafunamo sve ofekivane vrijednosti. Ako se

teoretske vrijednosti slabo podudaraju s empirickim, iéi cemo
u daljnje istraZivanje na parabolu drugog, treceg ili n-tog re
da.Optimalne vrijednosti parametara a,b,c,parabole drugog reda

(y = a+bx+cx2) dobit éemo iz uvjeta:
E(yi-a—bxi-cxiz)2 = min (5)

Ovaj izraz bit ¢e minimalan ako su prve parcijalne derivacije
te funkcije po parametrima a,b,c jednake nuli, tj.

2 =
B, = -22(-cxi bx a+yi) a
2
Sb = -?.Z(-cxi-bxi a+yi)xi =0
2 2
B 22(-cxi bxi-a+yi)xi =1

Transformiranjem ovih jednadZbi dolazi se do tri normalne jed-
nadZbe s tri nepoznanice:
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czx?+bzxi+ Na = Zyi
c£x3+b2x2+azx = Ix

i i i i7i (6)
ch?+bEx?+aZx? = Ex?y

Ovaj sistem jednadZbi moZe se rijeSiti na raziifite naline:
- koriStenjem ve¢ gotovih formula,

- primjenom metode jednakih koeficijenata,

- matri¢nim racunom...

Kada smo izracunali vrijednosti parametara, uvrstimo ih u fun-
kciju i izrafunamo olekivane vrijednosti. Usporedimo ih s ori-
ginalnim, odnosno izradunamo standardnu devijaciju ili koefici-
jent varijacije i donosimo zakljuéak da 1i izraunate vrijedno-
sti dobro aproksimiraju empiricke podatke.

Ako dolazimo do zakl ju¢ka da cde parabola nekog viSeg reda bolje
reprezentirati statisticke vrijednosti, onda cdemo icCi dalje u
istrazivanje sve dok ne pronadjemo parabolu koja ce najbolje ap-
“roksimirati dane empiricke tocke.

Metodu najmanjih kvadrata moZemo primijeniti i kod funkcija ko-
je nisu linearnog oblika, i to tako da je lineariziramo bilo su
pstitucijom bilo logaritmiranjem. -

Funkci ja oblika y=alogx+b. Ovo je linearna funkcija u logx. Nu
mericke Erijednosti parametara a i b dobit demo iz uvjeta -
L(Y.-y.)“= min. Minimum e se poitiéi ako su prve parci jalne
derivacije izraza Z(alogx.+b-y.)? po parametrima a i b jednake
nuli. Postupak rjeSenja jé kao'i kod prethodnih proracuna para-
metara linearne funkcije, jedino j§ razlika u tome da ce svug-
gdje gdje se nalazi x; biti Iogxi ).

Kod linearizirane funkcije gd;e imamo log vy i log x, konkretno
kod Paretove funkcije y = ﬁ{x , za izraCunavanje vrijednosti
parametara postoje formule™/.

"U prakti&nim primjenama polazi se direktno od ove dvije for-
mule. Ovdje treba napomenuti da te dvije formule ne daju naj-

3) K.Kero: Primjena Engelovih zakona na tro3enje dohotka kod
Zetverodlanth radnidkih domadinstava SFRJ,Zbornik radova,FOI
VaraZdin, 2-3, Vara3din, 1979, str.275.
4) Lj.Martié: Matematidke metode za ekonomske analize I dio,Na-
rodne novine, Zagreb, 1976, str. 144.
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bol je procjene parametara A i a. Razlog ne leZi u metodi naj-
manjih kvadrata, ve¢ u njezinoj primjeni. Ta metoda nije bila
primijenjena n? veliCine Y i y vec na logaritme tih velilina

logY i logy".>

3. PRIMJENA METODE NAJMANJIH KVADRATA KOD [ZRACUNAVANJA
PARAMETARA TRENDA

Kod utvrdjivanja aritmeticke sredine vremenskog niza treba vo-
diti racuna o dinamici kretanja pojave. Zato je bolje koristi-
ti srednju dinamicku vrijednost, odnosno trend. On nam pokazu-
je opcu tendenciju kretanja pojave. JednadZba trenda je Y. 5

= a+bx ako se radi o linearnom trendu, odnosno y =a+bx + cx2
ako parabola drugog reda najbolje reprezentira sfatisticke po-
datke, ili neka druga parabola n-tog reda ako se najbolje pri-
lagodjava empirickim podacima. Nas5 zadatak je da pronadjemo ko
ja ¢e krivulja najbolje reprezentirati originalne podatke. Za
tu svrhu uzmimo jedan primjer. Podaci se nalaze u tabeli 1, u
kolonama 1 i 2.

Tabela 1. Vrijednost izvr3enih gradjevinskih radova na putevi-
ma SRH u milijunima dinara.

Godina Vrijednost 2 ! (v )2
i o1 von e b4 Ye Yi~Ye ViV
] 2 3 5 5 6 7 8
1972 450 00 0 165,787 284,213 80777,029
1973 583 11 583 471,000 112,000 12544,00
1974 936 2 4 1872 776,215 159,785  25531,246
1975 521 3 9 1563 1081,429 -560,429 314080,66
1976 621 L 16 2485 1386,642 -765,642 586207,67
1977 2000 5 25 10000 1691,857 308,143 94952,108
6

1978 2459 36 14754 1997,070 461,930 213379,32
7570 21 91 31256 7570,000 0,000 1327472,0

lzvor: SGH, 1979, str. 141.

Radi lak3eg izrafunavanja parametara oznalit cemo vremenska ra-
zdoblja u nizu s 0,1,2,...6. To se moZe vidjeti u koloni 3 ta-
bele 1. S nulom smo oznaili vremensko razdoblje koje smo oda-
brali za ishodiste.

3) Tsto, oir.144.
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Do parametara moZemo doCi tako da dobivene sume u tabeli 1 u-
vrstimo u sistem jednadZbi (2)

7a + 21b = 7570 .(-3)
21a + 91b = 31256
-21a - 63b = -22710
21a + 91b = 31256
0 + 28b = 8545
b = 305,214

Parametar a dobit cemo tako da u prvu jednadZbu uvrstimo vri-
jednost parametra b, tj.

7a + 21.305,214 = 7570
7a = 1160,506
a = ]65’787

Do rje3enja moZemo docCi i na drugi nain. U tabeli 1, koloni
1 i 2 nalaze se sume y. i x.. Te sume podijelimo s N i dobi-
jemo y i X. U istoj tabeli halaze se ostale sume koje uvrsti-
mo u izraz (3) i (4), tj.

b = 31256 - 7.3.1081,429
gl ~ 7.3°
a = 1081,429 - 305,214 . 3 = 165,787.

= 305,214

JednadZba linearnog trenda poslije proraluna parametara izgle-
dala bi ovako:

Y. =a bx
¥ 165,787 + 305,214x

Ishodiste je 30.VI 1972.q.
Jedinica za y, je milijun dinara
Jedinica za X je jedna godina

1z sume kvadrata odstupanja moZe se zakljuliti da linearni
trend slabo reprezentira empiricke podatke. Zbog ocjene repre-
zentativnosti trenda potrebno je izralunati standardnu devija-
ciju trenda, odnosno koeficijent varijacije trenda. Potrebni |,
podaci nalaze se u tabeli 1, koloni 8.
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Z(Vi'yc)z 1327472, 0
e o e Bl L

v = on.l00 _ 435,475

n ¥ ~ 1081,429 -

100 = 40,269%

Buduci da linearni trend slabo reprezentira empiricke podatke,
dobro je ispitati da li ce neki krivolinijski trend bol je zami
jeniti originzlne vrijednosti, npr. parabola drugog reda Yo =
= a + bx + cx”.

Potrebne sume za procjenu parametara a, b i ¢ nalaze se u tabe-
1i 2. U sistem normalnih jednadZbi (6) uvrstimo te sume pa cemo
imati:

9lc + 2lb + 7a = 7570
Liyic + 91b + 2la = 31256
2275c + Lh4ib + 9la = 157476

Tabela 2. Vrijednost izvr3enih gradjevinskih radova na putevi-
ma SRH u milijunima dinara

Go- Vri-
dine jed-
nost Z 3 b 2 _ wil
[ % X X X KoYy Hiyy Vo Y% L9379
o L J L 5 b I 3 q 10 11

1972 450 @ 0 O 0 0 0 629,49-179,49 32216,66
1973 583 1 1 1 1 583 583 471,00 112,00 12544,00
1974 936 2 4 8 16 1872 3744 498,00 438,00 191844,00
1975 521 3 9 27 81 1563 4689 710,47-189,47 35898,88
1976 621 L4 16 64 256 2484 9936 1108,43-487,43 237588,00

1977 2000 5 25 125 625 10000 50000 1691,86 308,14 94950,26
1978 2459 6 36 216 1296 14754 88524 2460,77 -1,77 3,13

7570 21 91 Lkl 2275 3125 157476 7570,0 0,0 605044,93

lzvor: kao tabela 1.
Ovaj sistem jednadZbi moZemo rije3iti metodom suprotnih koefi-
ci jenata.

Prvu jednadZbu pomnoZimo s -3 i pribrojimo drugoj da bismo ti-
me eliminirali nepoznanicu a. Rezultat toga je

215



Kero K. Ocjenjivanje Zbornik radova (1980),4
parametara funkcije

-273¢c - 63b - 2la = 22710
Lilc + 91b + 2la = 31256
168c + 28b = 8546

Da bismo dobili sistem dviju jednadZbi s dvi je nepoznanice,po-
mnoZit cemo u slijedecCem koraku prvu jednadZbu s -13 i pribro-
jiti trecoj i tako opet eliminirati nepoznanicu a.

-1183¢c - 273b - 91a = -98410

2275c + L4lb + 91a = 157476

1092c + 168b = 59066

Dobili smo sistem dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:
168¢c + 28b = 8546 .(-6)

_1092¢c + 168b = 59066
-1008c - 168b = -51276
1092¢c + 168b = 59066
8hc = 7790
c= 92,74

Uvr3tavanjem vrijednosti c¢c u jednu od jednadZbi s vije nepoz-
nanice dobivamo vrijednost parametra b.

b = -251,226

Parametar a dobit ¢emo uvr3tavanjem vrijednosti b i c¢c u bilo
koju od jednadZbi s tri nepoznanice, tj.

a = 629,49

Sada kad su nam poznati svi parametri krivolinijskog trenda,
moZemo napisati kompletnu jednadZbu s potrebnim oznakama.

Y. =4 + bx + cx2
M = 629,49 - 251,226x + 92,74x2

Ishodiste je 30.VI 1972.g.
Jedinica za y je milijun dinara.
Jedinica za x je jedna godina.

Mjere reprezentativnosti jesu:

Wl 7
g(YiTYe) _ 605044,93

g, - N 7 = 294,00
2 _ 294,00 e
Vrl = -\:(- 100 = m . 100 = 27,186%.
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Analizom reprezentativnosti krivolinijskog trenda (parabole
drugog reda) moZemo zakljuliti da mnogo bolje reprezentira
empiricku krivulju od linearnog trenda. U daljnjem istraZi-
vanju vjerojatnc bi se parabola nekog viZeg reda jo3S bolje
prilagodila originalnoj krivul ji.

L. PRIMJENA METODE NAJMANJIH KVADRATA KOD IZRACUNAVANJA
PARAMETARA REGRESIJSKIH PRAVACA

Zadatak je statistike ustanoviti postojanje veze medju pojava-
ma, utvrditi oblik i smjer te izracCunati jakost te veze. Sta-
tisticke metode,koje se time bave, nazivamo metoda korelacije.

StatisticCar ce Cesto biti u situaciji da ce pronaci vezu, ali
to ne znaci da Ce s time dokazati uzrocno posljedicne zavis-

nosti. Zato je dobro da nakon utvrdjene veze medju pojavama i
mjerenja te veze strucnjak iz podrucja kojem pripadaju ispiti
vane pojave pravilno protumaZi statisticki utvrdjenu vezu.

Ovdje cemo imati dvije vrste modela: korelacijski i regresij-
ski. 0 regresijskom modelu govorimo ako u ispitivanju veze me
dju pojavama unaprijed znademo koja je pojava uzrok (X), a ko-
ja je pojava posljedica (Y), tj. y. = a+ bx.

U drugom slucaju govorimo o korelacijskom modelu kad nam je
svejedno da 1i je y funkcija od x ili je x funkcija od y. U
tom slucaju potrebno je izrafunati oba regresijska pravca,tj.

Y, =8 + bx i K d + by.

Do vrijednosti parametara a i b za regresijski pravac y_ =a+
+bx daci cemo primjenom metode najmanjih kvadrata, tj. da su-
ma odstupanja izmedju originalnih vrijednosti i teoretskih
vrijednosti bude najmanja, tj.

z:(Yi 5 yc)2 = min imum,

U izrazu (2) nalazi se sistem normalnih jednadzbi dobivenih
iz gornjeg uvjeta. U izrazu (3) i (&) nalaze se formule za
izralunavanje parametara a i b izvedene od izraza (2).

Do parametara se moZe doci uvr3tavanjem dobivenih suma iz ta-
bele 3 u izraz (2) ili u izraze (3) i (4).

6) Kod poku3aja prilagodjavanja eksponencijalnom trendu dodao
sam do zakljulka da je nedto bolji reprezentant od linear-—
nog trenda (V. = 36,39%), ali je slabiji od krivolinijskog
trenda (parabgle drugog reda).
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Buduéi da su izraz (3) i (4) korak dalje, zato cemo njih kori-
stiti za izracdunavanje parametara.

BVi ~NXY wkg92 - 6.73,33.71,33
Ixt - N.(X)% 45966 - 6 . 73,332

b = = 0,97854

a=y-bx=71,33 -0,97854 . 73,33 = - 0,42634
Dakle, regresijski pravac ¥, * bx izgledat ce
y. = -0,42634 + 0,97854 x.

Parametar b pokazuje da ¢e se u druStveno-politicko]j zajednici
Zajednica opcina VaraZdin povedati rashodi za 978 540 dinara a-
ko se povecaju prihodi-za milijun dinara.

Pod uvjetom da postoji jaka veza izmedju prihoda i rashoda,Sto
nam pokazuje koeficijent korelacije (koji cemo kasnije izracu-
nati) moguce je planirati rashode ako znamo koliki ce biti pri
hodi. Npr. ako se ofekuje u 1980.godini prihod u DPZ opcine Ca
kovec 140 milijuna dinara, rashodi mogu biti

¥i50 ™ -0,42634 + 0,97854 . 140 = 136,56926 milijuna dinara.

Za regresijski pravac x_ = a+ by do parametara a i b doéi cemo
na slijedeci nacin. lz ~“jednadZbe regresijskog pravca moZemo uo
¢iti da je slican onom prvom, tj. Yo ™ a+bx. Razlika je jedino
u tome 5to su zami jenile pozicije varijable x i y, tj. sada je
zavisna vari jabla x, a nezavisna vy.

Proralun parametara a bitce isti kao i za parametar a, samo to
- = s & .. v ¢ _se . - = Z -
ée ¥ i x =zamijeniti pozicije, tj. a = X - by (7)

Slicéno tomezi parametar b dobit femo kao i B, samo 5to cdemo u
nazivniku x“ i x” zamijeniti s y~ odnosno y°, tj.

b XXEYI » Tz' XY (8)
Eyi - Ny

Uvrstimo 1i potrebne podatke u jzraze (7) i (8) iz tabele 3,do-
bit cemo
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c _ bb792 . 6 . 73,332. 1Y%« PIPR.
43680 = . 715,33
a= 73,33 - 1,019467 . 71,33 = 0,611419

lzralunate parametre uvrstimo u jednadZzbu te dobivamo da je
x_ = 0,611419 + 1,019467y.

Parametar b pokazuje da e se povecati prihodi DPZ Zajednice
opéina Varazdin za 1019467 dinara ako se rashodi u njoj pove-
caju za milijun dinara.

Zbog uloge parametara b i Bnazlvamo ih koeficijentom regresi-
je. Drugi korijen umnoSka b i bdaje koeficijent korelacije ko-
ji nam pokazuje ja€inu i smjer veze medju pojavama. Oznacavamo
ga s r, a moZe zauzeti vrijednosti 1, te je on u konkretnoj
situaciji

r=20,97854 . 1,019467 = 0,9988.
Mozemo zakl juciti da je veza izmedju prihoda i rashoda veoma
jaka, gotovo funkcionalna i pozitivnog smjera, tj. porast je-
dne pojave prati porast druge pojave.

Ako nas zanima koliki bi morali biti prihodi DPZ obéine Cako-

vec da bi se u 1980.godini moglo utro3diti 130 milijuna dinara,
tada cemo u jednadZbu X uvrstiti za y 130, tj.

4 = 0,611419 + 1,019467 . 130 = 133,14212 milijuna d.

130
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Tabela 3. Ostvareni prihodi i rashodi prihoda bilancnog dijela
budZeta dru§tveno-politi6§e Zajednice opéina Varaz -
din u milijunima dinara

BudZeti Prihodi  Rashodi 5 "

: 2 i *iYi

1 2 3 G 5. 6
takovec 126 125 15876 15625 15750
Ivanec 53 53 2809 2809 2809
Ludbreg 28 28 784 784 784
Novi Marof 33 33 1089 1089 1089
Varazdin 152 147 23104 21609 22344
Zajednica opéina 48 L2 2304 1764 2016
Ukupno L4o 428 45966 43680 L4792
lzvor: SGH 1979. -  Lio = _ L28

str.318-319. X W ]3035 § i = 71,33

Ako se istraZivanjem dodje do zakljucka da ne postoji linearna
veza medju pojavama, onda se istraZivanje nastavlja, tj. traZi
se krivolini jska korelaci ja. Postupak istraZivanja parametara
je sligan krivolinijskom trendu, samo 3to ovdje u jednom sluca-
ju jey = f(x), a u drugom x = f(y).

5. ZAKLJUTAK

Zamisao ovog &lanka je bila da se pokaze kako se neka teoret-
ska znanja mogu primijeniti u praksi. Konkretno, ovdje smo uze-
i metodu najmanjih kvadrata radi ocjene parametara funkcije i
vidjeli smo njenu primjenu na stvarnim primjerima.

Da smo i3li do konalnog rjeSenja, rad bi bio veoma opseZan. Rad
¢e postici svoju svrhu ako nekoga potakne da rjeSava probleme

u praksi, a u tom sluaju ovaj ¢e mu rad posluZiti kao putokaz

kako se moZe doci do potrebnih rezultata.

6) Podaci su dant u tisudama dinara. Radi lak3eg izradunavanja
parametara podatke sam izrazio u milijunima dinara 1 zaokru-—
310 na etjele brojeve.
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U slucajevima primjene parabole viSeg rada bilo kod trenda,bi-
lo kod korelacije, izracunavanje parametara i ispitivanje rep-
rezentativnosti funkcije bit ce veoma, veoma teSko i mukotrp-
no.

Da se to izbjegne, u nekim centrima za obradu podataka postoje
programi za ispitivanje oblika funkcije i izrafunavanje para-
metara tih funkcija pa se u tom sludaju mogu koristiti gotovi
programi za spomenute operaci je.
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Kero K. Marking of Parametar Function by Means of Method of
the Least Quadrats

SUMMARY
The study may be divided in two parts. The first part displays
theory and the second one represents the application refering
to the real problems.
In the first example is seen the way how to get function,
respectively the parameter researching dynamics of moving by

some trend.

In the second part is the manner of calculating the parameter
by the researching of the links between two correlations.
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