Dr lvan Loncar UDK 51
Fakul tet organizacije i informatike

e Y oy Znanstveni rad

LN Y ERZN I L.I-MES I PREBROJILNG KOM-
PAKTNIH PROSTORA

Inverzne sisteme i limese prostora, koji poopduju kompaktne
prostore, istrazivao je autor u radu lI]. PredloZeni rad pre-
dstavlja nastavak tih istraZivanja u pogledu neprekidnosti svo-
jstava nepraznosti, prebrojive kompaktnosti, povezanosti,lokal-
ne povezanosti i ekstremne nepovezanosti. Vezna preslikavanja
najcesce su zatvorena ili zatvorena ireducibilna. Dokazani su
movi teoremt 3.9y 3t G.dles Ty alb6,6.07., 6.18, 6.1%,
62004 Foluyleduy TuDuy L:6s 3893, 1 10,7, Ponekl od ovih te
orema predstavljaju poopdenje vec poznatih rezultata.

1.UvoD

Inverzne sisteme uveo je u topologiju P.S.Aleksandrov u radu
|1] 1929. godine pod nazivom projekcioni spektri (vidi i Alek-
sandrov |2| ). Inverzne sisteme dalje su istraZivali i primje-
njivali A.G.Kuro¥ |1], H.Freudenthal |1, N.Steenrod |1],
S.Lefschetz [1],S.Marde3i¢ |1]| i mnogi drugi.

Danas inverzni sistemi i limesi predstavljaju mocno sredstvo al
gebre i topologije. U posljednje vrijeme odigrali su znacajnu
ulogu u teoriji oblika (vidi S.Marde3i¢ and J.Segal |1]| ).

Osnovne definicije i svojstva inverznih sistema mogu se naci u
djelima: N.Steenrod and S.Eilenberg, |1|, P.S.Aleksandrov i V.
A.Pasinkov |1| i R.Engelking |1|. Radi lak3eg &itanja rada da-
jemo u drugoj tolki kratku informaciju o osnovnim svojstvima
inverznih sistema.

Napomenimo na kraju da ¢e teoremi, koji su prvi puta dokazani
u ovom radu, biti oznaeni s m.n.p.TEOREM, a svi ostali sa
m.n.p.teorem ili jednostavno m.n.p., odnosno m.n.

2. OSNOVNE DEFINICIJE | SVOJSTVA INVERZNIH SISTEMA | LIMESA

2.1.Def inicija. Inverzni sistem X ={X ,f  ,A} sasto-
ji se od: (a) djelomi&no uredjenog skupa (&, <% koji je us
mjeren, tj. za svaki konafan podskup elemenata skupa A po

stoji barem jedna gornja obrada u skupu A; (b) funkcije
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2.2.

2.3

2.4,

2.5,
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a+X koja svakom indeksu ae A pridruZuje topolodki pros-

tor ¥ i (c) funkcije (a,B) + f o koja svakom paru (a,B8),
B e s : a8 y

a<B, pridruZuje neprekidno presl:kavanJe f gt :X » Xy tako

da vrijedi uvjet tranzitivnosti af Z3 o<B<y i

da je f,, identiteta na X, PresluEavanJa f 8 nazivamo

vezna preslnkavanja |nverznog sistema.

Ako je A skup prirodnih brojeva N, tada inverzni sistem
nazivamo inverzni niz i oznalavamo s X = {Xn,fnm,N}.

Def inicti j a. Inverzni limes X = lim X inverznog
sistema X = {X g A} je potprostor produkta fTXa,usA

sastavlJen od tocaka x=(x ) sa svojstvom f B(xB) =
svaki o i svaki B>a. -

PRIMJER. Padajuci nizovi skupova FI:> Fzzp...:jFa:J.. va-

Zan su primjer inverznog sistema kod kojeg su vezna pres-

likavanja inkluzije a limes jednak presjeku F = E}Fa :

Obratno, svaki inverzni sistem inducira centriranu fami-
1iju skupova produkta a presjek te familije skupova je in
verzni limes polaznog sistema.

inverzni sistem moZe imati prazan limes kao Sto pokazuje
inverzni sistem F_ = {n, n+l, n+2,...} kojemu je prema
2.3. limes Jednakn presjeku svih 5kupova F hr @ taj je pre
sjek olito prazan.

Nepraznost limesa inverznog sistema igra znalajnu ulogu u
mnogim pitanjima oko inverznih limesa. Zbog toga u slije-
decoj tofki navodimo neke teoreme o nepraznosti limesa ko
ji su poznati od pofetka primjene inverznih sistema ili su
postignuti nedavno u autorovoj disertaciji |1].

Radi saZetijeg formuliranja teorema definirajmo joS nep-
rekidnost nekog topolo3kog svojstva P.

Definicija.Neka je X = {Xy,fug,A} inverzni si-
stem taopoloskih prostora X, sa svojstvom P. Ako i limes
X=lim X posjeduje svojstvo P, kaZemo da je svojstvo P
neprekidno. Ako je X inverzni niz, tada kaZemo da je P
prebrojivo neprekidno svojstvo.
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3. NEPREKIDNOST SVOJSTVA NEPRAZNOSTI

Slijededa dva teorema jednostavno se dokazuju i veoma Cesto se
primjenjuju.

s T =
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3.3

3.4,

35

3.9,

3.6,

Teorem Ako je X = {Xn,anN} inverzni niz nepraznih
prostora Xn i surjektivnih veznih preslikavanja an, tada
je X=1lim X neprazan i sve projekcije fn:X+Xn su surjekcije.
Teorem Neka je X = {Xa, faB,Q} neprekidni inverzni
sistem. Ako su svi prostori X, neprazni i sva vezna pres-

likavanja surjektivna, tada je X = lim X neprazan i sve
projekci je Fa : X-+Xa su surjekcije.

.Teorem (Steenrod |1]; vidi Engelking |1]|). Ako je X

inverzni sistem nepraznih kompakata, tada je X = lim X
neprazan kompakt.

Ako u definiciji kompakata odustanemo od zahtjeva da pro-
stor bude Hausdorfov, tada dobijemo kvazikompakte. Autor je
u radu |1| dokazao slijedeéi teorem. U toku izrade pojavio
se rad A.H.Stone-a s istim i jo3 nekim drugim teoremima.

Teorem. (AH.Stone [1]|). Inverzni sistem nepraznih T
kvazikompakata i zatvorenih veznih preslikavanja ima nep-
razan limes.

Slijedece teoreme dokazao je autor u radu [1[. Odnose se na
prebrojivo kompaktne prostore koji su jedna od vrsta pros-
tora koji poopcuju kompaktne prostore.

Definicija. TopoloSki prostor X je prebrojivo kom-
paktan ako je Hausdorfov i ako svaka prebrojiva centrirana
familija zatvorenih podskupova ima neprazan presjek.

Teorem. Neka je X = {Xn,fnm,N} inverzni niz nepraznih pre-

brojivo kompaktnih prostora Xn i zatvorenih veznih presli-
kavanja an. Tada je X = lim X neprazan prebrojivo kom-
paktan prostor.

Teorem. Ako je X = {Xa, f ,wo} inverzni sistem preb-

af
rojivo kompaktnih prostora X definiran nad skupom wo svih
prebrojivih rednih brojeva iasurjektivnih veznih preslika-
vanja f g tada je X = lim X neprazan i sve projekcije

fa : X+&asu surjekci je.

225


http://X-vXL.su

Lon€ar |. Inverzni limesi prebrojivo :
Kouiiktr i pritstore Zbornik radova(1980), 4

3.7.T eor em. Neka je X = {X_,f_,N} inverzni niz nepraznih
: : — n, nm : -
nizovno kompaktnih prostora Xn, tada je X = lim‘i neprazan
nizovno kompaktan prostor.

Pri tome za prostor X kaZemo da je nizovno kompaktan ako
svaki niz ima konvergentan podniz. Ako pak je zatvorenje
svakog prebrojivog skupa kompakt, kaZemo da je prostor
strogo prebrojivo kompaktan. Za ove posljednje vrijedi te-
orem analogan teoremu 3.7.

3.8.T eor em. Limes inverznog tipa strogo prebrojivo kompa-
ktnih prostora je neprazan i strogo prebrojivo kompaktan.

Cilj ove tofke je da dokaZemo joS dva teorema o neprekid-
nosti prebrojive kompaktnosti.

3.9.TEOREM. Neka je X = {X,, fuB,wo} inverzni sistem nepraznih
prebrojivo kompaktnih prostora X, i surjektivnih zatvorenih
veznih presliikavanja fuB' Inverzni limes X = Iim X je nep-

razan prebrojivo kompaktan prostor, a projekcije fa:x+xa
su surjekcije.

D ok a z. Potrebno je dokazati samo prebrojivu kompaktnost 1i
mesa. Sve ostalo slijedi iz teorema 3.6. K tome napomenimo da
surjektivnost veznih preslikavanja nije potrebna za dokaz pre-
brojive kompaktnosti limesa X, nego samo za nepraznost limesa i
surjektivnost projekcija. Neka je dakle F!:D FZ:)...:)Fn;)...

padajuci niz zatvorenih skupova limesa X. Za svako aswo dobi-
vamo projiciranjem niz fu(Fl);; fn(Fz);g...;gfu(Fk);;... skupo-

va prostora X . Zbog prebrojive kompaktnosti prostora Xu nepra

zan je skup

N
(3.9.1.) ¥ow LR,

Ni je teSko nadalje dokazati da je uvijek ispunjena relacija
(3.9.2.) Fug(fa(F)) = £ (F ) a<B,keN.

Zbog zatvorenosti | neprekidnosti preslikavanja fuB bit ce

(3.9.3.) fa(Fa(F) = F(F).

226



LonZar |. Inverzni limesi prebrojivo

kompaktnih prostora Zbornik radova(1980), 4

Na temel ju svega moZemo sada izvr3iti redukciju na surjekcije,
tj. pokazati da vrijedi relacija

(3.9.4.) fug(Yg) = Ygso<B.
Neka je, dakle, y € Y . Zbog (3.9.1.) i (3.9.3.) neprazni su
skupovi Z, = (y )r] fB(Fk). Zbog prebrojive kompaktnosti
prostora XB neprazan je i skup

o ¥ nen o K N
Za bilo koju to&ku Y ge ZB bit ce GB(YB) = Y, - Dokaz relacije

(3.9.4.) je gotov. Oznalimo li restrikcije veznih preslikava-
dobivamo inverzni sistem

nja faB na skupove YB 5? fuB’
(3.9.6.) L L e

na koji moZemo primijeniti teorem 3.6. i utvrditi da je Y=1im
Y#0. Nije te3ko dokazati da je Y= F, za svaki keN. Time je
dokaz prebrojive kompaktnosti limesa X zavr3en.

Jednostavnom modifikaci jom prethodnog dokaza dobivamo dokaz
prebrojive kompaktnosti limesa neprekidnog inverznog sistema.

3.10.De finicija. (Pontrjagin |[1|, 3¢epin [1]).
Neka je X = {Xa, fuB,Q} inverzni sistem definiran nad do-

bro uredjenim skupom Q. Ako je za svaki limitni ordinal
ael ispunjena relacija X, = 1im {X,, fB ,B<y<a }, kaZemo
da je sistem X neprekidan. . i

Transfini tnom indukcijom jednostavno se dokazuje sli jede-
ci

3.11.T e o r e m. Ako je X neprekidan inverzni sistem nepraz-
nih prostora Xa i surjektivnih veznih preslikavanja faB’

tada je X = lim X neprazan i sve projekcije Fu : X+Xu su

surjekci je.

DokaZimo na kraju ove tolke slijedeci teorem.
3.12.TEOREM. Ako je X neprekidan inverzni sistem nepraznih pre

brojivo kompaktnih prostora X i zatvorenih surjektivnih

veznih preslikavanja f tada Je X = 1im X neprazan i
. G.B s —
prebrojivo kompaktan.
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D o k a z. Ponavljajuéi doslovce dokaz teorema (3.9.) do-
bivamo inverzni sistem (3.9.6.). Na temelju poznate rela-
cije za svaki podskup limesa X,

(3.12.1.) A=IH1HQML QBJH
odnosno za zatvoreni dio F limesa

= 1j 5
(3.12.2.) F=1jm {fa(F), fuB,

(Engelkig |1|, Aleksandrov i Pasinkov |1] ) slijedi da je
sistem Y neprekidan. Primjenom teorema 3.11. dokazujemo
da je Y = lim Y neprazan. Ponavljajuci dalje dokaz teore-
ma 3.9. zavr3avamo dokaz teorema 3.12.

L, ZATVORENOST PROJEKCIJA

Zenor je u radu | 1| pokazao da su projekcije f, zatvorene ako
su vezna preslikavanja inverznog niza X = {Xn,fnm,N} zatvorena
preslikavanja.

PokaZimo da analogna tvrdnja vrijedi jo3 za neke inverzne sis-

teme.

L.1.TEOREM. Ako je X = {Xa,faB,wo} inverzni sistem prebrojivo
kompaktnih prostora X, sa zatvorenim veznim preslikavanji-
ma, tada su projekcije fu : X Xa zatvorena preslikavanja.

D ok a z. Neka je F zatvoren podskup limesa X. PokaZimo da
je nemoguce da za kofinalno mnogo indeksa bude neprazan skup
o FaiF)\\fa(F). Zbog relacija (3.9.2.) i (3.9.3.) vrije-

di relacija

(4.1.1.) YG. = faB(YB),BNx.
Dobili smo inverzni sistem
(4h.1.2.) Y= {Ya, fuB/YB’wo}

na koji doduSe ne moZemo primijeniti teorem 3.6., ali moZe-
mo transfinitnom indukcijom dokazati nepraznost limesa
Y=lim Y. Polazeci od y e Y moZzemo zbog (4.1.1.) odrediti

y,e Y, sa svojstvom fol(yl) = y,- Neka je za sve a<B<w,

konstruirana koordinata y, . Konstruirajmo koordinatu
yBaYB. Ako redni broj g ima neposrednog prethodnika, tada
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-

za YB-IEYB—i postaji yBsYB sa svojstvqm f i

g-18 (Yg) = ¥g_y
nova koordinata je konstruirana. Ako je B limitni ordinal, ta-

da za vec konstrU|rane koordlnate o »a>B imamo niz
il

(5.1:3:) (y ) = (v = I 2f (v)2-..

u prostoru XB Zbog (ﬁ-: 1.) neprazni su skupovi

(4.1.4.) Z, o f gty M.

Zbog prebrojive kompaktnosti ﬁrostora-xB neprazan je skup
(4.1.5.) Z, = BiLf;B (y,) MYy

Ako je, dakle, y, e Z;, tada je yge B>0F;; (vy) i vg € ;B'

To zna&i da je faB(yB) =y, !z yBeY slijedi da je

B
Yg € fB(F). Ne moZe nadalje biti Yg € fB(F) jer bi tada bile
yaefu(F), Sto nije zbog definicije skupa Y . Prema tome je

VBEYB i transfinitna indukcija teCe dalje. Time je dokazano da
je Y = 1imY neprazan. Zbog (3.12.1) je Y F, a zbog (3.12.2.)

je za svako yeY ispunjena relacija fa(y) = yuefulF)\.fa(F).
To znali da je yut F. Dobivena kontradikcija ycF/\ y ¢ F doka-

zuje da je za kofinalno mnogo indeksa skup Yuprazan, tj. da je
(4.1.6.) fa(F) = fu(F)' a>a .

Zbog zatvorenosti veznih preslikavanja f

ova je relacija is-
i

aB
punjena za sve a<w, . Time je konafno zatvorenost projekcija
fu: X»X dokazana.

Ako je inverzni sistem X u prethodnom teoremu neprekidan, tada
ni je potrebna prebro;nva kompaktnost za egzistenci ju tocke y,
za limitni ordinal B. Egzistencija te tofke slijedi jednostav-
no iz neprekidnosti sistema X. Vrijedi, dakle, i ovaj

L.2.TEOREM. Ako je X = {Xa’ faB'

sa zatvorenim veznim preslikavanjima f g’ tada su i projek-
1

2} neprekidni inverzni sistem
cije fa : X+Xa zatvorena preslikavanja.
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5. POVEZANOST | KOMPONENTE POVEZANOSTI

Ova tocka sadrZi osnovne definicije potrebne u tofkama koje sli
jede.

5.1.Def inici ja. TopolodSki prostor X je povezan ako ne
sadrZi otvoren - zatvoren podskup razlicit od X i #. Ekvi-
valentno tome vrijedi: prostor X je povezan onda i samo on-
da kada se ne moZe prikazati kao unija dva neprazna zatvo-
rena disjunktna skupa.

5.2. Pr imj e r. Skup realnih brojeva R je povezan prostor u
standardnoj topologiji.

5.3.Def inici ja. Povezan kompaktan Hausdorfov prostor
zove se kontinuum. Povezan prebrojivo kompaktan Hausdorfov
prostor zove se pseudokontinuum.

5.4, Neprekidna Hausdorfova slika kontinuuma (pseudokontinuuma)
je kontinuum (pseudo kontinuum).

5.5. Da bi produkt fTXa,usA bio povezan prostor, nuZno je i do-
vol jno da svi prostori XG, aeA budu povezani.

5.6. De finici ja. Komponenta povezanosti prostora X je
maks imalan povezan podskup prostora X.

Komponente povezanosti su zatvoreni i medjusobno disjunkt-
ni skupovi.

5.7. Ako je A< X povezan, tada je i A povezan skup.

5.8. Ako su Y.EX acA povezani i postoji x € X sa svojstvom
X € r‘Ym,o;e:.‘\, tada je i Y =‘~1Ya,usA povezan.
5.9. De f i nici ja. Topoloski prostor X je lokalno pove-

zan ako za svaku tocku x € X i svaki otvoreni skup U2 x
postoji povezan skup C sa svojstvom x e IntC & U.

5.10.0 e f i ni ci j a. (Engelking |1|,pp.440.)
Preslikavanje f:X»Y je monotono ako je za svaku tocku
yeY povezan skup f~1(y).

5.11.Ako je f:X»Y zatvoreno monotono preslikavanje, tada je za

svaki povezani C & Y povezan skup f-‘(C)g_:_ X.
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6. POVEZANOST INVERZNOG LIMESA

Najprije cemo u ovoj tocki analizirati uvjete koji osigurava-
ju povezanost |imesa uz povezane i eventualno normalne prosto-
re X .

Ako limes X nije povezan, tada postoje otvoreno-zatvoreni sku-
povi F] i F2 sa svojstvima:
(6.1.) F]\JF2 = X,

(6.2.) Fy N F, = g.

Za neprekidna preslikavanja promatramo skupove F i ),
an= a( 2). Ako su projekci je fu zatvorene, promatramo skupo-
ve F1a=fa(Fl)’ Fau™ fa(Fz). U jednom i drugom sluaju vrijede
relacije (Engelking [1],pp.137).

(6.3.) Py = lim {Fla’ fuB A} ,
(6.4.) Fy = lim {an, faB’ Al ,
gdje su f;B i f;é odgovarajuce restrikci je veznih preslikava-

. N . = ) . . .
nja. Nadalje, skupovi Fa FIa FZG tvore inverzni sistem

(6.5.) E={F, f2° AF %

aB ’
Ako sistem (6.5.) ima neprazan limes F = lim F, tada je olito
FS F ﬂFz = @. Dobivena kontradikcija dokazu_je lTemu.
6.6. LEMA. Ako su prostori X i preslikavanja fag~ takva da si-
stem 6.5. uz neprazne F, ima neprazan limes F = lim F, tada za

barem jedan indeks acA mora biti

(6.7.) Fo = FiaNFy, = 0.

6.8. Ako su k tome projekcije f, : X»X, surjekcije, tada je
Fm\.JF2u = X,+ Zbog povezanosti prostora X mora biti F1=ﬂ ili
F2 = 0.

6.9. Ako, dakle, svaki inverzni sistem (6.5.) uz surjektivne
projekci je fy ima neprazan limes, tada uz povezane X mora biti
povezan i Ilmes X.
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6.10. Ako projekcije fu nisu surjekcije, tada uz normalne pro
store za disjunktne skupove iz (6.7.) postoje otvoreni skupovi
Ua’ Vag; XOI sa svojstvima:

(6.11.) unNvy =g,
a a

(6.12.) Fo Sl o Fy €V
o= a®  2a a

6.13. Ako je Uu\,/Vq= Xu, tada dobivamo opet kontradikciju s

povezanosS¢u prostora Xa.

(6.14.) Ako je Ya = Xa\ (ua\_zvu) neprazan, neprazni su i YB=

= XB\.f;é (Uaxd’Va) za sve B>a. Dobivamo ponovo inverzni sistem
o= {YB’féY' a<B<y}tna koji moZemo primijeniti sve zakl jucke
6.12.-6.14,

Provedena analiza omogucuje slijedece teoreme.

6.15. Teor em. Inverzni limes kontinuuma je kontinuum.

Dok az. To je poznati Teorem Capela |1| . Kada X ne bi bio
povezan, promatrali bismo inverzni sistem Y konstruiran u
(6.14.). Inverzni sistem kompakata uvijek ima neprazan limes.
Mora dakle za barem jedan indeks vrijediti (6.13), 3to opet vo
di u kontradikciju s povezano3cu prostora X,. To znali da pret
postavka o nepovezanosti limesa uvijek vodi u kontradikci ju,
tj. X je povezan prostor. Dokaz je gotov.

Na temelju prethodne analize i teorema 3. tolke autor je u ra-

du |1| dokazao ove teoreme o prebrojivoj neprekidnosti poveza-

nosti .

6.16.TEOREM. Neka je X = {Xn,fnm,N} inverzni niz povezanih pre-
brojivo kompaktnih prostora Xn i zatvorenih surjektivnih veznih

preslikavanja fn . Inverzni limes X = lim X je povezan prebroji
vo kompaktan prostor.

Dok a z. Zbog zatvorenosti projekcija fn moguée je u 6.3. i

6.4. uzeti samo projekcije skupova F, i F, iz (6.1.) i (6.2.).
Sistem (6.5.) ima neprazan limes radi teorema 3.5. Limes X je

dakle povezan prema (6.9.).
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6.17. TEOREM. Inverzni limes niza prebrojivo kompaktnih normal-
nih povezanih prostora uz zatvorena vezna preslikavanja je pove-
zan prostor.

Limes je naravno u ovom sluaju normalan i prebrojivo kompaktan.
Na kraju ove totke dokaZimo jof dva teorema o povezanosti lime-
sa inverznih sistema.

6.18. TEOREM. Neka je X = {x - f“. Ho} inverzni sistem prebro-
Jivo kompaktnih povezanih proston x i zatvorenih surjektivnih

monotonih presliikavanja f . Imrznl limes X je prebrojivo kom-
paktan povezan prostor. of

Dok a z. Pretpostavimo da X ni je povezan. Postoje dva disjun-
ktna zatvorena skupa F, | F, sa svojstvima (6.1.) i (6.2.).Pre-

ma teoremime (3.9.) | (h.1.) projekci je fczx-»x' su surjektivna
zatvorena preslikavanja. To znali da je za svako ..HO

(6.18.1) f (FIUF (F) =x
i k tome su f (r') i f (le utvoml shupovi . Pntmuvl-

It da su disjullttnl bluim u kontradikci ju s povezanoiéu
prostora X,. Pretpostavka da nisu disjunktni dovodi nas u kom-
tradikciju na siijedeéi nalin. za svako u\i imamo neprazan

prebrojivo kompaktan skup

- (6.18.2.) Y = ¢ (F)nf (F).
DokaZimo relaciju
(6.18.3.) £ () =Y, a<s.

as' 8 ¢

: i Y , imali bi
I::::.‘{eyag‘r Kada faB (yc)neb s jekao g ima bismo

-1 -1 -1,
(6.18.4.) | faﬂ(yu) = (fcs (vc)nfs(l-")) n('fcs(yc)nfs(l-'z)).
Zbog f;; () nY, = 8 vrijedila bi relacija
(6.18.5.) (2 (y_ )nf JEN N, () nf (F)) = ’.

Time bismo na skupu f (v, ) dobili rastav na disjuri:tne zatvo-

rene skupove. To je radi monotonosti preslikavanja f _ nemogule.

a
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Relacija (6.18.3.) je dokazana. Primijenimo 1i sada na sistem

(6.18.6.) X= 1Y, fus/v, W}
teorem 3.6., dobivamo da je Y = lim Y # . Zbog relacije(3.9.8.)
slijedi da je YE;Flf\Fz. Ovo se protivi disjunktnosti skupova

F1 i F,. Dokaz teorema je gotov.

Analiza dokaza ovog teorema pokazuje da je bitno da projekcije
fa budu zatvorene surjekcije i da redukcija na surjektivnost
osigurava nepraznost limesa Y. To je ispunjeno u sluaju inver-
znog niza i neprekidnog inverznog sistema. Imamo dakle ove te-
oreme,

6.39. TEOREM. Ako je X = {Xn,fnm;N} inverzni niz povezanih pro-
stora i zatvorenih surjektivnih veznih preslikavanja an, tada
je X = lim X povezan ako su vezna preslikavanja monotona.

6.20. TEOREM. Neka je X = {Xa. fuB’ 2} neprekidni inverzni si-

stem povezanih prostora Xy i zatvorenih sUrjektivnih monotonih
veznih preslikavanja, tada je X = lim X povezan prostor.
7. LOKALNA POVEZANOST L1MESA

Capel |1| je istraZivao inverzne sisteme s monotonim veznim
preslikavanjima. On je za kompakte u tom slucaju dokazao mono-
tonost projekcija f,:X+X,. DokaZimo analogne rezultate za inve-
rzne sisteme s pseugosavr§enim monotonim preslikavanjima.

7.1.De f i nici ja. Preslikavanje f:X+Y je pseudosavrieno
ako je neprekidno, zatvoreno i ako je za svaku tocku yeY skup
£=1 (y) prebrojivo kompaktan.

7.2. TEOREM. Ako je X ='{Xn,fnm,N} inverzni niz s pseudosaQrEe-

nim monotonim veznim preslikavanjima f & tada su projekcije
fn:X+Xn pseudosavriena monotona preslikavanja.

Dok az., Za svaku totku X € Xn je

(7.2.1.) f;‘(xn) = 1im {f;:n (x_),m>n} .

Prema teoremu 3.5. i 6.16. je limes na desnoj strani povezan i
prebrojivo kompaktan, a prema teoremu Zenora |1| su projekcije
fn zatvorene. Dokaz je gotov.
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7.3. TEOREM. Neka je X = {Xn,fnm,N} inverzni niz lokalni pove-

zanih prostora X_ | pseudosavr3enih monotonih preslikavanja
fnm' Inverzni limes X = lim X je lokalno povezan prostor.

Dok az. Za svaku tocku x € X i svaku okotinu U > x postoji
prirodan broj neN i okolina U totke f (x) sa svojstvom

(U )C:U Zbog lokalne povezanostl prostora X postoji pove-
zan Cn§; U takav da je fn(x) e IntC_. Zbog zatvorenost| i mo-
notonostn pfOJekCIJa f (prethodni teorem!) i tvrdnje 5.11. je

skup f (Cn)C u povezan. Dokaz lokalne povezanosti limesa je
gotov.

Ako su prostori X, lokalno povezani i prebrojivo kompaktni, ta-
da zatvorena preslikavanja fnm postaju pseudosavr3ena, pa ima-
mo

7.4. KOROLAR. Uz zatvorena monotona vezna preslikavanja je svo;
stvo prebrojiva kompaktnost + lokalna povezanost prebrojivo
neprekldno svojstvo.

U sluCaju inverznog sistema X = {Xa, f wo} s pseudosavrse-

aB’

nim monotonim preslikavanjima faB’ uzeli bismo umjesto(7.2.1.)

=1 . =i
1) T (xa) = lim [faB (xa), B>al}.

Za limes na desnoj strani primijenili bismo (6.18.) i dobili
da je povezan i prebrojivo kompaktan. Primijenimo Ii zatim
analogni dokaz kao i u teoremu 7.3., dobivamo

7.5. TEOREM. Ako je X = {Xu, fuB’ Ho} inverzni sistem lokalno
povezanih prostora X 6 i pseudosavr3enih monotonih preslikava-
nja fuB’ tada je X = lim X lokalno povezan.

Analogno, primijenimo 1i na (7.4.1.) teorem 6.20., dobivamo

7.6. TEOREM. Inverzni limes X neprekidnog inverznog sistema
X lokalno povezanih prostora i pseudosavr3enih monotonih ve-
znih preslikavanja je lokalno povezan prostor.
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8. KOMPONENTE POVEZANOSTI
Neka je X = {Xu ’faB

Ako je K komponenta povezanosti limesa X, tada je fu (K) po-

» A} inverzni sistem s limesom X=1im X.

vezan skup prostora Xa i sadrZan je u nekoj komponenti pove-

zanosti Ka zbog maksimalnosti komponenata povezanosti. Za

8 B(K)_. s (Kp).

Kako je fuB (K) = K), to je f (K) aB (KB). Odatle

slijedi da je f (K)g; K nf (K ). Zbog maksimalnosti kom-
a a of B

g>a imat cemo fB(K)C: I(B i prema tome f

ponente K  opet slijedi K2 faB(K ). Posljednja relacija

znaéi da imamo inverzni sistem.

(8.1.). K= {K, ., A} .

U ovom poglavlju dajemo neke odgovore na pitanje da li je
promatrana komponenta K limes sistema K? U tom ce sluCaju
biti

(8.2.) K=1imK.

8.3. TEOREM. Ako je inverzni sistem X takav da inverzni si-
stem K ima povezan limes, tada je ispunjena relacija(8.2.)
i obratno.

Dok az. Kako je fa (K) = K, i K zatvoren skup, to je
K= 1lim {fa(K), f;B, A}. Odatle slijedi da je K= 1lim K.Ako
je lim K povezan, onda je posljednja relacija moguca samo
ako je K=1lim K zbog maksimalnosti komponenata.

Sada moZemo na temelju teorema povezanosti limesa iz pretho-
dnog poglavlja dobiti niz teorema o komponentama povezanosti
limesa.

8.4, TEOREM. Ako je X = {X,,f__,N} inverzni niz prebrojivo

. R nm- . . . .
kompaktnih prostora X, i zatvorenih veznih preslikavanja fnm'
tada je svaka komponenta povezanosti limesa X inverzni limes
komponenata povezanosti prostora Xn.
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Dok az. Primjena teorema 6.16. i teorema 8.3.

8.5. TEOREM. Ako je X inverzni niz prebrojivo kompaktnih nor-
malnih prostora X, i zatvorenih veznih preslikavanja f, ,tada
je svaka komponenta povezanosti limesa X=1imX inverzni limes

kompcnenata povezanosti prostora Xn.

Dok az. Teorem 6.17. i teorem 8.3.

Ako su vezna preslikavanja faB zatvorena i monotona, tada je

za B>o povezan skup f;é (Ke) = Kg (Engelking |1] ,?p.hhl).Zbog
maks imalnosti komponente povezanosti Kg slijedi fog (Ka) = K-

To znali da inverzni sistem (8.1.) ima surjektivna zatvorena
monotona vezna preslikavanja f;B. MoZemo dakle primijeniti te-

oreme 6.18., 6.19. i 6.20. uz teorem 8.3, i dobiti slijedece
teoreme.

"8.6. TEOREM. Svaka komponenta povezanosti limesa sistema

{X,, fqg» W_} prebrojivo kompaktnih prostora X, 1 surjektivnin
zatvorenih flonotonih veznih preslikavanja f _je inverzni limes
komponenata povezanosti prostora Xu. e

8.7. TEOREM. Ako je X inverzni niz sa zatvorenim surjektivnim
monotonim veznim preslikavanjima, tada je svaka komponenta po-

vezanosti limesa X=1im X inverzni limes komponenata prostora
Xn.

8.8. TEOREM. Ako je X = {Xa, fuB,ﬂ} neprekidan inverzni sistem
sa zatvorenim surjektivnim mqnotonim preslikavanjima faB’ tada

je svaka komponenta povezanosti limesa X inverzni limes kompo-
nenata povezanosti prostora Xu.

9. NEPREKIDNOST UNIKOHERENTNOSTI

9.1.De finici ja (Kuratovski |l,pp.171). Topolo3ki pro-
stor je unikoherentan ako je za svaki par povezanih zatvorenih
podskupova A,B = X sa svojstvom A“MB = X povezan i pres jek
AN B,

Ako u ovoj definiciji ne zahtijevamo uvjet A\ B = X, kaZemo

da je prostor strogo unikoherentan.
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9.3. TEQREM. Neka je X = {Xn,fnm,N} inverzni niz unikoherent-
nih prebrojivo kompaktnih normalnih prostora Xn i zatvorenih
surjektivnih preslikavanja an. Tada je X = lim X neprazan
normalan prebrojivo kompaktan unikoherentan prostor.

D o k a z. Potrebno je dokazati samo unikgherentnost limesa X.

Neka su A i B zatvoreni, povezani i A\B = X. Zbog surjekti-
vnosti i zatvorenosti projekcija su fn(A) i fn(B) zatvoreni,

povezani i fn(A)\a’fn(B) = X_. Zbog unikoherentnosti prostora
X, Je ¥ = fn(A)f\fn(B) povezan. Jasno je da skupovi Y Zine

inverzni niz

na koji moZemo primijeniti teorem 6.17. i dobiti da je Y=1lim Y
povezan. Zbog relacije (3.12.2.) primijenjene na skupove A i B
je Y=ANB. To znali da je i ANB povezan. Unikoherentnost 1i-
mesa X je dokazana.

Za strogu unikoherentnost nije nam potrebna relacija fn(A)LJ
fn(B) = Xn pa prema tome ni surjektivnost projekcija. Prema

tome iz prethodnog dokaza slijedi

9.3. TEOREM. Ako je X = {Xn,fnm,N} inverzni niz normalnih stro-
go unikoherentnih prebrojivo kompaktnih prostora Xn i zatvore-
nih veznih preslikavanja fnm’ tada je X = lim X normalan stro-
go unikoherentan prebrojivo kompaktan prostor.

Za monotona zatvorena vezna preslikavanja ce kao i u dokazu te-

orema 6.18. biti vezna preslikavanja sistema 9.2.1. surjekcije,
pa iz teorema 6.19. slijedi

9.4. TEOREM. Ako je X inverzni niz unikoherentnih prostora i

zatvorenih monotonih surjektivnih veznih preslikavanja,tada je
X = lim X unikoherentan.
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10. EKSTREMNA NEPOVEZANOST LIMESA

IstraZivanja ovog rada zavr3it c¢emo nekim teoremima o nepreki-
dnosti ekstremne nepovezanosti limesa.

10.1.De finicija. (Engelking [1]|, pp.452.).Topolodki
prostor X je nepovezan ako svaka dva disjunktna otvorena pod-
skupa U,V X imaju disjunktna zatvorenja.

10.2. (Engelking |1|,pp.454.). Limes inverznog niza ekstremno
nepovezanih prostora ne mora biti ekstremno nepovezan.

DokaZzimo neprekidnost ekstremne nepovezanosti za zatvorena ire-
ducibilna vezna preslikavanja.

10.4. De finici ja. Preslikavanje f:X Y+je ireducibilno
ako ne postoji zatvoreni F& X sa svojstvom f(F)=f(X).

10.4. Ako je f:X»Y ireducibilno preslikavanje, tada je za sva-
ki otvoreni USX neprazna mala slika f*(U)= {yeY : f~1(y)=U}.

10.5. Ako je f:X>Y zatvoreno ireducibilno preslikavanje, tada
je mala slika f* (U) neprazna i otvorena za svaki neprazan i
otvoren skup UZSX.

10.6. (Arhangelskij i Ponomarev |1|,pp.356.). Ako je f:X = Y
zatvoreno ireducibilno preslikavanje, tada je za svaki otvo-

reni skup USX ispunjena relacija f(U ) = f* (U ).
DokaZimo sada na3 teorem.

10.7. TEOREM. Ako je X = {xn’fnm’N} inverzni niz ekstremno ne-
povezanih prostora Xn i zatvorenih ireducibilnih surjektivnih

veznih preslikavanja fnm’ tada je i X = lim X ekstremno nepo-
vezan.

D ok a z. Projekci je fn:X - Xn su zatvorene i surjektivne.Do-

kaZimo da su ireducibilne. U suprotnom sluaju bi postojao za-
tvoreni pravi dio FEX sa svojstvom fn(F)=Xn. Zbog ireducibil-

nosti preslikavanja fnm’m > n, mora biti fm(F) = Xm. Odatle bi

slijedilo da je F=lim {Xm,fnm,m >n }, 3to nije. Dakle su fnm
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zatvorena ireducibilna preslikavanja. DokaZimo sada ekstremnu
nepovezanost limesa X. Neka su U i V dva disjunktna otvorena
skupa limesa X. Prema 10.6. su skupovi fn* (V) i fn* (V) nep-

razni i otvoreni radi zatvorenosti i ireducibilnosti preslika-
vanja fn. Ovi skupovi su naravno i disjunktni, te je zbog ek-
stremne nepovezanosti prostora Xn ispunjena relacija

(10.7.1.) ﬁ* U)NT *TV) =9
Zbog (10.6) vrijedi i relacija
(10.7.2.) Fn (v) nfn(v) =g

Zbog zatvorenosti projekcija f je f G) = f_(U). Odatle sli-
jedi da je "

10.7.3.) f U U)(\_Tfn V) =
Kako je
U=1lim{f_(U), f~ ,N},
n nm

<1
I

lim (F_(V),f22 N},

to je zbog relacije (10.7.3.)5 ispunjena relacija 0NV =0 .
Time je ekstremna nepovezanost limesa X dokazana.

Analiza dokaza pokazuje da vrijedi i opcenitiji
10.8. TEOREM. Ako su za inverzni sistem X = {Xa, faB’A} sa

limesom X vezna preslikavanja f i projekcije fa zatvorene,

o
surjektivne i ireducibilne, tada ekstremna nepovezanost pros-

tora Xa implicira ekstremnu nepovezanost limesa X.

U nizu prilika vidjeli smo da zatvorenost veznih preslikavanja
implicira zatvorenost projekcija. Na taj naCin dobivamo sli je-
dece teoreme.

10.9.TEOREM. Ako je X = {XG, fuB’ wo} inverzni sistem ekstrem-

no nepovezanih prebrojivo kompaktnih prostora X, sa zatvorenim
sur jektivnim ireducibilnim preslikavanjima f o’ tada je X=lim X

ekstremno ne povezan.

240



LonZar |. Inverzni limesi prebrojivo

kompaktnih prostora Zbornik radova (1980),4

Dok az slijedi iz teorema 4.1. i 10.8.

10.9. TEOREM. Neka je X neprekidni inverzni sistem sa zatvore-
nim surjektivnim ireducibilnim veznim preslikavanjima. Ako su
svi prostori X ekstremno nepovezani, tada je i X=1im X ekstrem-
no nepovezan.

Dokaz slijedi iz teorema 4.2. i 10.8.

ZAKLJUCAK

U radu je demonstrirana uloga teorema nepraznosti inverznog li-
mesa u dokazima neprekidnosti raznih topoloSkih svojstava,pose-
bice svojstava poopcdene kompaktnosti (prebrojive kompaktnosti,
nizovne kompaktnosti, strogo prebrojive kompaktnosti i m-kompa-
ktnosti).

Dokazani su nadal je teoremi o zatvorenosti, pseudosavr3enosti

i monotonosti projekcija te na temelju tih teorema razni teo-
remi o neprekidnosti normalnosti, povezanosti i lokalne pove-
zanosti. Dobiveni su i neki teoremi o komponentama povezanosti
limesa i ekstremnoj nepovezanosti limesa. Pri tome se pokazalo
da su zatvorena i zatvorena ireducibilna preslikavanja vrlo po-
godna za takva istraZivanja. Veci broj teorema su novi rezul-
tati, dok su ostali generalizacije veé¢ poznatih teorema.
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Loncar I. Inverse Limits of Countably Compact Spaces
SUMMARY

an-emptiness of the limit X of an inverse system

={ X, , A} plays a significant role in the proof of the
cont1nu1ty 09 various topological properties. Various theorems
of the non-emptiness of the limit space X are given in Part
Three of the present paper. These theorems are used in the
other parts of the paper for the proof of the closedness of
projections, the continuity of connectedness, local connected-
ness and extremal disconnectedness.
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