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Nastavak iz [latke 71.

lementarno rje$avanje nekih problema o ekstremima vrlo je prikladan

materijal za uvjezbavanje zajednickog rada geometrijskog zora i
rutinsko-algebarskih rac¢una, spretnih konstrukcija i egzaktnih dedukcija,
masteilogike. Pri ¢itanju teksta koji slijedi ¢itateljima preporuc¢ujem samostalno
rjeSavanje postavljenih zadataka i, tek naknadno, bez obzira na rezultat tog
pokusaja, proucavanje u tekstu danog rjesenja.

Zadatak 12. Celija pcelinjeg saca (sl. 21.) s jedne strane ima oblik otvorene
pravilne Sesterostrane prizme, dok je s druge strane zatvorena s tri medusobno
sukladna romba jednako nagnuta prema osi prizme. Celija
je, prema tome, omedena sa Sest sukladnih trapeza (BB’C’C,
CCD’D, DDE’E, EE'F’F, FF'G'G, GG’B’B) i s tri sukladna
romba (BCVG, DEVC, FGVE), paje njezino oplosje jednako
zbroju povrsina tih likova.

Najekonomicnija ¢e biti celija za Ciju je izgradnju
utroSeno najmanje materijala. To znaci da ¢e biti najbolje
graditi takvo sace za koje ¢e (za obuhvacanje odredenoga
obujma ¢elije i uz zadanu duljinu brida baze |B'C| = a)
oplosje celije O biti minimalno. Problem najekonomic¢nijeg
oblika saca geometrijski se svodi na sljedece:

Potrebno je odrediti kolika treba biti veli¢ina kuta «
nagiba ravnine romba prema horizontalnoj ravnini (baze)
kako bi oplosje O te celije, uz zadani obujam i zadanu
duljinu brida baze, bilo minimalno.

Rjesenje: Pomic¢emo li vrh V celije duz osi prizme VV’, a tocke C, Gi E

ostaju nepomiéne, romb BCVG zakretat Ce se oko svoje dijagonale GC. Pri
tome se obujam celije ne¢e mijenjati, on ¢e uvijek biti jednak umnosku po-

vriine baze i duljine brida CC' (|CC’| = h). Naime, koliko .donje polovine”
rombova odsijecaju od obujma odgovarajuce pravilne Sesterostrane prizme,
toliko mu «gornje polovine” opet dodaju (npr. obujam .oduzete” piramide
A CGB jednak je obujmu «dodane” piramide A,GCV, itd.). Zadatak je, dakle,
naci polozaj tocke V (odnosno vrijednost odgovarajuceg kuta «) za koji oplosje
O celije poprima minimum, pri ¢emu su |B'C’| = ai|CC’| = h ¢vrste, odredene
vrijednosti.
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Buduci da su pobocke celije sukladni trapezi, bit ¢e
O=6"Pyyect 3 Preve

pri ¢emu je p,.... povrdina trapeza BB'CC, a p, . povrsina romba BCVG.
Buduc¢i da svaki od triju rombova koji odozgo zatvaraju ¢eliju mozemo rastaviti
na dva sukladna jednakokrac¢na trokuta (npr. romb BCVG na trokute BCV i
BVG), bit ¢e:
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0= 6'pBB’c’c+6'pBCV

Ocito ¢e oplosje O poprimiti minimum istodobno kad i njegova Sestina,
pa treba naci uvjet za koju ¢e veli¢inu kuta a izraz O, = p ... + p,., Poprimiti
najmanju vrijednost. Pri tome vrijedi:

]' 1 1 1 1 :
Pusce =5 (BB +ICCT)B'CY i puey =|ABI-JAC,

NG

Sasl. 21. vidimo da je |AC| = |AC|, a sa sl. 22. (baza Celije) da je |[AC"| =— |B'C,
odakle slijedi: 2

. [|BB]+|cC’ ... (BB cC
01=|Ac|-{%+|AB|}=|AC|[| 1, |AB|) |AC|| |
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Slika 22. Slika 23.

o ; 3
Veli¢ine |CC’| = i su konstantne pa se traZenje minimuma

za O, svodi na trazenje minimuma od O, = % +|AB|.
Presije¢emo li éeliju ravninom koja sadrzi BB' i AA', dobit ¢emo sl. 23.,
odakle se vidi da je

|AH| |AA |
VRN

|AA'|-|AH] |AH| |CC'| -
0, ="—"——""""+|AB|=|AB =|AB
= +|AB|=|AB|- B+ Y 4
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cc|  h

pri ¢emu je ~—= =—= konstanta. Zato konacno ostaje za odrediti veli¢inu

N

AH
kuta & za koji funkcija O, =|AB|— % poprima minimum.

Odaberemo li jedinicu duljine tako da je |[AB’| = |BH| = 1 i ozna¢imo
|AH| = x, bit ¢e

0, =1+x* —%Zy (1)

Pitamo se za koji pozitivni realni broj x veli¢ina y poprima najmanju
vrijednost. Iz jednadzbe (1) slijedi da je

xt =+,
NG

odakle nakon mnoZenja s +/3 i kvadriranja te sredivanja dobivamo

x? —xy\/§+§(1—y2)=0.

Rijesimo li tu jednadzbu po x, dobit ¢emo:
NE)
xl,ZZT(yi\j3y2_2) (2)

Da bi x bio realan, mora biti 3y* -2 >0, tj. |y| > \/g . No, zbog (1) y mora
biti nenegativan (jer je uvijek x <~/1+x” , paje pogotovo % <+1+x%). Zato

2 2
je Yoin = \/; . Prema (2) toj vrijednosti odgovara x, = - paje tga =0.707...

o

a iz tablica dobivamo da je a = (35%) .

Time je zadatak rijeSen. (Mjerenjem kuta na Celiji sa¢a dobiven je rezultat
koji se podudara s nasim rjesenjem.)
Napomena: Oznacimo li | £ GBC| = | £ GVC| =p1i|£GBB| =|4£BBC| =Y,
bit ¢e zbog

|AH| = |BH| tg & = %, |AB| = |BH[ +|BH[ tg’ =¥,

220



|AC| = % |BC| = \J|B'CT +|AH[’ =¥,

tgﬁ=_|AC| =2, sin[y—z)z—cosy=M=l,
2 |AB] 2 BC| 3

tgf=-2V2, tgy=-2+2,dakle f=7v.

U vrhu B sastaju se, dakle, pravci GB, CB, B’B tako da su svi kutovi
koje medusobno zatvaraju jednaki. No, odatle slijedi da su i kutovi sto ih
zatvaraju pobocke Celije s rombom jednaki kutu izmedu pobocaka, tj. 120°.
Isto, dakako, vrijedi i za vrhove D i F, a prema tome i za vrh V. To znaci da se
duz svakog brida celije ravnine likova koji je omeduju sijeku pod jednakim
kutovima od 120°.

o

2 1
Rezultat tg a = %, tj. aé(352j , pokazat ¢e se prirodnijim ako
provedemo sljedece jednostavno razmatranje:

Dopunimo ¢eliju sukladnom, ali obrnuto polozenom ¢elijom tako da im

se otvorene baze poklope i da se kra¢i pobo¢ni bridovi gornje (BB', DD', FF")
nastavljaju na dulje bridove donje i obratno (tj. tako da je donja zakrenuta za
60° prema gornjoj). Tada ¢e i vertikalne pobocke (kod jedne Celije to su trapezi)
biti romboidi, a najpovoljniji oblik takve zatvorene .dvostruke celije” (tj. oblik
minimalnog oplosja koje zatvara dani obujam) poklapat ¢e se s odgovaraju¢im
oblikom jedne ¢elije (jer .dvostruka celija’ uz dvostruko oplosje zatvara
dvostruki obujam). No, za «dvostruku ¢eliju” prirodno je ocekivati da ¢e biti
najpovoljnijeg oblika (u navedenom smislu) ako bude $to pravilnija, a takva
¢e biti ako svi kutovi susjednih pobocaka i svi bridovi budu jednaki. Tome,
ocito, odgovara rombski dodekaedar (omeden s 12 sukladnih rombova).
Odgovarajuca celija poklapa se s rjeSenjem naseg problema (osim $to pritom
dobivamo ¢eliju odredenog omjera & : a koji na pcelinjem sacu sigurno nije
ispunjen jer je taj odnos na sacu uvjetovan i drugim razlozima, a ne samo
uvjetom ekonomicnosti).
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