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IN MEMORIAM:
STANKO BILINSKI (22.4.1909.—6.4.1998.)

Dana 8. travnja 1988. godine oprostili smo se na
Mirogoju od dragog nam akademika Stanka Bilinskog, re-
dovnog profesora Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta u
miru, koji je umro u VaraZdinu 6. travnja.

Stanko Bilinski roden je 22 travnja 1909. godine u
NaSicama. Klasi¢nu gimnaziju polazio je u Vinkovcima
i Zagrebu. Diplomirao je 1932. g. na Filozofskom fakul-
tetu u Zagrebu na grupi za teorijsku matematiku. Na is-
tom je fakultetu stekao 1943. i doktorat iz filozofije iz
podruc¢ja matematickih znanosti. Kao srednjoskolski pro-
fesor sluZio je od 1934. do 1940. g. na Franjevackoj klasi¢noj gimnaziji u Varazdinu
1 na gimnazijama u Skopju i Su$aku, a od 1940. g. do 1946. g. kao asistent na Ge-
ofizickom zavodu u Zagrebu. 1946. g. izabran je na novoosnovanom Prirodoslovno-
matematiCkom fakultetu u Zagrebu za asistenta Geometrijskog zavoda. Tu je 1948.
g. postao docent, 1952. g. izvanredni, a 1956. g. redovni profesor. tijekom trideset
godina obavljao je duznost predstojnika Geometrijskog zavoda, dvije godine duznost
dekana fakulteta i osam godina duZnost direktora Instituta za matematiku Sveucilista
u Zagrebu. Godine 1963. izabran je za izvanrednog ¢lana Jugoslavenske akademije
znanosti i umjetnosti, a 1985. g. za redovnog ¢lana. Od 1980. g. je dopisni €lan
Matematic¢ko-prirodoslovnog razreda Austrijske akademije znanosti. Dobitnik je
dviju znanstvenih nagrada i to nagrade “Ruder BoSkovié¢” za znanstveni rad iz po-
drudja prirodnih znanosti, a 1990. g. dodijeljena mu je “Nagrada za Zivotno djelo”.
Od njegovih drustvenih djelatnosti svakako treba istaéi da je bio jedan od osnivaca
Drustva matematiCara, fizicara i astronoma Hrvatske i prvi tajnik tog Drustva, a
1961.1 1962. g. i njegov predsjednik. Od 1952. do 1968. g. bio je ¢lan upravnog
odbora Saveza druStava matematicara i fizi€ara Jugoslavije. Godine 1954. 1 1961.
bio je jedan od ¢lanova u Internacionalnoj matematickoj uniji, a 1964. g. u Uniji
matemati¢ara Balkana. Stanko Bilinski bio je i dugogodi¥nji (18 godina) glavni i
odgovorni urednik ¢asopisa “Glasnik matematicki, fizi¢ki i astronomski”. Tijekom
1967. 1 1968. g. bio je ¢lan Republickog Savjeta za znanstveni rad SRH. Svojim je
radom i neposredno i posredno dao vidan doprinos razvoju i organizaciji znanstvenih
djelatnosti i institucija u SRH i SFRIJ.

Nakon §to je 1946. g. bio izabran za asistenta Geometrijskog zavoda na kojem
tada nije bilo popunjeno ni jedno radno mjesto, kao jedini nastavnik tog Zavoda
vriio je sve duZnosti kako asistenta tako i predavaca. Tako je u prvo vrijeme drzao
predavanja i vodio vjeZbe iz svih geometrijskih kolegija sve dok nisu bili izabrani
novi asistenti, a kasnije i nastavnici. Njegovi ga se ulenici sjecaju kao odli¢nog
predavaca, koji se isticao ne samo minuciozno$éu izlaganja, sistemati¢noscéu veé i
odabirom interesantnih sadrZaja svojih kolegija, koje je u ono vrijeme morao sam
formirati. Tu je dolazila do izraZaja njegova originalnost i kreativne sposobnosti.
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njegove ilustracije i crteZi na plo¢i. To je bila prava $kola zorne nastave. Njegova
predavanja su za mnoge njegove ucenike bila razlog $to su zavoljeli geometriju i
odlucili se za znanstveni rad ba$ u tom podruéju. Bilinski je predavao i na onda¥njem
postdiplomskom studiju, pa je kod njega magistrirao veéi broj postdiplomanada, a
doktoriralo je i Sest doktoranada kojima je bio mentor.

Nemoguce je nabrojiti sve znanstvene skupove na kojima je Bilinski sudjelo-
vao kao aktivni predavac. Medu inim sudjelovao je referatima na Internacionalnim
kongresima matemati¢ara u Amsterdamu (1954), Edinbourghu (1958), Stockholmu
(1962), Moskvi (1966) 1 Nici (1970). Osim toga bio je redoviti uéesnik Aus-
trijskih kongresa matematicara, koji uvijek imaju internacionalni karakter, te na-
cionalnih matematickih kongresa pojedinih zemalja kao i mnogobrojnih simpozija u
“Matematic¢kom istraZivaCkom institutu Oberwolfach”. Od 1948. g. je redoviti uces-
nik Kongresa matematiCara, fiziCara i astronoma Jugoslavije. Kao predavac gostovao
je na mnogim evropskim i domacdim univerzitetima.

Bilinski je objavio 53 rada (navedena u priloZenom popisu radova), u domaéim
i inozemnim publikacijama, a o njegovim radovima objavljeno je preko stotinu
referativnih prikaza u svim najvaznijim referativnim Zurnalima. U tim prikazima
njegovi su radovi vrlo povoljno ocjenjivani i u mnogima od njih su recenzenti isticali
njihov znaCaj za razvoj geometrije i na osnovi njih je S. Bilinski stekao visoka
internacionalna priznanja.

Prema tematici njegovi se radovi mogu svrstati u ovih sedam skupina:

1 Teorija mreZa i poliedara.

2 Primjene kinemati¢ko-geometrijskih razmatranja na fizicke i geofizicke pojave.

3 Elementarna geometrija i primjena Ptolemejskih matrica u elementarnoj ge-
ometriji.

4 Neeuklidska geometrija.

5 Diferencijalna geometrija.

6 PravCasta geometrija.

7 Primjene funkcionalnih jednadzbi i teorije invarijanata na geometrijske prob-
leme.

1z navedenog je ocito da je ovako bogatu znanstvenu aktivnost S. Bilinskog
na ovom mjestu nemoguée analizirati. Ne radi se ovdje samo o bogatstvu njegova
opusa ve¢ i o dubini ideja prisutnih u njegovim radovima.

1. Prvoj skupini pripadaju radovi [2], [6], [9], [12], [23], [25] i [49]-[53]. Ne
moZe se ovdje govoriti o svakom od tih radova. Stoga kaZimo ne$to vie o radovima
[6]1]25].

Rad [6] je doktorska disertacija S. Bilinskog. U njemu se istraZuju homogene
mreZe ravnine. Treba svakako ista¢i da su do tada problemi homogenih razdioba
ravnine s metricko-euklidskogi kristalografskog stanovista bili rijeSeni, ali u drugim,
metri¢kim ravninama i s opéeg topoloSkog stanovista, koje u sam problem dublje
ulazi, rjeSenje nije bilo potpuno pa zapravo ni zapoeto. U dotadaSnjim radovima
bili su postavljeni samo neki nuZni uvjeti egzistencije, a dovoljnih uvjeta kao i
dokaza egzistencije nije bilo. Ovaj rad je prilog kona€nom rjeSenju tog problema.
Tu se mogucénostima egzistencije homogenih mreZa pristupa s jednog jedinstvenog
i openitijeg stanovi$ta. Pri tome je autor aksiomatizacijom i aritmetizacijom prob-
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lema razvio jednu opéu metodu, koja se pokazala primjenjivom u svim neeuklidskim
geometrijama paiu kombinatornoj geometriji ploha, pa tako i u generaliziranoj teoriji
poliedara. Ta je metoda dakle dozvolila da se odrede sve pravilne homogene mreZe
metrickih ravnina kao i sve kombinatoricki pravilne homogene mreZe.

Svakako valja istai da iz rezultata u ovoj disertaciji izlazi da postoji svega
14 polupravilnih (Arhimedovih) poliedara. NaZalost, S. Bilinski je mislio da je
to ve¢ davno poznati rezultat i nije ga jasno istakao. Stoga se danas postojanje
Cetrnaestog Arhimedovog poliedra nepravedno pripisuje sovjetskom matematiaru
V. G. ASkinuzeu. L. A. Ljusternik u svojoj monografiji Bunyxase gueypu u
smrozozpannuryu, TUTTJII, Mocksa, 1956. na str. 184 pi§e: “Znacajno je da
Jje u teoriji polupravilnih poliedara vise od 2000 godina postojao defekt kojeg je
tek nedavno uolio sovjetski matematicar V. G. Askinuze, tj. da postoji Cetrnaesti
polupravilni poliedar, koji se razlikuje od rombokubooktaedra samo time da mu je
gornji dio koji se sastoji od 5 kvadrata i 4 jednakostrani¢na trokuta zaokrenut za
n /4. Upravo to je i bio razlog da se ta dva polupravilna poliedra geometrijski nisu
razlikovali”.

S. Bilinski je o€ito dakle bio prvi, koji je nasao Cetrnaesti polupravilni poliedar
i ne samo to veé je dao i strogi dokaz da su to svi takvi poliedri.

Iz ove skupine svakako posebno treba istaéi rad [25] o rombskim izoedrima. To
je jedan od najvaznijih radova S. Bilinskog. Objasnimo potanje o Cemu se ovdje radi.
Naime izoedri su poliedri kojima su sve stranice medusobno kongruentni poligoni.
U ovom se radu rjeSava problem odredenja svih rombskih izoedara. Smatramo da
dobiveni rezultat zasluZuje da skiciramo ideju koja je dovela do rjeSenja problema.

Da bi rijesio taj problem S. Bilinski promatra poliedre jedne $§ire klase tzv.
paralelogramske poliedre. To su oni poliedri kod kojih su plohe bilo kakvi par-
alelogrami. Oni pripadaju jo§ jednoj $iroj klasi, koju je istraZivao ruski geometar
i kristalograf E. S. Fedorov i nazvao ih zonoedrima, jer su im plohe rasporedene u
Zone.

Kontrakcijom ili dilatacijom pojedinih zona moguée je svaki paralelogramski
poliedar pretvoriti u njemu izomorfni rombski poliedar i obrnuto. Prema tome da
se odrede svi rombski izoedri potrebno je najprije odrediti sve izogonalne sisteme
pravaca, tj. takve skupove pravaca istog snopa kod kojih svaki pravac sa svakim
drugim pravcem tog skupa zatvara jednaki kut. Pokazuje se da u euklidskom 3-
dimenzionalnom prostoru postoje tri potpuna izogonalna sistema pravaca, tj. takvih
sistema, kojima nije moguée dodati jo§ jedan daljnji pravac, a da se izogonalnost
ne naru§i. Na ovim potpuno izogonalnim sistemima zasniva se egzistencija triju
porodicarombskih izoedara. U svakoj od tih porodica, po$avsi od poliedra s najveéim
brojem ploha, svaki daljnji poliedar se dobiva iz prethodnoga eliminacijom pojedine
zone. OCito je da su na taj naCin nadeni svi moguéi rombski izoedri. Ne treba
posebno istaci da je ovaj rezultat odmah bio zapaZen u svijetu geometara, jer se 70
godina mislilo da su kod Fedorova navedeni svi rombski izoedri §to je i on sam tvrdio.
Taj rad S. Bilinskog je pokazao da osim ve¢ davno poznatog rombskog dodekaedra
postoji jo§ jedan, koji je od prvog metricki bitno razli¢it i ne samo to, veé je tu i
dokazano da drugih rombskih izoedara ne moZe hiti.

Da se ilustrira vaZnost ovog rada bit ¢e najbolje da se posluZimo nekim ci-
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tatima. U predgovoru Coxetera monografiji M. J. Wenninger, Polyhedron models,
Cambridge Univ. Press, 1978, u kojem se ukratko skiciraju osnovne ideje klasi¢ne
teorije poliedara, stoji (u slobodnom prijevodu): “Od vremena Descartesa mnogi
veliki matematicari doprinijeli su razvoju ovog podrucja. Euler je otkrio i dokazao
¢uvenu formulu, koja povezuje broj vrhova, bridova i stranica konveksnog poliedra.
Gauss je koristio nepravilni sferni peterokut (pentagrama mirificum) da objasni
Napierovo pravilo iz sferne trigonometrije. Cauchy je dokazao da je svaki konveksni
poliedar sa krutim stranicama, koji je gibljiv duz bridova, i sam krut. Hamilton je
otkrio ikosijansku igru. Von Staudt je dao novi dokaz Eulerove formule. Schlfii
je poopéio teoriju poliedara na n-dimenzionalni prostor. Klein je napisao mono-
grafiju Vorlesungen iiber das Ikosaeder, koja je bila od bitnog utjecaja na daljnji
razvoj teorije poliedara. Fedorov se vratio Keplerovom problemu odredivanja izozo-
noedara otkrivsi jedan éudan spljosteni rombski ikozaedar, a tek nedavno je Bilinski
(1960 g.) kompletirao spisak nasavsi drugi rombski dodekaedar.

Ovaj nam citat pokazuje u kakvom se “dobrom dru§tvu” nailazi na ime profesora
Bilinskog.

Evo citata i iz poznate monografije H. S. M. Coxeter, Regular Polytopes, (New
York, 1973, str. 31):

“Rombski dodekaedar i triakontaedar otkrio je Kepler oko 1611. g. Prvi od
ovih poliedara pojavljuje se u prirodi kao kristal granata. To¢nije reCeno trebalo bi
ga zvati “prvi rombski dodekaedar” jer je 1960. g. Bilinski otkrio da se jedan *“drugi
rombski dodekaedar” (¢ije stranice su istog oblika kao i one rombskog triakontaedra)
moZe izvesti iz rombskog ikozaedra”.

U &lanku K. Miyazaki-1. Takada, Uniform Ant-hills in the World of Golden
Isozonohedra, Structural Topology 4 (1980), 21-30, su tzv. “zlatni izozonoedri”
(kako ih je nazvao Coxeter, a otkrili su ih Bilinski, Fedorov i Kepler). U njihovu
Cast oznaceni su redom B, Fag 1 K3g.

Ovaj isti rad profesora Bilinskog citiran je i u poznatoj monografiji B.
Griinbaum, Convex Polytopes, Interscience Publ., London, New York, Sydney, 1967.

Nema danas monografije o poliedrima, gdje se ne spominju rezultati S. Bilin-
skog.

U ostalim radovima iz ovog podruéja S. Bilinski se bavi problemima mor-
foloskih tipova Eulerovih poliedara. Daje jedno uredenje Eulerovih klasa tih
poliedara i to dovodi u vezu s problemom bojenja ploha.

U novijim radovima [49]-[51] iz ove skupine S. Bilinski daje afino i topolosko
prosirenje klasi¢ne ekviformne teorije poliedara pa se tako u tim radovima razmatraju
neke vaznije klase tih poliedara, tako napose klase kvaziregularnih i klase vitoperih
generaliziranih arhimedovih poliedara, a radi se na izuavanju jo$ nekih drugih klasa
takvih poliedara. No cilj svih ovih razmatranja je rjeSavanje “Osnovnog problema
arhimedovih poliedara”, koji se moZe ovako formulirati: Koji su dovoljni uvjeti za
ciklus C i za rod p da bi par {C; p} odredivao barem jedan Arhimedov poliedar”.
Do sada su nadena dva nuZna uvjeta egzistencije Arhimedovog poliedra {C; p}, no
jo$ nije dokazana slutnja da ta dva nuZna uvjeta zajedno Cine i dovoljni uvjet njegove
egzistencije.

2. U ovu skupinu pripadaju radovi [7], [8] i [14]. U radu [7] dano je jedno
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dinamicko tumacenje neobi¢nog oblika krivulje tlaka kod prolaza kumulonimbusa.
U radu [8] se daje kinemati¢ko objaSnjenje pojave frontogeneze.

3. U ovu skupinu pripadaju radovi [10], [11], [18], [26]. [29], [38], [39] i [40].

Najznacajniji u ovoj skupini je svakako rad [38]. Dobiveni lijepi rezultati
zasluZuju da se sadrZaj ovog rada malo detaljnije razmotri. U radu se promatra n-
dimenzionalni prostor P, sa pripadnom grupom transformacija G,. Neka je dalje Q,,
m-dimenzionalna mnogostrukost to¢aka, krivulja, ploha itd. smjestena u P,. Dakako
da Q,, moze biti i ¢itav prostor P,. OznaCimo sa I',, grupu transformacija od Q,,
induciranu grupom G,.

SvakikonaCanskup {ey, . .., e, } elemenata (“tofaka”) skupa O, zove se figura.
Uvode se dvije vrste figura, tzv. “D-figure” i “S-figure”. D-figura ®[i,j],0 < i <
J < bdobije se iz osnovne figure G = {g1, g2, - - ., gp}, b = 4 tako dase iz G iskljudi
par {g &}, 4-

@[i,j] = G\ {81 8}
S-figura y[i, j, i < j dobije se polazedi od osnovne figure G tako da se njezine tocke
rastave u dva podskupa

F:{g#ng#z’”',g}k}: C>O

kojega se elementi smatraju fiksnim i podskup

Vz{gvlagv:n"'agvd}a d>4

koji se sastoji iz varijabilnih elemenata. Dakle je,

W[lv.l] =FU {gi» gj}
Dalje se uvodi pojam Ptolomejske funkcije kao realne funkcije a; = f(i, j) definirane
na skupu N; x Ny, gdjeje Ny = {1,2,...,b},b > 4, takve da zasve i, j k,l € N
vrijedi tzv. Ptolomejska relacija

ajay + agay + agax = 0

i koja u svojem podrucju definicije ne iS€ezava identiCki.
Svaki element od Q,, odreden je sa m nehomogenih koordinata, pa je D-figura
®[i, j] odredena nizom

UL N SN ISR SRR
svojih koordinata, Dakako da u ovom nizu nema koordinata kojima je jedan od
gornjih indeksa i ili j. Ako je osnovna figura fiksirana onda je taj niz posve odreden.
Neka je
a,-j=f(ui,...,u,ln,u%,...,u,zn,...,u?,...,ufn)

realna funkcija. Za a; se kaZe da je Ptolomejska funkcija ako su zadovoljeni ovi
uvjeti

a) a;; je invarijanta grupe transformacija 'y,

b) a; je relativna invarijanta permutacije gornjih indeksa 1,2, ...,i ~ 1,i +
L..,j—-Lj+1,...,b,

¢) a;; je Ptolemejska relacija.
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Analogno se (sa nekim modifikacijama) definira Ptolomejska funkcija S-figure
vli,j]. Dokazuje se da ako je a;; Ptolemejska funkcija neke D-figure, onda je ona
takode Ptolemejska funkcija figure koja se dobije kada se ona shvati kao S-figura i
obratno. To onda omogucuje da se naprosto govori o Ptolemejskoj funkciji figure.
Kososimetri¢ne matrice ranga 2 zovu se Ptolomejske matrice.

Veza izmedu Ptolemejskih matrice i funkcija dana je ovim teoremom:

Realna funkcija a; = f(i,]) definirana na skupu N1 x Ny, gdje je Ny =
{1,2,...,b}, b > 4 je Prolemejska funkcija onda i samo onda ako je matrica {ay)
kososimetri¢na i ima rang 2.

Razvija se teorija takvih matrica i bitno koristi u daljnjem tijeku rada.

Relativni volumen simpleksa euklidskog ili ekviafinog prostora dimenzijen > 1
je Ptolemejska funkcija figure koja se sastoji iz njegovih vrhova.

1z ovog teorema i njegovih ekvivalenata za D-figure i S-figure sada se kao
specijalni sluajevi dobivaju mnogi veé prije poznati teoremi elementarne geometrije.

Zan = 1 dobiva se da za Cetiri toCke A, B, C, D orijentiranog pravca vrijedi

AB-CD+AC-BD+AD-BC =0,

a to je dobro poznati Eulerov teorem.

Za n = 2 dobiva se ovaj teorem Mongea:

Ako za pet toaka Ty, T, . . ., Ts ravnine oznaCimo sa Fj; orijentiranu povrsinu
trokuta T;T;Ts, i, j € {1, 2, 3, 4}, onda vrijedi

P12P3y + P13Psy + P1aP23 = 0.

Za n = 3 dobiva se poznati Mdbiusov teorem:
Ako za Sest toaka A, B, C, D, E i F, trodimenzionalnog prostora, oznafimo sa
ABCD orijentirani volumen tetraedra razapetog tockama A, B, C i1 D, onda vrijedi

ABEF - CDEF + ACEF - DBEF + ADEF - BCEF = 0.

Za n = 4 dobiva se prosirenje i poopcenje jednog teorema Laptjeve.

Svaki teorem u kojemu se govori o postojanju neke Ptolemejske funkcije
zovemo Ptolomejskim teoremom.

Prvi u povijesti poznati Ptolemejski teorem je sigurno Ptolemejev teorem
o tetivnom Cetverokutu. Ako naime za osnovnu figuru uzmemo Cetiri tocke
M, M2, M3, M, kruznice u izvjesnom ciklickom poretku i promotrimo D-figuru
@[i, j], onda je relativna udaljenost ay, (a,-%O za i%j) tofaka M;, M; Ptolemejska
funkcija. Ovaj pristup onda omoguduje da se teorem Ptolemeja generalizira na
tetivni n-terokut, $to je i u¢injeno u radu [18].

Iz svega 3to je reCeno slijedi da je tu izgradena jedna opcenita Ptolemejska
teorija u kojoj su mnogi, prividno posve neovisni teoremi, podredeni jednom vrlo
opéenitom stajaliStu.

Nataj se rad nadovezuje rad [39] u kojem se dokazuje jedan teorem o specijalnim
Ptolomejskim matricama pomo¢u kojeg se dobivaju novi Ptolemejski teoremi. U
radu [40] razmatraju se Ptolemejski teoremi u prostoru Minkowskoga.

U radovima [26] i [27] govori se o stavku o &etiri tiemena. U svojoj klasi¢noj
formulaciji to je stavak globalne diferencijalne geometrije. U novije vrijeme je



329

pokazano da je bit tog teorema mnogo dublja jer je to teorem topoloskog karaktera.
U ovim radovima dana je diferencijsko geometrijska primitivizacija tog teorema na
konveksne poligone i tako je ukazano na njegovu sustinu.

4. Radovi ove skupine jesu {1}, [20], [21], [30], [31], [32], [33], [34] i [36].

U radu [1] su dane neke primjene polarnog koordinatnog sistema hiperboli¢ke
ravnine na probleme diferencijalne geometrije u toj ravnini. Diskutirana je i prednost
tog sistema pred mnogim drugim koordinatnim sistemima.

U radu [21] promatraju se evolute krivulja u hiperboli¢koj ravnini i pokazano
je da se na standarni na¢in evoluta moZe definirati samo za one krivulje kojima je
zakrivljenost ve¢a od 1. Ako je ta zakrivljenost manja onda u standarnom smislu
evoluta ne postoji. No tada je mogude uspostaviti jedno drugo pridruZenje dviju
krivulja koje vodi do pojmova bazoide i ekvidistantoide i u ovom se radu detaljno
istrazuje to proSirenje. Te krivulje koje su ovdje prvi put definirane kasnije se
istrazuju 1 u radu G. M. M. Kallenberg, Aequidistantoids and Basoids in plane
hyperbolic Geometry, Nieuf Archief voor Wiskunde (3) 10 (1962), 165-169.

U radu [33] S. Bilinski uvodi nove prav&aste koordinate u hiperboli€koj ravnini.
Najbolje da se posluZimo citatom W. Szmielew iz Math. Rev. 37 (1969}, No 3,
str. 63; “In term of Bilinski’s coordinates the fundamental analytic formulas of
hyperbolic geometry assume a simple elegant form which is uniform with respect
to both coordinates. The connections between Bilinski’s coordinates and Hesse’s or
Hilbert’s coordinates one established precisely”.

U radu [34] daje se jedan novi model hiperboli¢ke geometrije u torusnoj ravnini.
Taj je model izgraden na slijedeéi nadin. Poznato je da je euklidsku ravninu moguée
na vise razli¢itih naCina nadopuniti nepravim elementima. Ako se ona upotpuni
nepravim elementima tako da se dobije suvislost torusa, onda nastaje torusna ravnina.
U toj torusnoj ravnini definira se H-geometrija za koju se pokazuje da je izomorfna
geometriji hiperboli¢ke ravnine. Osnovni elementi ove H-geometrije jesu orijen-
tirani H-pravci, koji su predodeni onim tockama torusne ravnine, koje leZe izvan
jednog istaknutog fundamentalnog pravca. Pri tome je H-tocka takva jednakostrana
hiperbola, kojoj je fundamentalni pravac imaginarna os. Definiraju se i ostali os-
novni pojmovi H-geometrije u torusnoj ravnini i uvodi metrika u tako definiranu
geometriju. Izvode se neki teoremi i neke osnovne konstrukcije u H-geometriji.

Naovajrad nadovezujeserad 5. A. Pozendensn, O ceszu modear Buaun-
cxozo nuockocmu Jlobaveacxoeo na Mmopoao] nAoCKOCMU € 080JHILMYL “UC-
aamu, Glasnik matematicki 5 (1970), 307-308. U tom se radu pokazuje zanimljiva
veza modela Bilinskog i interpretacije trodimenzionalnog hiperbolickog prostora na
proirenoj ravnini dvojne varijable a + be, ¢* = +1.

Narad Bilinskog nadovezuje se i istraZivanje tog modela u radu W. Wunderlich,
Uber das Bilinskische Modell der hyperbolischen Ebene, Glasnik matematicki 7
(1972), 83-86. U ovom radu je izmedu modela Bilinskog i konformnog modela
Poincaréa uspostavljena veza posredstvom ciklografskog preslikavanja. Time su
dobivena i karakteristiéna svojstva cikala, horicikala i hipercikala u ravnini Bilinskog.

Spomenimo jo§ i Clanak O. Giering, Eine Variante des Bilinski Modells der
ebenen hyperbolischen Geometrie, Journal of Geometry, 31 (1988}, 79-88, u kojem
Jje konstruirana jedna varijanta modela Bilinskog pomo¢u kongruencije bisekanata
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prostorne krivulje 3. reda. Ta se varijanta pokazala plodotvornom za rjeSavanje
izvjesnih problema hiperboli¢ke geometrije.

Mode] Bilinskog na$ao je odjeka i u suvremenim monografijama o neeuklidskim
geometrijama. Tako ga na primjer nalazimo citiranog i u monografiji. Neumann-
Sallé-Tord, A semmibol egy uj vildgot teremtettem, FACLA, Temesvir 1974,

Rad [36] sadrZi strogo aksiomatsko zasnivanje teorije mjerenja povr§ina u hiper-
boli¢koj ravnini kakvo do tada joS$ nije bilo poznato.

5. Radovi ove skupine jesu [13], [15], {16], [17], [22], [28], [35]. Iz ove skupine
radova na najvise odjeka naidli su radovi [17], i [28].

Osnovna ideja u ovim radovima sastoji se u tome da se krivulji u trodimenzion-
alnom prostoru osim fleksije k i torzije 7 pridruZe dva niza skalarnih invarijanata
Ki, Ti» i = 1,2, ... rekurzivnim formulama

S Kt — KT
— — — 2 2 AL | it
Ki=K, T =7 Kqyg1=+/K+71° Tip1= K,-z n ‘L'l: .

Invarijante k;, 7; zovu se redom i-ta fleksija, i-ta torzija krivulje. Nadalje se svakoj
tocki krivulje osim Frenetovog trobrida D = {f, 7, b} pridruZuje niz trobrida D; =
{t;, i, b;} rekurzivnim formulama

=1 f=H b =bh

fie1 =1 Fipt = byt X fi1, byt = LI
Ki+1 Ti+1
Pri tome derivacione formule glase
1 = Kil;,
= —Ki; + Til—;ia
E; = —Tﬁi,

dakle one su sasvim iste kao i Frenetove formule.

Odavde onda slijedi da ¢e svaki teorem teorije krivulja koji se moZe dokazati
samo pomoc¢u Frenetovih formula vrijediti ako u njemu elemente D, k, T zamijenimo
elementima D;, k;, T;.

Tako na primjer ako je C zatvorena prostorna krivulja, onda za nju vrijedi
Jacobijev teorem koji kaZe da njezina sferna slika glavnih normala # dijeli sferu na
kojoj ona leZi na dva dijela iste povrSine. [z svega reCenog odmabh slijedi da to nije
istina samo za sfernu sliku glavnih normala, veé i za sferne slike svih vektora #;,
i=1,2,.... Dakle postoji Citav niz vektora za koje je to istina.

U radu [28] Bilinski dalje razraduje tu ideju i generalizira pojam Bertrandovih
krivulja, pa B;-krivuljama zove one krivulje koje u korespondentnim toCkama imaju
iste druge normale n, i detaljno istrazuje svojstva tih krivulja.

Upravo ovi radovi su dali poticaj i ideje mnogim drugim geometricarima koji ih
plodotvorno koriste, dalje razvijaju i prenose na druge prostore. Spomenimo samo
neke od tih radova: J. Hoschek, Eine Erweiterung der natiirlichen Geometrie der
Strahlfliichen, Osterr. Akad. Wiss. Math. Naturw. K1. S. B. II, 176 (1967), 73-92.
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Evo §to K. Strubecker, referent u Math. Rev. 0 ovom radu Hoscheka medu
ostalim piSe: “S. Bilinski ... hat durch eine rekursive Definition einer Folge von
begleitenden Dreibeinen eine sehr bemerkenswerte Erweiterung der Theorie der
Raumkurven aufgestellt ... ”

Na kraju rada: J. Hoschek, Eine Verallgemeinerung der Bischungsflichen,
Math. Ann. 179 (1969), 275-284, Hoschek kaZe: “Abschliessend kann bemerkt
werden, dass sich durch die hier aufgezeigten Ergebnisse wieder erwiesen hat,
dass die von Bilinski angegebene Erweiterung der Kurventheorie sehr sinnvoll und
weitreichend ist. Allgemein gesehen, lassen sich gemiss (5a) zweifach unendlich
viele Erweiterungssysteme (A) ableiten. Das von Bilinski angegebene kinematisch
begriindete System scheint aber das bei weitem ergiebigste zu sein”. Daljni radovi
Hoscheka na tu temu jesu: J. Hoschek, Eine Verallgemeinerung der Cesaro Kurven,
Osterr. Akad. Wiss. Math. Naturw, KL. S. B. II, 177 (1969), 481-490; J. Hoschek,
Eine Verallgemeineruqg der Bertrand und Mannheim Kurven, Osterr. Akad. Wiss.,
Math. Naturw. K. S. B. II, 177 (1969), 79-93; J. Hoscheck, Eine Erweiterurg der
Streifentheorie und Verallgemeinerung von Cesarostreifen, Arch. Math. 20 (1969),
88-93; Ch. Liibbert, Veraligemeinerte Begleittetraeder von Regelfiiichen und Kurven
im elliptischen Raum, Osterr. Akad. Wiss., Math. Natur. X1. S. B. II, 185 (1976),
153-166.

U ovim se radovima J. Hoscheka ideja S. Bilinskog bitno koristi i dovodi
do poopéenja prirodne geometrije-pravcastih ploha i do poopéenja zavojnih ploha,
Bertrandovih, Mannheimovih i Cesarovih krivulja i ploha. U radu Ch. Liibberta ta
se ideja prenosi na prav€aste plohe elipti¢kog prostora.

Ova ideja S. Bilinskog koristi se i u radovima sovjetskog geometri¢ara V. G.
Koppa. Tako on u radu B. I'. Konn, O6 odnom obobuenuu aunuj omxoca,
Yu. 3an. Toc. ITex. Mu-ta 10 (1955), 137-154, uvodi i pojam “nenouxa
Bunuacroro”. On je takoder te ideje prenio i na pravcaste plohe.

Na ova tri rada S. Bilinskog nadovezuju se i mnogi radovi njegovih ucenika.

6. U ovoj je skupini samorad [27]. U ovom se radu na osnovi pojma Ptolemejske
matrice izgraduje analitiCki model jedne teorije za koju se pokazuje da je izomorfna
projektivnoj pravéastoj geometriji.

7. Ovoj skupini pripadaju radovi [41]-[48]. U ovim se radovima promatraju
izvjesni tipovi funkcionalnih jednadZbi i u nekima od njih primijenjuju na geometri-
jske probleme i generaliziraju neki ve¢ od prije poznatih teorema.

No S. Bilinski nikada nije zaboravljao i na nastavnike srednjih §kola i autor je
vi§e Clanaka iz podrucja metodike elementarne geometrije, koji su bili publicirani
u “Nastavnom vjesniku”, “Nastavi matematike i fizike” i “Matemati¢koj Citanci”,
Nakladni zavod Hrvatske, Zagreb, 1947, koja je izala u redakciji M. Sevdica

Na kraju kaZimo da je profesor Bilinski bio omiljen medu svojim uéenicima
i suradnicima jer je uvijek bio smiren i imao vremena za njih i njihove probleme.
Uvijek je bio spreman da pomogne savjetom i podstakne svoje suradnike koji su se
bavili problematikom iz njegovog djelokruga rada. Stoga smo zahvalni da je ovakav
Covjek i znanstveni radnik toliki niz godina djelovao medu nama.

B. Pavkovi¢ i V. Volenec
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