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DUALNI OPIS POTROSACEVIH PREFERENCIJA?

DUAL CHARACTERIZATION OF CONSUMER PREFERENCES

SAZETAK: Dualnost u mikroekonomskoj teoriji u Sirem smislu omogucuje da se
isti problem sagleda iz razli¢itih perspektiva. Pritom dualnost omogucuje da se postojeca
znanja dokaZu na jednostavniji nacin, da se izvedu rezultati koji su dualni poznatima i da
se promjenom nacina razmiSljanja dode do novih spoznaja. U radu se sintetiziraju znanja
o dualnosti u teoriji ponaSanja potroSaca i na originalni nacin povezuju dualna svojstva
funkcija koje opisuju ukus potro§aca. Zamjena primarnih varijabli dualnima omogucila je
izvodenje nove nov€ane mjere promjene blagostanja i njezin opis povrSinom ispod inverzne
kompenzirane krivulje potraznje. Taj novi teorijski rezultat dual je poznate kompenzacijske
varijacije koju je opisao Hicks polovinom proSloga stoljeca.
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ABSTRACT: Duality in a microeconomic theory in the broad sense allows the same
problem to be considered from different perspectives. The duality allows confirmation of
existing knowledge in a simpler way, to derive the results that are dual to known ones and
to discover new insights by changing a way of thinking. The paper synthesizes knowledge
of duality in the theory of consumer behavior and links the properties of dual functions that
describe the taste of consumers in an original way. Replacement of the primary variables
with the dual ones enabled the derivation of the new monetary measure of welfare change
and its description by the area positioned below the inverse compensated demand curve.
The new theoretical result is a dual of a known compensatory variation described by Hicks
in last century.
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1. UVOD

Dualnos$¢u u mikroekonomskoj teoriji bavili su se mnogi autori. Autori Quirino Paris
i Michael R. Caputo u svojem su ¢lanku pod naslovom The Rhetoric of Duality dualnost
definirali ovako: “U mikroekonomskim se primjenama dualnost odnosi na pristup koji ana-
lizira problem kao funkciju parametara, a ne kao funkciju varijabli odlucivanja” /32, str.
196/. Drugim rijeCima, osnovno je obiljeZje dualnog pristupa u mikroekonomskoj teoriji
zamjena varijabli /36, str. 19, 10, str. 47/. Larry G. Epstein u svojem radu Generalized Dua-
lity and Integrability govori o teoriji dualnosti na sljedeci nacin: “Teorija dualnosti opisuje
alternativne ekvivalentne opise potroSacevih preferencija (direktna ili indirektna funkcija
korisnosti, funkcija izdataka) ili tehnologije proizvodaca koji posluje u uvjetima savrSene
konkurencije (funkcija proizvodnje, funkcija profita, funkcija troSkova)” /16, str. 655/.

U Sirem smislu dualnost omogucuje da se isti problem sagleda iz razliCitih perspek-
tiva. Pritom u ekonomiji svoju paznju moZemo usmjeriti primarno na koli¢ine, a dualno na
cijene koje smatramo parametrima kada su koli¢ine varijable odlucivanja. Poznati je primjer
Edgeworthovih krivulja indiferencije. Oblik tih krivulja opisuje preferencije potrosaca koji
viSe voli uprosjeCenu koSaru od krajnosti. U tom se opisu preferencija potroSaca prepoznaje
opadanje grani¢ne stope supstitucije izmedu dobara niz striktno konveksnu krivulju indi-
ferencije koja odozdo zatvara striktno konveksni skup barem toliko dobrih koSara dobara i
implicira negativni u¢inak supstitucije. Konveksne skupove kojima opisujemo ekonomske
zakonitosti moZemo opisati na dva nacina i na taj se nacin dualnost prirodno smjesta u
mikroekonomsku teoriju. Primarni opis skupa polazi od koli¢ina, varijabli koje se opi-
suju optimalnim izborima ekonomskih subjekata pri trziSnim cijenama. Optimalni izbori
odreduju podupiruce ravnine na kojima se zasniva dualni opis konveksnog skupa.

U radu se podrobno opisuju veze izmedu funkcija koje opisuju preferencije potrosaca,
direktne funkcije korisnosti, indirektne funkcije korisnosti, funkcije izdataka i1 funkcije
udaljenosti, 1 1zvodi se sinteza dualnosti u teoriji ponasanja potroSaca. Dualnost se pretvara
u nacin razmiSljanja 1 pronalazi nova nov€ana mjera promjene blagostanja koja se opisuje
povrSinom ispod inverzne kompenzirane krivulje potraZnje. Taj novi teorijski rezultat dual
je poznate kompenzacijske varijacije koju je opisao Hicks polovinom prosloga stoljeca.

2. DUALNOST IZMEDU DIREKTNE I INDIREKTNE
FUNKCIJE KORISNOSTI

Direktna funkcija korisnosti, u(X), opisuje preferencije potrosaca na osnovi koli¢ina
dobara, pri emu je X = (x,...,x ) kombinacija koli¢ina dobara, odnosno koSara dobara.
Maksimalnu korisnost koju potroSa¢ moze ostvariti pri nekim cijenama i dohotku opisuje
indirektna funkcija korisnosti, v(p, M). Indirektna je funkcija korisnosti funkcija trziSnih
parametara, cijena dobara i dohotka. U nastavku se pokazuje kako indirektna funkcija ko-
risnosti zadovoljenjem odredenih uvjeta regularnosti takoder u potpunosti opisuje preferen-
cije potroSaca. Drugim rije¢ima, zadovoljenjem uvjeta regularnosti postoji dualnost izmedu
direktne i indirektne funkcije korisnosti.

Teoreme dualnosti su izmedu direktne i indirektne funkcije korisnosti dokazivali
mnogi autori, poput Samuelsona /37, 38/, Laua /26/, Sheparda /40/, Hanocha /18/, Wed-
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depohla /44/, Katznera /23/, Afriata /1/ i Diewerta /13/. Sadrzaj je tih teorema da polazedi
od neprekidne, rastuée i kvazikonkavne funkcije korisnosti u(x) indirektna funkcija ko-
risnosti, v(P), zadovoljava sljedeca svojstva: v(P) je opadajuca funkcija: ako je P » P!
» 0, tada je v(P?) < v(P"), v(P) kvazikonveksna funkcija v(P), je takva da je funkcija
u(x)=min{v(P):Px <1,P e R}, { definirana na x € R", neprekidna na R" i ima ne-
prekidnoPpro§irenje na R?. Nadalje, ako indirektna funkcije korisnosti ima prethodna
svojstva 1 ako je diferencijabilna, s derivacijama razli¢itim od nule u izabranom P, tada
je xM(P)=— ov(P) /P

Pov(P)oP
budzetsko ograniCenje. Izvedena je funkcija korisnosti u(x) koja se dobije iz indirektne
funkcije korisnosti v(P) neprekidna, rastuca i kvazikonkavna. U nastavku se navedena
tvrdnja i ilustrira.

jedinstveno rjeSenje problema maksimizacije korisnosti uz dano

TrziSna se razdoblja opisuju cijenama na koje neznatni potroSa¢ nema utjecaja, p =
(p > P,), 1 dohotkom kojim raspolaze, M > 0. Skup dostupnih kosSara dobara pri cijenama
p 1 dohotku M opisuje skup ostvarive potrosnje, px < M. Kako cijene izraZene u jedinica-

ma dohotka, P= %»0 , koje nazivamo normaliziranim cijenama, odreduju isti budzetski

prostor, skup ostvarive potroSnje mozemo opisati nejednakoS¢u Px < 1. Pretpostavljamo
da je direktna funkcija korisnosti neprekidna na svojoj domeni koja opisuje skup zamislive
potrosnje, X =R = {X = (X5 X, )i x; 20,7 = 1,...,n} , striktno rastuca i kvazikonkavna.
Striktni rast direktne funkcije korisnosti implicira da poveéanje koli¢ina svih dobara u koSari
ima blagotvoran ucinak na blagostanje nezasitnog potrosaca. Svojstvo je kvazikonkavnosti
direktne funkcije korisnosti plod prihvaéanja aksioma o konveksnosti potroSacevih prefe-
rencija prema kojem potrosac uravnoteZenu koSaru dobara voli barem toliko koliko i jednu
od krajnjih koSara. Grani¢na stopa supstitucije kao subjektivna vrijednost male jedinice je-
dnog dobra izrazena subjektivnom vrijednoSc¢u one koli¢ine drugog dobra koju je potrosac
zauzvrat voljan Zrtvovati tada opada kada se krece niz konveksnu krivulju indiferencije
supstituirajuéi prvim dobrom drugo dobro.

Problem odredivanja efikasne raspodjele ogranicenog dohotka opisuje model maksi-
mizacije korisnosti uz dano budZetsko ogranicenje:

v(P) = max u(x) (1

uz ogranicenje Px < 1.

Varijable odlucivanja u tom su problemu optimizacije koli¢ine dobara. Traze se eko-
nomski dostupne koli¢ine kojima direktna funkcija korisnosti pridruzuje najveci indeks
korisnosti u skupu ostvarive potro$nje. Maksimalna je korisnost funkcija cijena dobara i
dohotka potroSaca, odnosno funkcija normaliziranih cijena dobara, na osnovi kojih se indi-
rektno usporeduje blagostanje potroSaca u razli¢itim razdobljima. Funkcija se maksimalnih
korisnosti naziva i indirektnom funkcijom korisnosti, v(P).

Indirektna funkcija korisnosti zadovoljava sljedeca svojstva neovisno o funkcional-
nom obliku direktne funkcije korisnosti*:

Popisu svojstava indirektne funkcije korisnosti nedostaje strogi rast u dohotku i homogenost stupnja nula
u cijenama i dohotku. Ta su svojstva izostavljena zbog jasnije ilustracije dualnosti izmedu direktne i indi-
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1. v(P) je neprekidna funkcija za P » 0. Neprekidnost indirektne funkcije korisnosti
proizlazi iz teorema o maksimumu.

2. v(P) je opadajuca funkcija u P. Zapisano simbolima, ako je P> > P!, tada vijedi v(P?) <
v(P"). Porast cijene nekog dobra ili smanjenje dohotka potrosacu smanjuje maksimal-
nu razinu korisnosti.

3. v(P) je kvazikonveksna funkcija cijena. Kvazikonveksnost indirektne funkcije koris-
nosti ima osebujno ekonomsko znacenje. SadrZaj je tog svojstva da se uravnoteZenjem
normaliziranih cijena dobara potro$aca ne moze dovesti u povoljniji poloZaj u odnosu
na polozaj koji ostvaruje u jednom od krajnjih budzZetskih prostora. Takav zakljuCak
proizlazi iz Cinjenice da je uravnotezeni budZetski prostor koji se dobije ponderiranjem
normaliziranih cijena jednakim ponderima podskup unije polaznih budZetskih pro-
stora /44/.

Pokazali smo kako se indirektna funkcija korisnosti izvodi iz direktne funkcije koris-
nosti. Postavlja se pitanje moZemo li krenuvsi od izvedene indirektne funkcije korisnosti
do¢i do direktne funkcije korisnosti i ho¢emo li dobiti direktnu funkciju korisnosti od koje
smo krenuli. Odgovor je na postavljeno pitanje potvrdan uz zadovoljenje odredenih uvjeta
regularnosti i potvrduje dualnost izmedu direktne i indirektne funkcije korisnosti.

Promotrimo li pramen budzetskih pravaca koji prolaze kroz koSaru dobara x, potrosac
pri svakoj kombinaciji normaliziranih cijena dobara izabire najpoZeljniju koSaru dobara
kojom ostvaruje vecu razinu korisnosti od u(x). Dugim rije¢ima, potroSac koji se suocava s
normaliziranim cijenama P i pritom moZe izabrati koSaru dobara x, prikladnom preraspo-
djelom izdataka ne moZe do¢i u nepovoljniji poloZaj i indeks je korisnosti koSare dobara
x najmanji od maksimalnih korisnosti koji se dobivaju za normalizirane cijene pri kojima
potroSa¢ moze priustiti koSaru dobara x. Direktna se funkcija korisnosti stoga izvodi iz mo-
dela minimizacije maksimalne korisnosti uz ogranicenje dostupnosti kosare X,

u(x)=min v(P) @)
P>0

uz ogranicenje Px =1

Kombinacija normaliziranih cijena P, koja odgovara dodiru indirektne budzetske
crte 1 indirektne krivulje indiferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara, je ona koja
minimizira maksimalnu razinu korisnosti kada su zadane koliine dobara x. Normalizi-
rane se cijene dobara koje odgovaraju odsjeCcima indirektne budZetske crte preslikavaju
na odgovarajuce osi koli¢ina u kombinaciju koli¢ina dobara x koja potrosacu daje najvecu
razinu korisnosti za zadane normalizirane cijene P.

Preslikavanjem pramena indirektnih budZetskih pravaca koji prolaze kroz kombina-
ciju normaliziranih cijena P iz prostora normaliziranih cijena dobiva se direktna budZetska
crta u prostoru koli¢ina dobara. Pritom odsjecci na osima koli¢ina odgovaraju recipro¢nim
vrijednostima kombinacije normaliziranih cijena P pri kojoj je potroSac izabrao koSaru

.1 . . . i o
dobara x, — 1 e Proporcionalnim se povecanjem koli¢ina u prostoru normaliziranih
1 2

rektne funkcije korisnosti. Svojstva se u potpunosti analiziraju u poglavlju o dualnosti izmedu indirektne
funkcije korisnosti i funkcije izdataka.
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cijena dobara svakom pravcu iz pramena pridruZuje indirektna budZetska crta koja dodiruje
indirektnu krivulju indiferencije. Preslikavanjem tih budZetskih crta izvodi se direktna kri-
vulja indiferencije u prostoru koli¢ina dobara. Medusobni poloZaj direktne budzetske crte
1 direktne krivulje indiferencije otkriva da je direktna funkcija korisnosti kvazikonkavna u
koli¢inama dobara.

U analizi smo posli od striktno rastuce i kvazikonkavne direktne funkcije korisnosti
1izveli striktno opadajucu i kvazikonveksnu indirektnu funkciju korisnosti i obratno. Da je
polazna direktna funkcija korisnosti imala pozitivno nagnute ili konkavne dijelove krivulje
indiferencije, izvedena direktna funkcija korisnosti podudarala bi se s polaznom direkt-
nom funkcijom korisnosti samo na negativno nagnutim i konveksnim dijelovima krivulje
indiferencije. O tome eksplicitno govori 1 Hotelling: ,,Ako zamislimo krivulje indiferencije
koje imaju valoviti oblik, na nekim dijelovima konveksni, a na drugim konkavni, prisiljeni
smo zakljuciti da se samo konveksni dijelovi mogu smatrati vaznima, buduci da su drugi u
osnovi neopazivi. Mogu se otkriti samo u nepravilnostima koje se mogu pojaviti u potrosnji
prilikom promjene relativnih cijena, $to vodi do naglog skoka tocke dodira preko ponora
kada budZetska crta rotira. Medutim, iako takve nepravilnosti mogu otkriti postojanje po-

A
Xz

u(x) = v(p)

2

v

Slika 1. Od negativno nagnute i konveksne krivulje indiferencije u primarnom prostoru do negativno
nagnute i konveksne krivulje indiferencije u dualnom prostoru i natrag



6 Zbornik Ekonomskog fakulteta u Zagrebu, godina 10, br. 1., 2012.

nora, ne mogu izmjeriti njegovu dubinu. Konkavni dijelovi krivulja indiferencije i njihove
generalizacije, ako postoje, zauvijek ostaju u nemjerljivoj tami‘ #/21, str. 74/.

Walter E. Diewert svoj rad Applications of Duality Theory zapocinje ovako: “Postoje
dvije osnovne prakti¢ne prednosti teorije dualnosti u ekonomiji. Prva se prakticna primjena
teorije dualnosti sastoji u tome da nam omogucuje da izvedemo sustave funkcija potraZnje
(...) jednostavnim deriviranjem funkcija, izbjegavajuci pritom eksplicitno rjeSavanje pro-
blema maksimizacije i minimizacije uz ogranicenja“ /13, str. 106/. NajvaZniji rezultati koji
proizlaze iz moguénosti opisa potroSacevih preferencija pomocu direktne ili indirektne
funkcije korisnosti i s teorijskog i s empirijskog stajaliSta jesu Roy-Willeov identitet i Ho-
telling—Woldov identitet. Primjenom Roy-Willeova identiteta na indirektnu funkciju koris-

nosti izravnim se deriviranjem dobiju Marshallove funkcije potraznje, x; =v; /Z v;P;,

a primjenom njegova duala koji se zove Hotelling-Woldov identitet, izravnim der1V1ranJem

funkcije korisnosti dobiju se inverzne Marshallove funkcije potraznje, P, =u; / 2 u;x; .U

izvodenju Hotelling-Woldova i Roy-Villeova identiteta zbog jedinstvenosti izbora pretposta-
vlja se da je funkcija korisnosti striktno kvazikonkavna, odnosno da je indirektna funkcija
korisnosti striktno kvazikonveksna.

Primjenom Hotelling-Woldova identiteta jednostavnije se izvode inverzne funkcije
potraznje polazeci od direktne funkcije korisnosti. 1z geometrijskog opisa ravnoteze
potroSaca, odnosno dodira direktne krivulje indiferencije i direktne budZetske crte, otkriva
se proporcionalnost gradijenta funkcije korisnosti i inverznih funkcija potraznje,

Vi= AP, P=%. 3)

Iz budZetskog se ogranicenja u problemu odreduje vrijednost koeficijenta proporcio-
nalnosti,

Px=1, %:L A=xVu. @

iz Cega lako proizlazi Hotelling-Woldov identitet:

Vu ®)
P= .
xVu
4 Izvorni je tekst: “If indifference curves for purchases be thought of as possessing a wavy character, con-

vex to the origin in some regions and concave in others, we are forced to the conclusion that it is only
the portions convex to the origin that can be regarded as possessing any importance, since the others are
essentially unobservable. They can be detected only by the discontinuities that may occur in demand
with variation in price-ratios, leading to an abrupt jumping of a point of tangency across a chasm when
the straight line is rotated. But, while such discontinuities may reveal the existence of chasms, they can
never measure their depth. The concave portions of the indifference curves and their many-dimensional
generalizations, if they exist, must forever remain in unmeasurable obscurity” (Hotelling, 1935:74).
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Primjenom Roy-Villeova identiteta jednostavnije se izvode funkcije potraznje za dobri-
ma polazeéi od indirektne funkcije korisnosti. Iz geometrijskog opisa ravnoteze potrosaca,
odnosno dodira indirektne krivulje indiferencije i indirektne budZetske crte, otkriva se pro-
porcionalnost gradijenta indirektne funkcije korisnosti i funkcija potraznje,

Vv =ux, x=&. (6)
U

Iz budZetskog se ograni¢enja u problemu odreduje vrijednost koeficijenta proporcio-
nalnosti,

PX:L =1, ‘L[=PVV,

iz Cega lako proizlazi Roy-Villeov identitet:

Vv g
PVy’ ®)
U izvodenju funkcija potraznje za dobrima talijanski inZenjer Antonelli prepoznao

je da se maksimalna korisnosti koju potrosac, uz raspolozivi dohodak, moZe ostvariti pri
nekim cijenama mozZe izraziti upravo kao funkcija tih parametara. Houthakker je takvu
funkcionalnu vezu nazvao indirektnom funkcijom korisnosti /22, str. 157/. Iako se i Koniis
1924. godine bavio indirektnom funkcijom korisnosti, prvi su izravno govorili o dualnosti
u okviru teorije ponaSanja potroSaca Koniis i Byushgens /25/ navodeci da se preferencije
potroSaca jednako dobro mogu opisati pomocu koli¢ina dobara kao primarnih varijabli 1
pomocu cijena i dohotka kao dualnih varijabli. Antonelli je ve¢ 1886. godine u svojem
radu izrazio funkcije potraznje za dobrima preko funkcije maksimalne korisnosti i time
nagovijestio prakti¢nu primjenu dualnosti u ekonomiji /2/. Medutim, tek je francuski eko-
nomist René Roy 1942. godine naglasio njegovu vaznost u empirijskim istraZivanjima i
neovisno doSao do istog rezultata /36/. Stoga je taj rezultat u literaturi poznat pod nazi-
vom Royev identitet. Znajuci da proporcionalna promjena cijena i dohotka nema utjecaj na
potroSacev budZetski prostor, a time ni na korisnost najpoZeljnije koSare, Roy je indirektnu
funkciju korisnosti izrazio kao funkciju normaliziranih cijena dobara i izveo Marshallove
ili nekompenzirane funkcije potraznje za dobrima pomocu sljedece verzije Royeva iden-

av(P) av(P)
/2 J aP

Roy-Villeov identltet po francuskom matematicaru Villeu koji ga je 1946. godine takoder
izveo /42/. Vrijedno je spomenuti i rad Wolda /46, 47/ koji se u tom kontekstu bavio oblikom
krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara i pokazao da je indirektna
funkcija korisnosti kvazikonveksna funkcija u normaliziranim cijenama.

titeta, x;(P) = =1, 2,....,N. Cesto se taj rezultat u literaturi naziva
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3. DUALNOST IZMEDU DIREKTNE FUNKCILJE
KORISNOSTI I FUNKCILJE IZDATAKA

Funkcija izdataka izvodi se iz modela minimizacije izdataka za zadanu razinu koris-
nosti:

e(p.1) = min px ©

uz ogranicenje u(x) = u.

Funkcija izdataka zadovoljava brojne uvjete regularnosti o kojima se govori u poglav-
lju o vezi izmedu indirektne funkcije korisnosti i funkcije izdataka. U tom se poglavlju svoj-
stva funkcije izdataka dokazuju na temelju svojstava njezine inverzne funkcije, indirektne
funkcije korisnosti, i obratno.

U okviru se modela minimizacije izdataka za zadanu razinu korisnosti polazi se
od neprekidne, rastuce i kvazikonkavne direktne funkcije korisnosti i izvodi neprekid-
na funkcija izdataka koja je strogo rastuéa i neograni¢ena odozgo u indeksu korisnosti i
rastuca, linearno homogena, konkavna i diferencijabilna u cijenama, a derivacija je funkcije
izdataka po cijeni nekog dobra jednaka Hicksovoj funkciji potraZznje za tim dobrom. U
nastavku se pokazuje kako se iz funkcije izdataka izvodi funkcija korisnosti koja generira
funkciju izdataka:

A
X,

u

0

e(p’,u) e(p,u) px X,
12 Dy P

Slika 2. Dualni opis skupa barem tako dobrih koSara

JednadZba je krivulje indiferencije koja prolazi kroz izabranu proizvoljnu kosSaru do-
bara x° u(x) = u(x") . Povuce li se tangenta u tocki x na tu krivulju indiferencije i pretpo-
stavi li se da je nagib tangente na krivulju indiferencije u tocki x° jednak odnosu cijena

0
. N . . . 0. 0
dobara, p—lo , taj odnos zadovoljavaju i sve proporcionalne promjene cijena 71 i P2 . Sve su
P
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druge koSare dobara na krivulji indiferencije u(x)=u(x") pri tim cijenama skuplje, pa se
moze zakljuciti da je koSara dobara x° najjeftinija koSara pri cijenama pi p5 , odnosno da
vrijedi sljedeca jednakost e(p’,u(x"))=p’x". Promatraju li se neke druge cijene, pip,,i
krivulja indiferencije u(x)=u(x"), koSara dobara x° viSe nije najjeftinija i vrijedi sljedeca
nejednakost e(p,u(x")) < px’ Vp. Uzimajuéi u obzir da se pri cijenama p° gornja nejed-
nakost pretvara u jednakost 1 da je funkcija izdataka strogo rastuca funkcija u razini koris-
nosti, zakljuCuje se da ne postoji indeks korisnosti koji je ve¢i od indeksa korisnosti koSare
x! za koji bi vrijedila gornja nejednakost. Drugim rije¢ima, direktna se funkcija korisnosti
izvodi iz funkcije izdataka rjeSavanjem sljedeceg modela optimizacije:

u(x’) =maks {u e(p,u(x”)) < px’ ‘v’p} (10)

U okviru teorije proizvodnje teorem je o dualnosti izmedu funkcije proizvodnje i
funkcije troSkova, koji je matematicki ekvivalentan teoremu dualnosti izmedu funkcije ko-
risnosti 1 funkcije izdataka, prvi dokazao Ronald W. Shepard 1953. godine u radu Cost and
Production Functions /39/. U radu se oslanjao na svojstva konveksnih skupova kojima se
bavio Fenchel /17/. Doprinos razvoju formalne teorije dualnosti dali su 1 Uzawa /41/, She-
pard /40/ 1 Diewert /12/.

4. FUNKCIJA IZDATAKA I INDIREKTNA FUNKCIJA
KORISNOSTI

Vezu izmedu funkcije izdataka i indirektne funkcije korisnosti opisuju sljedecée jed-
nakosti,

v(p,e(p,u)) =u, (11)

e(p,, Py, v(p,» P, M)) = M. (12)

Ti su identiteti kljucni za ilustraciju veze izmedu svojstava indirektne funkcije koris-
nosti i funkcije izdataka.

Funkcija izdataka zadovoljava sljedeca svojstva:

1. e(p, u) je neprekidna funkcija na svojoj domeni R, x U, gdje je U skup mogucih
indeksa korisnosti.

e(p, u) je strogo rastuca i neogranic¢ena odozgo u indeksu korisnosti.
e(p, u) je rastuéa u cijenama.
e(p, u) je linearno homogena u cijenama.

e(p, u) je konkavna u cijenama.

SNV

e(p, u) je diferencijabilna u cijenama i vrijedi Shepardova lema.
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U nastavku Ce se izvesti svojstva indirektne funkcije korisnosti iz svojstava funkcije
izdataka.

Indirektna funkcija korisnosti ima sljedeca svojstva:
1. v(p, M) je neprekidna funkcija na svojoj domeni.

RjeSenje je jednakosti (12) kojom se polazeci od funkcije izdataka dolazi do indirekt-
ne funkcije korisnosti neprekidna funkcija i potvrduje se prethodni zahtjev.

2. v(p, M) je strogo rastuéa u dohotku, M.

Promatraju 1i se dvije razlicite razine dohotka za koje vrijedi da je dohodak M' veéi
od dohotka M°, M° < M', a cijene dobara fiksiraju na p, ve¢em dohotku mora odgovarati i
ve¢a maksimalna korisnost, v(p, M°) < v(p, M"). Time se opisuje da je indirektna funkcija
korisnosti strogo rastuéa funkcija dohotka. Da bi se to dokazalo, pretpostavlja se suprotno.
Drugim rijeCima, pretpostavlja se da maksimalna korisnost koja odgovara ve¢em dohotku
nije ve¢a od maksimalne Korisnosti koja odgovara manjem dohotku, v(p, M°) = v(p, M").
Ako se maksimalni indeks korisnosti pri cijenama p i dohotku M° oznaci s u°, a maksi-
malni indeks korisnosti pri cijenama p i dohotku M' oznaci s u', vidi se da je u® = u'. Zbog
monotonosti funkcije izdataka u razini korisnosti, vecoj razini korisnosti odgovaraju i veci
minimalni izdaci, e(p, u°) = e(p, u'), odnosno

e[p,v(p,Mo)] > e[p,v(p,Ml)]. 13)

Veza izmedu minimalnih izdataka i maksimalne korisnosti, e(p, v(p, M)) = M, dovodi
do sljedeée nejednakosti M° = M' §to je u proturjecju s pretpostavkom od koje se polazi, M°
> M'. Prema tome, indirektna je funkcija korisnosti strogo rastuc¢a u dohotku.

3. v(p, M) je opadajuca u cijenama p.

Poveca li se cijena barem jednog dobra, a cijene se ostalih dobara ne smanje, p° <p', ne
dolazi do poveéanja maksimalne korisnosti, v(p’,M) 2 v(p', M), odnosno u° > u'. Drugim
rije¢ima, indirektna je funkcija korisnosti opadajuca u cijenama. Znak blage nejednakosti
dopusta moguénost nepromijenjenog blagostanja zbog porasta cijene dobra kojeg potroSac
ne kupuje. U dokazu se ponovno pretpostavlja suprotno, odnosno da se pove€anjem cijene
barem jednog dobra povecala i maksimalna korisnost, v(p°, M) <v(p',M), odnosno u° <
u'. Zbog monotonosti funkcije izdataka u razini korisnosti, vecoj razini korisnosti odgova-
raju i vei minimalni izdaci,

e[p’.v(p". M) | <e[p’.vp' . M)]. (14)
Funkcija je izdataka rastuéa u cijenama i vrijedi

e[po,v(pl,M)] < e[pl,v(pl,M)] . (15)

Uzmu 1i se u obzir obje nejednakosti 1 veza izmedu funkcije minimalnih izdataka 1
maksimalne korisnosti, dolazi se do proturjecja M < M i zakljuCuje da je indirektna funkcija
korisnosti opadajuca u cijenama.
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4. v(p, M) je linearno homogena u (p, M).

Pretpostavi li se da su se cijene i dohodak proporcionalno promijenili, promatraju se
sljedeci vektori cijena i dohotka, (p’,M°) i (tp°,tM"). Namijera je pokazati da proporcio-
nalna promjena cijena i dohotka ne utjece na maksimalnu korisnost, v(p°,tM°) =v(p®, M) .
Veza izmedu funkcije izdataka i funkcije maksimalnih korisnosti implicira

e[p’.v(p". M) | =M". (16)

Ako se maksimalni indeks korisnosti pri cijenama p° i dohotku M° oznaci s u°,
v . .. . s e 0 .0y _ 0 e 4 4
prethodna se veza moZemo napisati i na sljedeéi naCin e(p,u ) = M " . Funkcija je izdataka
linearno homogena u cijenama,

e(tp’,u’) =te(p®,u’) =tM". 17)
Zbog veze modela slijedi i sljedeca jednakost:
e[’ w(tp’ tM°) | =M. (18)

Jednakost desnih strana prethodnih dviju jednakosti implicira i jednakost lijevih stra-
na,

e(tp”,u’) = e[ 1’ v(tp,tM") |. (19)

Kako je funkcija izdataka strogo rastuca u razini korisnosti, indeksi korisnosti u° i
v(rp®, tM°) moraju biti jednaki, u° = (rp°, tM°), odnosno

v(p®, M) = v(tp°,tM"). (20)

Prema tome, indirektna je funkcija korisnosti homogena stupnju nula u cijenama i
dohotku.

5. v(p, M) je kvazikonveksna u (p, M).

Oznaci li se maksimalni indeks korisnosti pri cijenama p° i dohotku M° s u°, maksi-
malni indeks korisnosti pri cijenama p' i dohotku M' s u' i maksimalni indeks korisnosti
pri cijenama p’, koje su konveksna kombinacija vektora cijena p° i p', i dohotku M', koji je
konveksna kombinacija dohotka M° i M, s u',

v(p',M*)=u" (@2))
vip',M=u', 22)
v(p',M")=u', (23)
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da bi se dokazalo da je indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna u cijenama i dohotku,
mora se pokazati da maksimalni indeks korisnosti na uravnoteZenom budZetskom prostoru
nije ve¢i od maksimalnog indeksa korisnosti koji se postiZe na jednom od budZetskih pro-
stora od kojih se polazi,

v(p',M")< maks {o(p*, M), v(p', M) } 24)
Pretpostavlja se bez smanjenja opéenitosti da vrijedi u° < u'. Tada treba dokazati da
jeu <u'.

U dokazu se polazi od toga da je funkcija izdataka konkavna u cijenama i strogo rastuca
u razini korisnosti. Zbog konkavnosti funkcije izdataka za razinu korisnosti u' vrijedi

e(p',u') = (1=0)e(p’,u')+te(p',u'). (25)

Funkcija je izdataka rastu¢a u razini korisnosti pa se prethodna nejednakost moze
nadopuniti na sljedeci nacin:

e(p’,u')=(1-0)e(p’,u)+te(p',u') = A—t)e(p’,u’)+te(p',u"). (26)
Desna se strana nejednakosti preko veze modela moZe zamijeniti s M,
(1—t)e[po,v(pO,Mo)]+te[p1,v(p1,M1)] =(1-O)M°+tM' =M". (27)
Slijedi
e(p'.u)zM" =e(p',u'). (28)

Uzme li se u obzir dokazani rast indirektne funkcije korisnosti u dohotku i veza
izmedu indirektne funkcije korisnosti 1 funkcije izdataka, prethodna nejednakost konacno
vodi do kvazikonveksnosti indirektne funkcije korisnosti u cijenama 1 dohotku,

v[p e’ u) ]2 v[p' e’ u) ], (29)
odnosno
u' >u'. (30)

dv/dp,

6. Vrijedi Royev identitet, x/ =— .
ov/ oM
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U dokazu Royeva identiteta polazi se od veze izmedu indirektne funkcije korisnosti i
funkcije izdataka,

v[p.e(p.u)]=u. (31)
Deriviranjem identiteta s obzirom na cijenu dobra X, P dobiva se sljedeci izraz:

v [p9 e(pau)]_l_ v [pae(pau)] ae(p,u) _
ap, oM ap,

0. (32)

Shepardova lema i veza izmedu Marshallovih i Hicksovih funkcija potraznje dovodi
do Royeva identiteta:

M _ _M (33)

x! .
l ov/ oM

U nastavku se izvode svojstva funkcije izdataka polazeci od svojstava indirektne
funkcije korisnosti. Funkcija izdataka ima sljedeca svojstva:

1. e(p, u) je neprekidna funkcija na svojoj domeni R}, x U, gdje je U skup mogucih
indeksa korisnosti.

Funkcija se izdataka dobije rjeSavanjem jednadzbe (11) koja povezuje funkciju izda-
taka i indirektnu funkciju korisnosti. RjeSenje te jednadZzbe je neprekidna funkcija.

2. e(p, u) je strogo rastuca i neograni¢ena odozgo u indeksu korisnosti.

Pretpostavlja se da je indeks korisnosti u' veci od indeksa korisnosti u°, u’ <u'. Ako
je funkcija izdataka strogo rastuca u indeksu korisnosti, ve¢em indeksu korisnosti moraju
odgovarati i vedi izdaci koji su potrebni da se taj indeks korisnosti ostvari, e(p,u") < e(p,u') .
Cijene su dobara p. U dokazu se pretpostavlja suprotno, odnosno pretpostavlja se da mini-
malni izdaci koji odgovaraju vecem indeksu korisnosti nisu ve¢i od minimalnih izdataka
koji odgovaraju manjem indeksu korisnosti, e(p,u’) = e(p,u'). Ako se minimalni izdaci
koji su potrebni da se pri cijenama p ostvari indeks korisnosti #° oznace s M°, a minimalni
izdaci koji su potrebni da se pri cijenama p ostvari indeks korisnosti u#' oznace s M', prethod-
na pretpostavka dovodi do nejednakosti M° = M'. Zbog monotonosti indirektne funkcije
korisnosti u dohotku, ve¢em dohotku odgovara i ve¢i maksimalni indeks korisnosti,

v(p,M°) 2 v(p,M"),
odnosno

v[p,e(p,uo)] > v[p,e(p,ul)] . (34)

Veza izmedu minimalnih izdataka i maksimalne korisnosti, v(p,e(p,u)) = u, dovodi do
sljedecée nejednakosti u° > u', $to je u proturjecju s pretpostavkom od koje se poslo, u’ < u' .
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Da bi se pokazalo da je funkcija izdataka neogranic¢ena odozgo u indeksu korisnosti,
potrebno je definirati domenu funkcije izdataka za fiksne cijene, odnosno sliku indirektne
funkcije korisnosti, U. Kada dohodak poprima vrijedost nula, za fiksne je cijene indeks
korisnosti v(p, 0). Kako za izabrane cijene nema manjeg indeksa korisnosti, indeks je koris-
nosti v(p, 0) donja granica intervala koji predstavlja domenu funkcije izdataka.

Najmanja gornja ograda indeksa korisnosti obiljeZena je s a. U tom je slu¢aju domena
funkcije izdataka U = [v(p,O),a). Pretpostavlja se da postoji neki broj M takav da vrijedi
e(p,u) < M za svako u iz skupa [v(p,O),a). Djeluje li se na prethodnu nejednakost indi-
rektnom funkcijom korisnosti, zbog strogog rasta u dohotku slijedi v [p, e(p, u)] <v(p,M). Veza
izmedu modela dovodi do nejednakosti # < v(p, M) za svako u € U . Na taj se nain prona-
lazi dohodak M iz domene indirektne funkcije korisnosti koji se ne preslikava u skup U §to
je u proturjecju s definicijom skupa U koji obuhvaca sve vrijednosti indirektne funkcije ko-
risnosti. Zakljucuje se da je funkcija izdataka neogranic¢ena odozgo u indeksu korisnosti.

3. e(p, u) je rastuca u cijenama.

Ako se cijena barem jednog dobra poveca, a cijene ostalih dobara ne smanje, p° <
p', mora se dokazati da je e(p°, u) < e(p', u), odnosno M° < M'. Znak blage nejednakosti
dopusta mogucnost nepromijenjenih izdataka zbog porasta cijene dobra kojeg potrosac ne
kupuje. U dokazu se ponovno pretpostavlja suprotno. Pretpostavlja se da se porastom cijene
barem jednog dobra izdaci smanjuju, e(p’,u) > e(p',u), odnosno M° > M'. Zbog monoto-
nosti indirektne funkcije korisnosti u dohotku, vecoj razini dohotka odgovara i veéa mak-
simalna razina korisnosti,

v[po,e(po,u)] > v[po,e(pl,u)]. (35)

Indirektna je funkcija korisnosti opadajuéa u cijenama i vrijedi

v[p’.e(@ ) |2 v[p' ep' 1) ] (36)

Uzmu li se u obzir obje nejednakosti i veza izmedu funkcije minimalnih izdataka i
maksimalne korisnosti, dolazi se do proturjecja u > u.

4. e(p, u) je linearno homogena u cijenama.

Zbog veze modela za proizvoljno izabrane cijene p 1 razinu korisnosti u vrijedi

v [p,e(p,u)]z ui v[tp,e(tp,u)]z u, (37)

pricemu je t >0 faktor proporcionalne promjene cijena. Zbog toga Sto je indirektna funkcija
korisnosti homogena stupnju homogenosti nula u cijenama 1 dohotku, vrijedi

v[tp,te(p,u)]= v[p,e(p,u)], (38)
v[mp,e(tp,u)]=u, (39)
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pri ¢emu posljednja jednakost opisuje vezu modela za polazne cijene. Upotrijebi li se veza
modela koja opisuje jednakost za proporcionalne cijene, slijedi

v[tp,e(tp,u)]= v[tp,te(p,u)]. 40)

Kada bi se e(tp,u)i te(p,u)razlikovali, zbog stroge monotonosti indirektne
funkcije korisnosti u dohotku razlikovali bi se i pridruZeni indeksi korisnosti. Stoga je
e(tp,u) =te(p,u) i potvrduje se linearna homogenost funkcije izdataka.

5. e(p, u) je konkavna u cijenama.

Za proizvoljno izabrane cijene p'ip'i proizvoljno izabranu razinu korisnosti # mi-
nimiziraju se izdaci, e(p’,u)=M"i e(p',u) = M" . Zbog veze modela i stroge monotonosti
funkcije izdataka u razini korisnosti slijedi v(ip', M) =uiv(p', M"Y =u. Uprosijece li se
minimalni izdaci, M' =tM° +(1-t)M" =te(p’,u)+(1—1t)e(p',u), i pri uprosjeenim cije-
nama maksimizira korisnost, zbog kvazikonveksnosti se indirektne funkcije korisnosti i
prethodnih jednakosti dobiva

v(p' M) < maks p(p° . M) v(p' . M) =u @D

Istodobno veza modela za uprosjeGene cijene otkriva v(p'.e(p',u))=u. Slije-
di v(p',M")<v(p ,e(p',u)). Zbog stroge monotonosti indirektne funkcije korisnosti u
dohotku dobivase M' < e(p',u),te(p’,u)+(1—t)e(p',u) < e(p’,u). Prethodna nejednakost
opisuje konkavnost funkcije izdataka koja je dokazana.

6. Vrijedi Shepardova lema, x (p,u) = de(p, u) )

ap;
U dokazu se Shepardove leme polazi od veze izmedu indirektne funkcije korisnosti
i funkcije izdataka, e[p,v(p,M )]= M . Deriviranjem identiteta s obzirom na cijenu dobra
X, p, dobiva se sljedeci izraz:

M
ae [p,V(p, )] + ae(p, 1/[) av(paM) — 0 (42)
api Ju api

Prepoznaje se izraz koji predoCava promjenu izdataka na malu jedinicu promjene ko-

de(p,u)

ou
izmedu modela maksimizacije korisnosti uz zadano budzetsko ogranicenje i modela mini-

mizacije izdataka za zadanu razinu korisnosti recipro¢an odnos funkcije grani¢nog troska
korisnosti 1 funkcije grani¢ne korisnosti dohotka,

risnosti, odnosno funkciju grani¢nog troska korisnosti, . Jedna je od poruka veze

de(p,u) _ 1
ou  ov(p, M)’ 43)
oM

Isti se rezultat moZe dobiti 1 da se identitet e[p,v(p,M )] = M diferencira s obzirom
na dohodak, M. U tom se slu¢aju dobiva sljedeci izraz:
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de(p,u) v(p, M) _,
du oM ’ 44)

koji ponovno dovodi do istog rezultata.

Prema tome, promjena je izdataka na malu jedinicu promjene cijene nekog dobra
jednaka

v(p, M)

de(p,u) __ dp,

ap, (M) )
oM

Prema Royevom identitetu 1 vezi izmedu modela to je upravo jednako Hicksovoj
potraznji za nekim dobrom,

W) _ 1t (). (46)
ap;

Shepardovu lemu su navodili i dokazivali mnogi autori, poput Hotellinga koji je 1932.
godine dao verziju u kontekstu funkcije profita te naveo uvjete koji moraju biti zadovoljeni
za postojanje takve funkcije /22/, Hicksa /19/ koji je dokazao Shepardovu lemu u kontekstu
teorije ponasanja potroSaca, Samuelsona, Sheparda koji je izveo prvi potpuni dokaz 1953.
godine/39/, McKenziea /31/, McFaddena /28, 29, 30/, Fenchela /17/, Rockafellara /32/.

5. FUNKCIJA IZDATAKA KAO FUNKCIJA UDALJENOSTI
ZA INDIREKTNU FUNKCIJU KORISNOSTI

Funkcija izdataka moZe se iskoristiti za dualni opis indirektne krivulje indiferencije
u prostoru cijena dobara. Indirektna krivulja indiferencije sadrZi sve kombinacije normali-
ziranih cijena za koje je maksimalna korisnost potroSaca jednaka. Veza izmedu indirektne
funkcije korisnosti i funkcije izdataka otkriva da su istodobno minimalni izdaci jedinicni.

Za bilo koju kombinaciju cijena P u prostoru normaliziranih cijena dobara minimalni
se izdaci za razinu korisnosti koju opisuje indirektna krivulja indiferencije odreduju tako da
se povuce zraka iz ishodiSta do kombinacije cijena P koja je obiljeZena to¢kom A. U tocki
sjeciSta zrake iz ishodiSta i indirektne krivulje indiferencije nalazi se kombinacija cijena
B pri kojoj su minimalni izdaci jedini¢ni. Kako je funkcija izdataka linearno homogena u
cijenama, izdaci se pri kombinaciji cijena A, ali i pri bilo kojim cijenama mogu izjednaciti
s faktorom proporcionalne promjene cijena,

e(P,u) = %
OB

Proporcionalnom se promjenom cijena koje su izvan indirektne krivulje indiferencije
vra¢amo natrag na krivulju indiferencije ako je faktor proporcionalnosti reciproan mini-
malnim izdacima pri tim cijenama. Takva promjena cijena normalizira cijene dobara.
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. v(P)=u
7 e(P,u)=1
0 -
P

Slika 3. Indirektna krivulja indiferencije i funkcija izdataka

Put se od indirektne funkcije korisnosti prema funkciji izdataka jo§ jednom moze
opisati sljedecom jednakoScu:

P

v(P,e(P,u)) =v( o(Pr)

)=u

Funkcija izdataka stoga mjeri udaljenost bilo kojeg vektora cijena od indirektne kri-
vulje indiferencije u dualnom prostoru, pa je ona funkcija udaljenosti za indirektnu funkciju
korisnosti. Drugim rijeCima, funkciju izdataka definira proizvoljno izabrana razina kori-
snosti # 1 proizvoljno izabrana kombinacija normaliziranih cijena P. Njezina je vrijednost
broj kojim moramo podijeliti normaliziranu cijenu svakog dobra u proizvoljno izabranoj
kombinaciji normaliziranih cijena P da bismo dobili kombinaciju normaliziranih cijena P*
koja pripada proizvoljno zadanoj indirektnoj krivulji indiferencije u,

e(P,u) :mxin{h >0;v(P/A)<u,Pe EKZ}

Krenemo li od funkcije izdataka, do indirektne funkcije korisnosti vodi nas sljedeci
problem optimizacije:

v(P)=min{u:e(P,u)>1}

Zamijeni li se dualni prostor primarnim prostorom, na isti se nacin moZe definirati
funkcija udaljenosti za direktnu funkciju korisnosti.
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6. FUNKCIJA UDALJENOSTI ZA DIREKTNU FUNKCIJU
KORISNOSTI

U prostoru koli¢ina dobara uvodi se funkcija koja mjeri udaljenost bilo koje koSare
dobara od zadane krivulje indiferencije,

d(x,u)zg—[(;.

u(x)=u,
7 d(x,u)=1

X

Slika 4. Direktna krivulja indiferencije i funkcija udaljenosti

To je funkcija udaljenosti za direktnu funkciju korisnosti. Proporcionalna promjena
koli¢ina koje su izvan direktne krivulje indiferencije vraca natrag na krivulju indiferencije
ako je faktor proporcionalnosti reciprocan udaljenosti. Takva promjena koli¢ina normalizi-
ra koli¢ine dobara. Stoga se funkcija udaljenosti moze izvesti iz direktne funkcije korisnosti
oslanjajuci se na normalizirane koli¢ine,

u(

) =u.

X
d(x,u)

Drugim rije¢ima, funkciju udaljenosti definira proizvoljno izabrana razina korisnosti
u i proizvoljno izabrana koSara dobara x i govori nam s kojim brojem moramo podijeliti
koli¢inu svakog dobra u proizvoljno izabranoj koSari dobara x da bismo dobili koSaru doba-
ra koja pripada proizvoljno zadanoj direktnoj krivulji indiferencije u,

d(x,u)smsax{ﬁ >0:u(x/0)2u,xe 9?+}

Od funkcije udaljenosti do direktne funkcije korisnosti vodi nas sljede¢i model opti-
mizacije:
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u(x) = max {u :d(x,u) 21}

Uocavamo sli¢nost izmedu problema optimizacije koji povezuje indirektnu funkciju
korisnosti 1 funkciju izdataka 1 problema optimizacije koji povezuje direktnu funkciju ko-
risnosti 1 funkciju udaljenosti. Postoje dualne veze izmedu funkcije izdataka 1 funkcije
udaljenosti koje daju osebujne ekonomske interpretacije.

Funkciju udaljenosti u ekonomsku teoriju uveo je utemeljitelj modernog pristupa
dualnosti u mikroekonomskoj teoriji Ronald W. Shepard u kontekstu teorije proizvodnje.
Shepard u svojem dokazu dualnosti izmedu funkcije proizvodnje i funkcije troSkova 1953.
godine nije uspostavio izravnu vezu izmedu te dvije funkcije ve¢ je uveo funkciju udalje-
nosti koja je dualna funkciji troSkova /39/. Teoreme dualnosti izmedu funkcije korisnosti
i funkcije udaljenosti su dokazivali Shepard /39, 40/, Hanoch /18/, McFadden /29, 30/ i
Blackorby, Primont i Russell /3/. Da je funkcija izdataka funkcija udaljenosti za indirektnu
funkciju korisnosti prepoznali su Malmquist /27/ 1 Shepard /39/.

7. DUALNOST IZMEDU FUNKCIJE UDALJENOSTI I
FUNKCIJE IZDATAKA

X

Promatraju li se izdaci na proizvoljno izabranu normaliziranu koSaru dx)
X, U

X 3

p d(x,u) i minimalni izdaci pri tim cijenama i razini korisnosti u, e(p,u), minimalni
9

izdaci sigurno nisu veci od izdataka na koSaru pa vrijedi sljedeca nejednakost:

X
d(x,u)

p 2 e(p,u). o1

X
d(x,u)

Zamijene li mjesta funkciji udaljenosti 1 funkciji izdataka, dobiva se ponovno veza
izmedu funkcije izdataka 1 funkcije udaljenosti,

p > d(x,u). 92)

e(p,u)

Nejednakost vrijedi za sve cijene, no pri jednim se od njih ostvaruje jednakost. Kako
proporcionalna promjena cijena ne mijenja najjeftiniju koSaru, taj problem ima beskonacno
mnogo rjeSenja. Jedinstvene se cijene dobivaju pridoda li se problemu uvjet da su izdaci
jedini¢ni. Funkcija se udaljenosti stoga izvodi iz modela minimizacije izdataka uz uvjet
normalizacije,

d(x,u) = min px (93)
p

uz ogranicenje e(p,u) =1.
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RjeSenja ovako definiranog problema su inverzne kompenzirane funkcije potraznje
koje izraZavaju normalizirane cijene pri kojima su normalizirane koliine najjeftinije na
zadanoj krivulji indiferencije.

Funkcija je izdataka rezultat problema minimizacije izdataka za zadane cijene dobara
i za zadanu razinu korisnosti. Kada bi u definiciji funkcije udaljenosti proizvoljno izabrana
koSara dobara x na zraci iz ishodiSta davala to¢no proizvoljno zadanu razinu korisnosti u,
tada bi udaljenost poprimila jedini¢nu vrijednost, d(x,u)=1. To znaci da i ogranicenje u
definiciji funkcije izdataka u(x)=u moZemo zapisati u obliku d(x,u)=1. S tim u skladu,
definicija funkcije izdataka sada poprima oblik

e(p,u) = m’i‘n px (94)

uz ogranicenje d(x,u) =1.

Da bi se jasnije uocila dualnost izmedu funkcije izdataka i funkcije udaljenosti, u na-
stavku slijedi usporedni prikaz modela iz kojih se te funkcije izvode i njihovo rjeSavanje. Na
tom se putu izvode i funkcije potraznje koje igraju znacajnu ulogu u izvodenju jednadZzbe
Slutskog i njezina duala.

e(p,u) = min px d(X,u) = min px
X p
uz ogranicenje d(x,u)=1. uz ogranicenje e(p,u)=1.
U oba se slu¢aja problemi minimizacije uz ogranicenja rjeSavaju metodom Lagran-

geovih mnoZitelja kojom se problemi optimizacije uz ogranicenja svode na probleme opti-
mizacije bez ograni¢enja. Lagrangeova je funkcija:

L=px+u[l-e(p,u)] L=px+A[l-d(x,u)]
x=uVe p=AVd

Uvjet normalizacije Uvjet normalizacije

px=uxVe=pe=p =1 px=AxVd =Ad =A =1

Iz nuZnih se uvjeta prvoga reda dobivaju dva klju¢na rezultata u izvodenju kompen-
ziranih funkcija potraznje

x = Ve Shepardova lema p = Vd Shepard-Hanochova lema

Primjenom Shepardove leme se jednostavnije izvode Hicksove ili kompenzirane
funkcije potraznje polazeéi od funkcije izdataka. Primjenom Shepard-Hanochove leme
se jednostavnije izvode inverzne kompenzirane funkcije potraznje polazeéi od funkcije
udaljenosti.
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8. FUNKCIJA UDALJENOSTI KAO FUNKCIJA IZDATAKA
ZA INDIREKTNU FUNKCIJU KORISNOSTI

U izvodenju funkcije korisnosti iz funkcije izdataka klju¢no mjesto zauzima opis
konveksnog skupa barem toliko dobrih koSara. Primjena dualnosti omogucava izvodenje
indirektne funkcije korisnosti iz funkcije udaljenosti pri cemu srediSnje mjesto zauzima
konveksni inferiorni skup indirektne funkcije korisnosti. U tom je kontekstu primjena dual-
nosti izravna i omogucava da se primarne varijable zamijene dualnima koje su neovisno
opazive na trziStu. Te se tvrdnje u nastavku i ilustriraju.

Prisjetimo se modela optimizacije kojim se iz funkcije izdataka izvodi funkcija
udaljenosti (). Ogranicenje u tom modelu optimizacije opisuje indirektnu krivulju indife-
rencije koja sadrZi sve kombinacije normaliziranih cijena za koje je maksimalna korisnost
potroSaca jednaka. JednadZba te krivulje je v(P) =u. Put kojim se iz indirektne funkcije
korisnosti dobiva funkcija izdataka stoga opisuje sljede¢i model optimizacije:

d(X,u) = min px
P

uz ogranicenje e(p,u) =1.

JednadZba je indirektne krivulje indiferencije koja prolazi kroz izabranu proizvoljnu
kombinaciju normaliziranih cijena dobara P® y(P) = v(P"). Povuce li se tangenta u tocki
P’ na indirektnu krivulju indiferencije i pretpostavi li se da je nagib tangente na indirektnu

0

krivulju indiferencije u tocki P? jednak odnosu koli¢ina dobara, x—lo, taj odnos zadovolja-

X
vaju i sve proporcionalne promjene koli¢ina x i x;. Izdaci su nza koSaru dobara x° pri
ostalim kombinacijama normaliziranih cijena dobara na toj indirektnoj krivulji indiferen-
cije vedi, pa se moze zakljuciti da je koSara dobara x° najjeftinija koSara pri cijenama
P°, odnosno da vrijedi sljedeéa jednakost d(x’,v(P")) = P’x". Druge su koSare dobara na
zadanoj indirektnoj krivulji indiferencije skuplje pri kombinaciji normaliziranih cijena P°
i vrijedi sljedec¢a nejednakost d(x,v(P’)) < P’x Vx . Uzimajuéi u obzir da se pri kosari do-
bara x° gornja nejednakost pretvara u jednakost i da je funkcija udaljenosti strogo opadajuéa
funkcija u razini korisnosti, zakljucuje se da ne postoji indeks korisnosti koji je manji od
indeksa korisnosti kosare v(P')za koji bi vrijedila gornja nejednakost. Drugim rije¢ima,
indirektna se funkcija korisnosti izvodi iz funkcije udaljenosti rjeSavanjem sljedeceg mo-
dela optimizacije:

v(P") = min {u :d(x,u) <P’x ‘v’x},

9. KOMPENZACIJSKA VARIJACIJAI NJEZIN DUAL

Pojam potroSaceva probitka zauzima znacajno mjesto u ekonomskoj teoriji. U ekono-
miju ga je uveo francuski inZenjer J. Dupuit 1844. godine prepoznavsi da potroSac ostvaruje
odredeni probitak od transakcije koji se moZe mjeriti povrSinom ispod krivulje potraznja, a
iznad linije cijene. A. Marshall je o potroSacevu probitku promisljao kao o viSku korisnosti
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premda je, poput Dupuita, bio svjestan potrebe da se promjena blagostanja izrazi nov€ano.
Sam je pojam nedvojbeno u potpunosti rasvijetlio John Hicks navodeci kompenzacijsku
i ekvivalentnu varijaciju. Numericke je odnose izmedu tih dviju veli¢ina, nov€anih mje-
ra promjene blagostanja i promjene potroSaceva probitka, konacno opisao Robert Wilig.
U okviru te numericke analize Willig je promatrao odnose izmedu povrSina koje opisuju
promjenu potroSaceva probitka, ekvivalentne 1 kompenzacijske varijacije. Te je povrSine
prikazivao u prostoru kojem je na ordinati bila cijena, a na apscisi koli¢ina. Zamijenimo li
mjesta dualnim varijablama, mogu se izvesti dualne povrSine koje opisuju duale poznatih
pojmova. Ovdje svoju paZnju usmjeravamo na kompenzacijsku varijaciju i izvodimo novu
nov¢anu mjeru promjene blagostanja u dualnom prostoru. Polaziste je analize novi prikaz
kompenzacijske varijacije u dualnom prostoru.

Da bi se odredila potroSaceva promjena blagostanja uslijed smanjenja cijene prvog do-
bra, postavlja se pitanje koliko je potroSa¢ najviSe spreman platiti za mogucénost kupnje pr-
vog dobra pri novoj cijeni. Drugim rije¢ima, treba odrediti koliko je smanjenje potroSaceva
dohotka potrebno da bi potroSa¢ pri novim cijenama ostvario razinu blagostanja koju je
ostvarivao prije promjene cijene. Takva se vrsta kompenzacije naziva kompenzacijskom
varijacijom ili kompenzacijom po Hicksu /19/. MozZe se izraziti pomocu indirektne funkcije
korisnosti na sljedec¢i implicitni nacin:

v(pl, py,M —=CV)=v(p, py,M)=u’ (373)

Kako se preferencije potroSaca mogu jednako dobro opisati i funkcijom izdataka,
kompenzacijska se varijacija eksplicitno izraZzava preko nje. Promjena je potroSaCeva
dohotka potrebna da potroSac ostvari istu razinu korisnosti pri pocetnom vektoru cijena 1
dohotku M i novim cijenama i prilagodenom dohotku jednaka razlici minimalnih izdataka
pri novim i starim cijenama i razini blagostanja u°,

CV =e(p,p;.u’)—e(p’,p;u’) (374)

Py

u@=1, e(p,u’) =1

po LN
0 ‘e(ﬁ,u )=
P

Slika 5. Kompenzacijska varijacija u dualnom prostoru
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Na slici 5. promjena je izdataka jednaka

B 1
CV=AM=3—A'M—M =e(pﬁ,u°)‘M—M =e(p',u’)—e(’,u’). (375)

Povezujudi integral i derivaciju Newton-Leibnitzovom formulom tu povrSinu opisuje
integral

P ae
[ =—dp, (376)

Prema Shepardovoj lemi promjena izdataka na malu jedinicu poveéanja cijene jed-
naka je koli€ini u ravnoteZi pa je kompenzacijska varijacija jednaka povrsini koju odreduje
kompenzirana krivulja potraznje,

p
CV =e(p), p}.u’)—e(p), pi.u’) = [ x/"(p,, pY,u’)dp, (377)
pi

Dualno se moZe promatrati promjena blagostanja zbog smanjenja koli¢ine prvog do-
bra kao promjena udaljenosti koja se moze implementirati proporcionalnom promjenom
koli¢ina. Ta je promjena udaljenosti jednaka razlici udaljenosti nove i stare kombinacije
dobara od polazne krivulje indiferencije.

Ad =d(x!,x),u’)—d(x",x],u’) (378)

ux) =1, d(x,u’)=1
, ar("—0 u’)=1
- d

X

Slika 6. Dual kompenzacijskoj varijaciji u primarnom prostoru
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Na slici 6. promjena je udaljenosti jednaka

0D Xl 0 1 0 0 0
Ad=wd—d=d(;,u )-d-d=dx ,u)-d(x ,u) (379)

Povezujudi integral i derivaciju Newton-Leibnitzovom formulom tu povrSinu opisuje
integral

x .0 0

J- ad (x,;x,,u )dx

1
o ox,

X

(380)

Shepard-Hanochovom lemom otkriva se kako tu promjenu udaljenosti opisuje povrSina
ispod inverzne kompenzirane krivulje potraznje

1

| P xdux, (381)

X

pro=pi(xsxs,u’)

p 1() p 12 p]

Slika 7. Dual kompenzacijskoj varijaciji

Promjena udaljenosti moZe se aproksimirati povr§inom ispod inverzne nekompenzi-
rane krivulje potraznje. Ocekuje se da ¢e numeri¢ka aproksimacija nove mjere promjene
blagostanja zauzeti vazno mjesto u analizi inverznih funkcija potraznje i numerickoj ana-
lizi.

10. ZAKLJUCAK

Dualnost u mikroekonomskoj teoriji u Sirem smislu omogucéuje da se isti problem
sagleda iz razlicitih perspektiva. Pritom dualnost omogucuje da se postojeca znanja dokazu
na jednostavniji nacin, da se izvedu rezultati koji su dualni poznatima i da se promjenom
nacina razmiSljanja dode do novih spoznaja. U radu se sintetiziraju znanja o dualnosti u
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teoriji ponaSanja potroSaca i na originalni nacin povezuju dualna svojstva funkcija koje
opisuju ukus potroSaca. 1z svojstava dualnih funkcija izvode se komparativno staticki
rezultati. Takva analiza u potpunosti rasvjetljava dualnost u teoriji ponasanja potroSaca
1 uspostavlja nedvojbenu vezu izmedu empirijski vaznih Royeva identiteta 1 Shepardove
leme u izvodenju nekompenziranih i kompenziranih funkcija potraznje. Posebna pozornost
posvecena je nov€anim mjerama promjene blagostanja. Zamjena primarnih varijabli dual-
nima omogucila je izvodenje dualnih povrSina koje opisuju duale poznatih pojmova. Izvodi
se nova nov€ana mjera promjene blagostanja u dualnom prostoru. PolaziSte te analize je
novi prikaz kompenzacijske varijacije u dualnom prostoru.
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