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APROKSIMACIJA FUNKCIJE FOURIEROVIM I VALICNIM
REDOM

Keéek D.!
'VeleudiliSte u Varazdinu, Varazdin, Hrvatska

SaZetak: U mnogim matematickim primjenama
potrebno je zadanu funkciju aproksimirati nekom
drugom funkcijom.  Za aproksimaciju periodicke
funkcije koriste se trigonometrijski redovi.  Ako
se funkcija moZe aproksimirati trigonometrijskim
redom, govori se o njenom razvoju u Fourierov red.
Vali¢i se ubrajaju u noviji dio matematike koji se
intenzivno razvija. Valiénim redom se postiZe tocan
prikaz funkcije s manjim brojem clanova reda i brZim
izracunom.

Kljucne rijeci: aproksimacija funkcije, Fourierov red,
valicni red

Abstract: In many mathematical applications it
is needed to approximate a given function with
another function. Trigonometric series are used for
the approximation of periodic function. If the function
can be approximated by a trigonometric series, it is
talked about expanding a function in a Fourier series.
Wavelets represent the newer part of mathematics
which is extensively developing. With wavelet series,
the accurate representation of the function is achieved
with fewer terms and faster calculation.

Key words: approximation of function, Fourier series,
wavelet series

1. UVOD

Proizvoljna periodicka funkcija se moZe aproksimirati
trigonometrijskim redom, tj. moZe se prikazati kao
zbroj sinusoida i kosinusoida razli¢itih amplituda i
frekvencija. Prednost ovakve aproksimacije funkcija
je u tome S$to su svojstva sinus i kosinus funkcija dobro
poznata pa se takvom aproksimacijom jednostavno
racuna.

Vali¢i (engl. wavelet) su funkcije koje zadovo-
ljavaju odredene matematicke zahtjeve i koriste se u
prezentiranju podataka i funkcija. Vali¢ne funkcije
omogucuju lokalizaciju u vremenu kroz translacije i
lokalizaciju u frekvenciji kroz dilatacije. Sinus i kosi-
nus funkcije Fourierovog reda osiguravaju lokalizaciju
frekvencije dok je vremenska komponenta izgubljena.
Za aproksimaciju funkcija koje imaju prekide kao i
funkcija sa Siljcima, potrebno je znatno manje ¢lanova
valiénog reda nego ¢lanova Fourierovog reda.
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Vali¢i se koriste za saZimanje podataka. Pomocu
valica je rijeSen problem kompresije digitalnih otisaka
prstiju.  FBI baza otisaka prstiju sadrzi oko 200
milijuna kartica otisaka, dok svaka kartica sadrzi
oko 10 megabajta podataka. PretraZivanje baze i
usporedivanje takvih kartica moZe trajati i po nekoliko
sati. Primjenom valiéa kartice se komprimiraju na 500
kilobajta, a otisci ostaju u izvornom obliku.

2. FOURIEROV RED

Neka je f periodicka funkcija s periodom 7' = 2L
definirana na segmentu [-L,L]. Nadalje, neka je
L?[~L, L] prostor kvadratno integrabilnih funkcija na
segmentu [—L, L], tj.

L
P-LLI=(f: [-L.L] - &; f FPx < oo).
—-L

Na prostoru L*[-L, L] definira se skalarni produkt for-
mulom

L
< f,g>= ff(x)g(x)dx.
-L

Funkcije f, g € L*[~L, L] su ortogonalne ako vrijedi

L
f J()g(x)dx = 0.
-L

Za aproksimaciju periodickih funkcija koriste se
trigonometrijski redovi oblika:

ey

a < nmx . nmx
? + z; (Cln Ccos T + b, sin T)
n=

Ako se neka periodicka funkcija moze prikazati redom
(1) onda je rije¢ o njenom razvoju u Fourierov red,
odnosno o razvoju funkcije f po neprekidnim funkci-
jama
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koje pripadaju prostoru L?[—L,L]. NajvaZnije svoj-
stvo niza funkcija (2) je ortogonalnost funkcija na seg-
mentu [—L, L].



Moze se pokazati da je skalarni produkt dviju raz-
licitih funkcija niza (2) jednak nuli, pa niz funkcija (2)
¢ini ortogonalan skup funkcija na [-L, L].

Na svojstvu ortogonalnosti sinus i kosinus funkcija
temelji se odredivanje koeficijenata ay, a, i b,
trigonometrijskog reda (1). Brojevi ay, a, 1 b, racunaju
se po sljede¢im formulama:

1 L
a =7 fo(x)dx,

1 L
a, = I f:Lf(x) cos %dx

1 L
by= 7 I fsin ”—Zxdx,

za svaki n = 1,2,... i zovu se Fourierovi koeficijenti
funkcije f. Trigonometrijski red (1) s tako izraCunatim
koeficijentima zove se Fourierov red funkcije f i
oznacava se na sljedeci nacin

00

ao nmx . nmX
f(x) ~ > + ; (a,, cos A + b, sin T)

3. VALICNI RED

Multirezolucijska analiza je alat za konstruktivni
opis valiéa. Neka je L*(R) prostor realnih, kvadratno
integrabilnih funkcija. =~ Multirezolucijska analiza
ili aproksimacija prostora L*(R) se definira kao niz
zatvorenih potprostora

.cVacVcVycV,cV,c-cL*R)

koji zadovoljavaju sljedece uvjete:

i) UV;=L®.
JEZ

() M V; =10}

JEZ
(i) f(x)eV; & fQ2Ix) eV,

(iv) postoji funkcija ¢ € V; takva da je skup
{pox(x) := ¢(x — k) : k € Z} ortonormirana baza
prostora Vj.

Za j, k € Z definirane su funkcije ¢, relacijom

$ix(x) = 2320 x — k).

KoriStenjem svojstava (iii)) i (iv) slijedi da je
{¢;x : k € Z} ortonormirana baza prostora V; za svaki
Jj. Funkcija ¢ se naziva skalirajuéa funkcija.

Nadalje, za svaki j € Z definira se potprostor W;
kao ortogonalni komplement od V; u prostoru V.,
odnosno V.1 = V; P W;, gdje P oznatava direktnu
sumu medusobno ortogonalnih potprostora.

Dekompozicijom prostora V;, V;_i, V-2, ... dobivamo
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Vi = Via@ Wi = ViaBWa D
Vis Wi s D W2 D Wiy
VoD Wo DW D D Wi
S obzirom na dekompoziciju prostora V; i uvjete (i)
i (ii), prostor L*(R) se rastavlja na beskonacan niz
medusobno ortogonalnih potprostora, tj.

[X(R) = @ W,

JEZ

Wj—l

3)

Prostori W; preuzimaju svojstvo (iii) prostora V, tj.
“)

Tada postoji funkcija ¢ € W, takva da je {y; :
k € Z} ortonormirana baza od W; za svaki j € Z te
(¥ x : J.k € Z} ortonormirana baza od L*(R), gdje su
funkcije ¢ ;x definirane relacijom

f) eW; & f(2/x) € W

Wix = 2202 x — k).

Funkcija ¢ se zove ortonormirani valié.

S obzirom na ortonormiranu bazu prostora L*(R)
bilo koja funkcija u tom prostoru se moze prikazati
pomocu vali¢nog reda oblika

fx) = Z Wit j (X)),

JkeZ

®)

gdje su wjr = f SO x(x)dx valiéni koeficijenti.

Ako se valiéni red (5) odsijece za j = 7, dobiva se
ortogonalna projekcija P funkcije f na potprostor V5
Vali¢ni red se tada moze izraziti preko skalirajucih
funkcija kao

PF(O) = ) 557, 6)

keZ
gdje su S5y = f f (x)qﬁk(x)dx skalirajui koeficijenti.

Zainteresirani Citatelj moZe u spomenutoj literaturi
procitati vise o ovoj problematici.

Jedan od mogucih izbora funkcije ¢ je Haarova skali-
rajuca funkcija

17
0,

0<x<l1,

inace.

d(x) = ¢o,o(x) = {

Haarova baza je najjednostavnija vali¢na baza prostora
L*(R). Definirana je Haarovom valiénom funkcijom

1
I, 0< =,
X<

Y(x) = oo(x) = {1,

0,

—<x<l,
5 <x
inace,
odnosno i = 2%lﬁ(2jx —k).

Ono Sto valie Cini jedinstvenim je mogucénost nji-
hovog micanja, rastezanje ili stezanja. Na sljedecim



slikama ilustrirana je skalirajuca funkcija ¢;; za ra-
zli¢ite j i k vrijednosti. Funkcija ¢;; na intervalu
[277k, 27/ (k + 1)) poprima vrijednost 2//2, dok je izvan

tog intervala vrijednost funkcije jednaka nuli. Graf

funkcije ¢ ;4 dobiva se translacijom grafa funkcije ¢(x)
duz osi x za 27/k.

04 02 02 04 0§ 08 10

Slika 1. Funkcija ¢,

05 0 015 15 3

Slika 2. Funkcija ¢_1

Slika 3. Funkcija ¢_; _

4. APROKSIMACIJA FUNKCIJE

FOURIEROVIM 1 VALICNIM RE-
DOM

Cilj ovog rada je vidjeti koji od redova, Fourierov ili
vali¢ni, bolje aproksimira zadanu funkciju. U tu svrhu
promatrana je periodicka funkcija F(x) s periodom
T = 8 na segmentu [—4, 4] definirana na sljede¢i nacin
-2+, —1<x<,

F(x) =
0, 1< x|l <4.

Prikazana je na slici 4.

~ LIpr .
[
I|

Slika 4. Funkcija F(x)

Pomocu programa Wolfram Mathematica 7 izracunato
je nekoliko kona¢nih suma Fourierovog reda.
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Na slici 5. graficki je prikazana funkcija F i aproksi-
macija funkcije s prva 3 ¢lana pripadnog Fourierovog
reda.

T = Sz 3 1 Ry
Slika 5. Funkcija F(x) i aproksimacija funkcije s

3 ¢lana pripadnog Fourierovog reda (isprekidana
linija)

Moze se primijetiti da na dijelu gdje funkcija poprima
vrijednost nula aproksimacija ima “repove”. Da bi se
“repovi” smanjili, potrebno je povecati broj ¢lanova u
redu. Na slikama 6. i 7. prikazana je funkcija F(x) i
aproksimacija funkcije s 8, odnosno 30 ¢lanova.

Slika 6. Funkcija F(x) i aproksimacija funkcije s
8 ¢lanova pripadnog Fourierovog reda (isprekida-
na linija)

Slika 7. Funkcija F(x) i aproksimacija funkcije s
30 ¢lanova pripadnog Fourierovog reda (ispreki-
dana linija)

L
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Dodavanjem veceg broja clanova reda dobiva se
graf koji je ocigledno dobra aproksimacija polazne
funkcije.

U nastavku je promatrana aproksimacija funkcije
F(x) vali¢cnim redom pomocu skalirajuéih funkcija,
odnosno redom (6). Na promatranom intervalu [—4, 4]
za fiksnu vrijednost 7 = 3 sumira se po svim k
vrijednostima takvima da je =2/ < k <2/ — 1. U tom
slucaju se funkcija aproksimira sa 16 ¢lanova reda (6).



Slika 8. Funkcija F(x) i aproksimacija funkcije s
16 ¢lanova pripadnog vali¢nog reda

Za Vrijednost7= 4 funkcija se aproksimira s 32 ¢lana
vali¢nog reda, Sto je graficki prikazano na slici 9.

12

Slika 9. Funkcija F'(x) i aproksimacija funkcije s
32 ¢lana pripadnog valiénog reda

5. ZAKLJUCAK

Za aproksimaciju funkcije uzima se suma prvih
nekoliko clanova reda. Na konkretnom primjeru
funkcije F moze se vidjeti da je vrijednost aproksi-
macije funkcije bliza stvarnoj vrijednosti funkcije
ukoliko je broj ¢lanova reda veéi. ViSe Clanova
Fourierovog reda zahtijeva viSe vremena za njihov
izratun i viSe memorije za pohranu podataka za
razliku od vali¢nog reda Sto vali¢ni red Cini korisnijim
u primjeni.
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