FRANE PETRIC O POJMU
NEPREKINUTOSTI I BESKONACNOSTI

Zarko Dadié

Petri¢ je raspravljao o pojmu neprekinutosti i beskonacnosti
donekle u svom djelu Della nuova geometria, libri XV koje je iza-
glo u Ferrari god. 1587, a osobito u svom glavnom djelu Nova de
universis philosophia, koje je prvi put tiskano u Ferrari god. 1591,
a drugi put u Veneciji god. 1593.

Petri¢eva shvadanja neprekinutosti u o$troj su opreci s Aristo-
telovim, pa se i veliki dio njegova teksta odnosi na kritiku Aristo-
telovih stavova, $to je uostalom bio sluéaj i u svim drugim pita-
njima. Petri¢ postavlja nove tvrdnje za koje smatra da su logicnije
od Aristotelovih i da izbjegavaju te$koée na koje, po Petricevom
shvadanju, dolazi Aristotel.

Aristotel je drzao da je bit neprekinutosti u tome $to dijelovi,
koji se nastavljaju neposredno jedni na druge, imaju zajednicku
granicu. Ovo nije mogudée ako su krajnje granice dvaju dijelova
dvije, nego tek onda ako padnu zajedno. Ti su dijelovi tada spo-
jeni u jedno!. Drugim rije¢ima, razdijeli li se crta tockom na dva
dijela, ta tocka je kraj prvog, a poéetak drugog, ali je brojem jedno.
Ta to¢ka drzi tako obje polovine zajedno, a u isto ih vrijeme dijeli’.

Ali po Aristotelu sve §to je neprekinuto, djeljivo je u besko-
na¢nost, pa se tako tu ocituje i taj pojam. On se srece i u brojenju
kojemu nema kraja. To beskona¢no za Aristotela nije nesto Sto se
moZe realizirati, nego nesto $to stalno nastaje, pa je time uvijek
drugo. Ono $to se uzima uvijek je omedeno, ali je uvijek razlicito’.

Demokrit je drzao da su crte sastavijene iz nedjeljivih crta —
matemati¢kih atoma, a isto tako povrsine i tijela. Te crte, povrsine
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i tijela bili bi tada zbrojevi tih matemati¢kih atoma. Platon je sva-
kako bio pod utjecajem Demokrita, ali nije priznavao nedjeljivim
dijelovima nikakvu proteznost. On je osim toga odbijao da prizna
kontinuum kao zbroj nedjeljivih dijelova, nego ga je promatrao kao
rezultat gibanja nedjeljive bezdimenzionalne tocke®. Pojam nedje-
ljive crte u Platonovoj $koli svakako je imao istaknuto mjesto, pa
je Platonov ucenik i kasniji voda $kole, Ksenokrat izgradio teoriju
nedjeljive crte’. Platonisti¢ke ideje nedjeljive crte ut]ecale su znat-
no na shvadanja u Srednjem vijeku i Renesansi..

Aristotel je kritizirao takve stavove i o toj kritici se kasnije
moralo voditi ra¢una. Nemogude je po Aristotelu da bi crta nastala
iz nedjeljivih dijelova, pa ni iz nedjeljivih to¢aka. Kako nedjeljivo
nema dijelova. nema ni krajnjeg dijela, pa ne moze krajnja gra-
nica jednog i slijedec¢eg komada biti jedno. Iz dvije to¢ke ne bi se
mogla dobiti nikakva proteinost, nego bi one pale skupa. Po Ari-
stotelu bi do toga doslo i u slu¢aju da imamo dvije nedjeljive du-
Zine, jer ni one nemaju dijelova koji bi se mogli spojiti u zajed-
ni¢ku granicu®.

Petri¢ napada moguénost dijeljenja kontinuuma u beskona&-
nost, a ne moze prihvatiti ni definiciju kontinuuma onako kako ju
je dao Aristotel. On ne prihvada ni da bi prostor bio potencijalno
beskonacdan. Za Petrida je prostor aktualno beskonacdan, a bit te
beskonacnosti je u tome $to ne moZe biti veéa’.

Ovom pak beskona¢nom prostoru moze se postaviti protivnost
Ako post0]1 na]vec1 prostor nuzno je da postoji i na]manjx I kao
Sto Je najvedéi onaj kO]l veéi ne moZe da bude, tako je najmanji
onaj koji manji ne moze da bude. I kao $to je najveéi beskonacan,
tako je najmanji konacan. I kao $to se najvedi moze dijeliti tako se
najmanji ne moZe dijeliti®. Na taj nacin dolazi Petri¢ do pojma naj-
manjeg nedjeljivog prostora: crte, povrsine, tijela.

Taj pojam ima svoje korijene, kao $to je istaknuto, jo§ u sta-
roj Gr¢koj. U Srednjem vijeku nastavila se borba izmedu pristasa
pojma neprekinutosti u Aristotelovom smislu i pristasa nedjeljivih
dijelova, pa su se te koncepcije i transformirale. Jedan od najistak-
nutijih pristasa pojma nedjeljivih najmanjih dijelova bio je Nikola
Kuzanski (1401—1464). Kuzanskog spominje i Petri¢ u predgovoru
svoga djela Della nuova geometria na prvom mjestu medu istaknu-
tim novijim matematicarima, ali ga tu ne dovodi u vezu s pojmom
nedjeljivih dijelova. Ipak Petrideva i Kuzanskova koncepcija bile
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su vrlo sli¢ne, tako da se moZe sa sigurnos$céu redéi, da je glavne
pojmove u vezi s tim on crpio iz djela Kuzanskoga. I Kuzanski je
drzao da je beskonac¢no veliko ono koje se ne moze uciniti veéim,
a beskona¢no malo ono koje se ne moze uciniti manjim. Kuzanski
je dalje drzao da su beskona¢no veliko i beskonac¢no malo granice
unutar kojih se mogu vrsiti operacije s kona¢nim veli¢inama. Bes-
kona¢no veliko i beskona¢no malo aktualno postoje’. Definicije
beskonacéno velikog i beskona¢no malog potpuno su dakle istovjetne
kod Kuzanskoga i Petriéa, i jasno je da su inspirirane pojmom ko-
na¢nog maksimuma i minimuma. Kod Petri¢a je takoder sadrzano
shvadanje da se sve kona¢ne veli¢ine nalaze izmedu spomenuta dva
ekstrema, a to ukljucuje tvrdnju da se i operacijama s njima ne
mozZe odatle izadi. Petri¢ stalno naglaSava da je mogué samo naj-
vedi, najmanji i srednji prostor, dakle takav koji se nalazi izmedu
prva dva. Taj se pak moZe povedavati, npr. crta, do najveceg — bes-
kona¢nog, ili smanjivati do najmanjeg — nedjeljivog!’. Najvedi i
najmanji prostor je za Petrida aktualan kao $to je i za Kuzanskoga
beskona¢no veliko i beskona¢no malo. Utjecaj je dakle ocigledan,
ali se kod Petriéa to glediste ipak mijenja i dopunjuje.

Postojao je, kao §to smo rekli, Aristotelov dokaz protiv mo-
guénosti postojanja nedjeljivih dijelova. Petri¢ nigdje eksplicite ne
spominje taj dokaz, ali cjelokupna Petrideva koncepcija prostora,
nedjeljivih dijelova i to¢ke, govore protiv takvog dokaza. U tom po-
gledu bit e osobita razlika prema njegovim prethodnicima.

Po Petriéu postoji najmanji nedjeljivi dio prostora. Ali u nje-
mu postoji neki minimum koji je razli¢it od prostora i nije prostor.
To je ono, kaZe Petrié, §to se obi¢no naziva tockom. Tocka za
Petri¢a nije prostor, ni njegov dio, ona je samo u prostoru. Ona
nema proteznosti i zato je upravo protivna prostoru koji je ima.
Ali ona nema ni dijelova, pa je nedjeljivall.

Kakav je odnos izmedu tocke, koja nije prostor, i dijelova pro-
stora? Ved je Platon dovodio to¢ku i crtu u vezu na taj nadin $to
bi tocka svojim gibanjem izvodila crtu, a to misljenje je bilo rasi-
reno i u Srednjem vijeku®. Petri¢ medutim izri¢ito odbacuje da bi
crta bila tok crte!®, pa je tako njegova koncepcija kontinuuma raz-
licita od Platonove. Crta je naprotiv dio prostora koji lezi izmedu
dvije tocke. Na drugom mjestu Petri¢ kaZe: Prostor koji leZi
izmedu dvije tocke je crta i tu crtu s obje strane dodiruju te tocke.
Ako je obje dodiruju onda su to njezini ekstremi. A ako su ekstremi
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onda su i granice (terminus)®. To¢ka je granica crte, pa i one naj-
manje. I Euklid je tvrdio da su tocke krajevi crte. Medutim ovo
isticanje te ¢injenice ima kod Petriéa drugaciju znacajku, jer je crta
prostor, a to¢ka je samo u prostoru. Zbog toga ce se bitno razliko-
vati nedjeljivi najmanji dio prostora i nedjeljiva tocka koja je u
prostoru. Dvije najmanje crte premda su nedjeljive nece se stopiti
u jedno, $to vrijedi za tocke, jer ée se samo granice tih crta podu-
darati. Ova zadnja misao nije sasvim jasno izraZena kod Petrica,
iako je implicite sadrzana. Kod Giordana Bruna to je izreceno nesto
jasnije.

Giordano Bruno je imao vrlo slicnu teoriju nedjeljivih crta,
povrsina i tijela kao i Petri¢. I Bruno kao i Petri¢ drzi da je izvor
svih zabluda u matematici, ali i u fizici, dijeljenje prostora u bes-
konaénost!’. I Bruno, potpuno jednako kao i Petri¢, tvrdi da postoji
najmanji dio prostora, koji nema dijelova, ali da postoji i njegova
granica koja je takoder nedjeljiva, ali nije dio nicega. Ta bi tvrdnja
odgovarala Petri¢evoj, po kojoj tocka, odnosno granica crte, nije
prostor, nego je samo u prostoru. Najmanji dio stoga po Brunu ne
dodiruje se s drugim najmanjim dijelom citav niti svojim dijelom,
nego samo granicom!, »

Petridevo i Brunovo prihvadanje pojma nedjeljivih najmanjih
crta, povrsina i tijela bilo je u skladu s vrlo rasirenim gledi$tima u
njihovo doba. U 16. stoljedu znatno je bio vedi broj matematiara
koji su pristajali uz taj pojam nego onih koji su slijedili Aristote-
lovu koncepciju. Vjerojatno su tome pogodovale i ideje iz platoni-
sti¢ke Skole, bududi da je neoplatonizam opdéenito igrao vaznu ulogu
u stvaranju novih kozmologija i nove fizike. I Galileo Galilei je pri-
hvacdao takve ideje, pa je na tom pojmu temeljio svoj dokaz za
ubrzano gibanje. Upotrebljavao ga je i Kepler u izvodenju obuj-
mova tijela, a posebno Cavalieri u svojoj teoriji indivizibila. U 17.
stoljeéu, u razdoblju uspostavljanja korespondencije izmedu geo-
metrijskih i algebarskih objekata, Fermat je uveo pojam i nume-
rickog infinitezimala. Pojam nedjeljivih dijelova, odnosno indivizi-
bila i s druge strane numerickog infinitezimala koji je odatle pro-
izasao, odigrali su vaZnu ulogu u izgradnji infinitezimalnog racuna
uopde. Ipak, ¢injenica da je nemogudée odrediti razliku dvaju bro-
jeva, koje danas nazivamo realnim, da bi bila manja od bilo kojeg
pozitivnog broja, navela je Leibniza da umjesto realnih brojeva
promatra tzv. idealne brojeve koji mogu biti infinitezimalno mali i
beskonaéno veliki, a da su podvrgnuti istim zakonima kao obi¢ni
brojevi. To je bio pokusaj da se zbog zgodnijeg ratuna zadrzi po-

5 F. Petrié, isto, str. 70r, stupac I.
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jam beskona¢no malog, odnosno infinitezimala. Usprkos tome,
Leibnizu, niti bilo kojem njegovom udeniku ili sljedbeniku nije
uspjelo da i ostvari tu ideju. U daljnjem razvoju infinitezimalnog
ra¢una takvi nedjeljivi dijelovi, infinitezimali ili beskona¢no male
veli¢ine sve viSe gube na znadenju, ili se promatraju na posve dru-
gadiji nadin. Tako Bogkovi¢ smatra da su beskonacno male veli-
¢ine promjenljive veli¢ine koje postaju manje od svake, ma kako
male, u sebi odredene veli¢ine®. Sve viSe se umjesto pojma besko-
naéno male veli¢ine podeo uvoditi pojam granice, da na kraju po-
jam nedjeljivih, u bilo kojem obliku, bude sasvim prezren u mate-
matici®. Ako se i govorilo o beskona¢no malim veli¢inama, to je bilo
samo terminolodki isto, a sadrzajno je pod tim smatran proces,
promjenljiva veli¢ina koja teZi nuli. Time bi ideja nedjeljivih, koju
je zastupao i Petri¢, dovrsila svoju glavnu ulogu u razvoju mate.-
matike.

Usprkos tome ta je ideja ipak u stanovitom obliku rehabiliti-
rana krajem 19. stoljeca. Bila je to najprije pojava nearhimedskih
geometrija. God. 1891, objavio je G. Veronese teoriju kontinuuma u
kojoj se opet javljaju aktualno beskona¢no mali segmenti?. Pored
njegovog bilo je dakako jo3 i drugih poku$aja. Godine 1904. Bra-
nimir Petronijevié¢ iznio je svoju ideju diskretne geometrije? koja
se ¢ak neposredno vezala na Bruno-Petrievu interpretaciju. Na-
ime, prema K. Atanasijevié® slijedi da ona izlazi iz Brunova shva-
¢anja najmanjih nedjeljivih dijelova, a tada dakako i iz Petriceva
gledita. Konaéno, u najnovije doba javio se novi pokusaj, ali s
posve novim pristupom. Abraham Robinson god. 1966. objavljuje
svoju Nestandardnu analizu?* u kojoj na odredeni nalin obnavlja
Leibnizovu ideju. U opéem uvodu on pise: »U ovoj knjizi je poka-
zano da se Leibnizove ideje mogu potpuno opravdati i da one vode
na novi i plodni pristup klasi¢noj Analizi i mnogim drugim granama
matematike«® Robinsonov poku$aj ima i sljedbenika®.

¥ R. Boskovié, De Natura et usu Infinitorum et Infinite parvorum
Dissertatio, 1741; Usporedi: Zeljko Markovi¢, Ruder Boskovié, dio I,
Zagreb 1968, str. 95—96.
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Vidi se da su ideje koje je zastupao Franjo Petri¢ imale veliku
povijesnu vaZnost, osobito u pogledu podetne izgradnje infinitezi-
malnog racuna. Obnavljanje tih ideja, mada i u modificiranom
obliku, pokazuje, da pojedine ideje u matematici nisu nikada de-
finitivno odbacene, nego da se oplodene novim spoznajama u odre-
denom smislu ponovno vradaju. Ako to uzmemo u obzir onda Pe-
trideva glediSta imaju vecu vrijednost nego bi to na prvi pogled
izgledalo.

Riassunto

FRANE PETRIC SUL CONCETTO DI CONTINUITA
E DI INFINITA

I1 Petri¢ ha esposto il suo punto di vista sulla continuita nel-
1'opera Della nuova geometria (Ferrara 1587) e nell’opera principale
Nova de universis philosophia (Ferrara 1591). Le sue concezioni
contrastano nettamente con quelle di Aristotele. Aristotele riteneva
che l'essenza della continuita stesse nel fatto che le parti che si
susseguono direttamente le une alle altre hanno un limite comune.
Aristotele criticava la concezione, sostenuta da alcuni filosofi greci,
per cui lo spazio era composto di parti indivisibili. Infatti, lui affer-
ma, se queste parti sono indivisibili allora non possonno susseguirsi
ma cadono insieme, come due punti non si possono toccare ma solo
fondere in uno. Tutto cid che e continuo, secondo Aristotele, si
pud dividere nell’infinita. E quest’infinito puo essere solo infinito
potenziale.

I1 Petric ritiene che esiste lo spazio attuale infinito, e che la sua
proprieta € di non poter essere maggiore. In opposizione al massimo
spazio sta il minimo spazio, cio¢ uno spazio che non puo venir ri-
dotto ulteriormente. E una parte indivisibile per es. di una linea
o della superficie. Questa parte minima ¢ finita. Un tale concetto
di infinita attuale, come pure la concezione dell'infinito che non si
puo render maggiore e del minimo che non si pud rendere minore,
il Petric¢ I’ha preso da Niccolo da Cusa.

Aristotele dimostrava che non puo esistere lo spazio indivisibile.
I1 Petri¢ non nomina da nessuna parte esplicitamente questa prova
ma la complessiva concezione del Petri¢ dello spazio, delle parti
indivisibili e del punto, parla contro una tale prova. E in cio la
grande differenza tra il Petri¢ e Niccold da Cusa. Secondo il Petrié
esiste la minima parte indivisibile dello spazio.

Ma in esso esiste un minimum che ¢ diverso dallo spazio e non
¢ spazio. E quello — dice il Petri¢ — che di solito viene chiamato
punto. Il punto per il Petri¢ non & né spazio né€ sua parte, esso si
trova solo nello spazio. Non ha estensione e percid ¢ opposto allo
spazio, che invece la possiede. La linea ¢ lo spazio che sta tra due
punti cosicché i punti sono i suoi estremi. Cosi anche la minima
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linea indivisibile ha per estremi i punti. Queste parti indivisibili per
es. due linee indivisibili avranno cosi un estremo comune, ma le
parti non saranno congruenti. In tal modo viene respinta 'obiezione
di Aristotele sull’accettazione delle parti indivisibili, e questo punto
di vista si puo ritenere il maggior contributo del Petri¢ alla com-
prensione del continuum. Il Petri¢ afferma inoltre che, siccome
esiste la minima parte dello spazio, questo spazio non pu® venir
diviso all'infinito.

Giordano Bruno aveva quasi identiche concezioni sulle parti
indivisibili e sull’infinita.



