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1. Igra Nim

Igra Nim opisana je na pocetku clanka Kombinatorne igre Matka Botincana, objavljenog u Sestom
broju math.e [MB]. Ponovimo ukratko osnovno o toj igri.

Na stolu se nalazi 16 Sibica poslaganih u Cetiri reda. U prvom redu je jedna Sibica, u drugom su tri
Sibice, u tre¢em pet, a u Cetvrtom sedam. Igraci naizmjence biraju redak i uzimaju iz njega jednu ili
vise od preostalih Sibica. Pobjednik je igra¢ koji uzme zadnju Sibicu.

Nekoliko varijanti igre Nim mozete igrati online na sljede¢im adresama:

http://www.transience.com.au/pearl.html
http://'www.transience.com.au/pearl2.html
http://www.transience.com.au/pearl3.html
http.//'www.sapphiregames.com/online/nim.php
http://'www.denkwerkzeuge.ch/nim.php

Zanimljivo je da u varijanti igre koju smo opisali igrac koji je prvi na potezu gubi ako drugi igrac ne
napravi pogresku, tj. drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju. Ilustrirajmo to situacijom u kojoj su
ostala dva retka s po dvije Sibice u svakom.

Ako prvi igra¢ uzme dvije Sibice iz prvog ili drugog retka, drugi ¢e moc¢i uzeti obje preostale Sibice,
dakle i zadnju. Ako pak prvi igra¢ uzme samo jednu Sibicu, drugi ¢e uzeti jednu iz retka s dvije
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Sibice 1 dovesti igru u poloZaj s po jednom Sibicom u dva retka. Prvi igra¢ uzima jednu od njih, a
zadnja ponovno pripada drugom igracu.

KaZemo da je stanje igre s dva retka od po dvije Sibice P-pozicija, jer prethodni igrac (eng. previous
player) moze pobijediti, bez obzira kako igra njegov protivnik. Stanja igre koja nemaju to svojstvo
nazivamo N-pozicijama, jer sljedeci igraC (eng. next player) moze jednim potezom dovesti igru u P-
poziciju i tako pobijediti. P-pozicije zovemo jos i sigurnim, pobjednickim ili korektnim, a N-pozicije
nesigurnim, gubitnickim ili inkorektnim. Vidimo da igra Nim ne moze zavrsiti neodluceno, tj. svako
stanje igre je P-pozicija ili N-pozicija. To svojstvo imaju 1 sve ostale igre kojima ¢emo se baviti u
ovom ¢lanku.

Mozemo zakljuciti da se pobjednicka strategija sastoji u tome da se N-pozicija koja nam je
ostavljena promijeni u P-poziciju. Pobjednicka pozicija postaje gubitnickom bilo kojim potezom,
dok gubitnicka pozicija postaje pobjednickom ispravnim potezom (koji ne mora biti jedinstven).
Evo jos nekoliko P-pozicija igre Nim.

Da bismo pobjedivali u igri Nim, trebamo znati prepoznati P-pozicije. U ¢lanku [MB] opisana je
jednostavna karakterizacija P-pozicija koja je stara visSe od 100 godina i potjeCe od
C.L. Boutona [CB]. Broj Sibica u svakom retku zapiS§imo u binarnom sustavu i poravnajmo
znamenke na desno:

1

11 : 11
10

11 11 101

111

Pobjednicke pozicije prepoznajemo po tome §to u stupcima imaju paran broj jedinica. U Matkovom
¢lanku [MB] proucava se Siroka klasa igara u kojima postoji sli¢na karakterizacija P-pozicija, tzv.
imparcijalne (nepristrane) igre.

Varijanta igre Nim koju smo opisali naziva se standardnom jer pobjeduje igra¢ koji odigra zadnji
potez. Ako se igra po pravilu da je zadnji potez gubitnicki, govorimo o misére varijanti igre.
Mozemo li u tom slu¢aju jednostavno karakterizirati pobjednicke pozicije? Ovo je Boutonov opis
pobjednicke strategije za miseére Nim.

Igramo kao Sto bismo igrali standardnu varijantu Nima, sve dok postoje barem dva retka s vise od
jedne Sibice. Kada na§ protivnik odigra tako da ostane samo jedan takav redak, smanjimo ga na
jednu ili nijednu Sibicu ovisno o tome koja od te dvije moguénosti ostavlja neparan broj redaka s
jednom Sibicom. Tada ¢e zadnju Sibicu uzeti na$ protivnik. Bitno je primijetiti da uvijek mozemo
zadati P-poziciju standardnog Nima u kojoj dva ili viSe retka sadrze viSe od jedne Sibice. Nas ¢e
protivnik prvi morati smanjiti broj takvih redaka na jedan.

U idué¢em poglavlju promatramo igru slicnu misére Nimu za koju nije poznat jednostavan opis
pobjednicke strategije.
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2. Igra Chomp

Igru Chomp izmislio je David Gale [DG], a ime joj je dao Martin Gardner [MG]. Igra se na
pravokutnoj ploci ¢okolade podijeljenoj na kvadrati¢e, dimenzija m x n. Igra¢i naizmjence biraju
jedan kvadrati¢ ¢okolade te pojedu izabrani kvadrati¢ i sve kvadrati¢e koji se nalaze iznad ili desno
od njega. Kvadrati¢ na donjem lijevom rubu ploce je otrovan - igra¢ koji ga pojede je izgubio.

Chomp mozZete igrati online na sljede¢im adresama:

o http.//www.win.tue.nl/~aeb/cames/rect.html
o http://Ipcs.math.msu.su/~pentus/abacus.htm
o http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/chomp.html

Vidimo da je Chomp misére igra, tj. zadnji potez je gubitnicki. Kad bismo igrali tako da pobjeduje
igra¢ koji pojede donji lijevi kvadrati¢ ¢okolade, igra bi bila sasvim nezanimljiva jer se to moze
napraviti odmah u prvom potezu. U misere varijanti prvi igra¢ takoder moZe pobijediti ako igra
ispravno.

Teorem. U igri Chomp prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Dokaz. Prvi igra¢ moze pojesti kvadrati¢ cokolade u gornjem desnom kutu ploce. Ako tako dolazi u
P-poziciju, onda do kraja igre moze zadavati P-pozicije i pobijediti drugog igraca. Ako je pak ploca
bez gornjeg desnog kuta N-pozicija, drugi igra€ je u jednom potezu moze dovesti do P-pozicije. No
onda je prvi igraC mogao odmah odigrati taj isti potez, jer bilo koji potez na samom pocetku igre
sigurno eliminira gornji desni kut ploce. ®

Nazalost, iz dokaza teorema ne mozemo zakljuditi Sto je pobjednicka strategija prvog igraca, nego
samo da ona postoji. Ne mozemo ¢ak ni zakljuciti koji potez treba odigrati na pocetku - mozda treba
izabrati gornji desni kut ploce, a mozda i ne. Do danas nije otkrivena jednostavna karakterizacija P-
pozicija u igri Chomp. Ipak, u nekim specijalnim slu¢ajevima poznato je kako treba igrati prvi igrac
da bi pobjedivao.

Jedan takav slucaj je kvadratna ploca cokolade, tj. sluc¢aj kada je m =n. Prvi igra¢ poCinje s
kvadrati¢em koji se nalazi jedno mjesto desno i iznad otrovanog kvadrati¢a te ostavlja polozaj u
obliku slova L s "krakovima" jednake duljine. Jasno je da je to P-pozicija; na bilo koji potez drugog
igraca moze se odgovoriti simetri¢no 1 ponovno izjednaciti duljinu krakova, sve dok ga se ne prisili
da uzme otrovani kvadrati¢.

Drugi slu¢aj u kojemu je poznata pobjednicka strategija prvog igraca je ploca dimenzija 2 % n. Prvi
igra¢ pocinje s gornjim desnim kutom ploce. Nakon toga na bilo koji potez drugog igraca odgovara
tako da gornji red bude za jedan kvadrati¢ krac¢i od donjeg. Jasno je da su dva reda ¢okolade duljine £
i k+ 1 P-pozicija igre Chomp. Sto god napravio igra¢ koji je na potezu, njegov ée protivnik moci
igru ponovno dovesti do polozaja tog oblika. Na kraju ¢e igra¢u koji je na potezu ostati samo
otrovani kvadratic.

Ve¢ je Chomp na ploc¢i ¢okolade dimenzija 3 x n znatno kompliciranija igra i ne mozemo tako
jednostavno karakterizirati P-pozicije. MoZemo ih opisati beskonacno mnogo, ali pritom ¢e ostati

beskonac¢no mnogo P-pozicija koje nismo opisali.

Stanje ploce zadajemo uredenom trojkom brojeva (a, b, ¢). Broj a nam govori koliko ima kvadrati¢a
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¢okolade u prvom redu ploce, b u drugom redu, a ¢ u treCem. OCito je a < b < c. Najjednostavniji
slucaj je a =0, u kojem imamo dva reda ¢okolade. Znamo da su tada pobjednicke pozicije one sa
c=b+1.

U idu¢em slucaju, a = 1, imamo samo dvije P-pozicije: (1, 1, 3) 1 (1, 2, 2).

A Mo

Prva od njih je pobjednicka jer mozemo igrati simetri¢no i prisiliti protivnika da pojede otrovani
kvadrati¢. Za drugu se takoder lako provjeri da igra¢ koji je na potezu gubi. Sva ostala stanja ploce s
a =1 su N-pozicije, jer ih jednim potezom mozemo svesti na neku od opisanih P-pozicija. Ako je
b = 2, pojedemo kvadrati¢ u tre¢em retku i tre¢em stupcu i zadamo poziciju (1, 2, 2), a za b= 1,
¢ = 4 zadamo (1, 1, 3).

Ako je a = 2, ponovno imamo beskona¢no mnogo P-pozicija. To su pozicije za koje je c = b + 2.

Dok protivnik uzima kvadrati¢e iz drugog ili treceg reda, zadajemo krace polozaje istog tog oblika
sve dok ne dodemo do P-pozicije (2,2,4). Ako uzme jedan ili oba kvadratica iz prvog reda,
odgovorimo tako da ostane (1, 2, 2), odnosno P-pozicija oblika (0, b, b + 1).

Za a=3 1 a=4 imamo konacno mnogo P-pozicija: (3, 3, 6), (3,4,7), (3,5,5), (4,4,8), (4,5,9),
(4,6,10)1 (4,7, 7). Primijetimo da ¢e P-pozicija s ¢vrstim a uvijek biti konaéno mnogo ako se medu
njima pojavi neka s b=c. Za a =15 pobjednicke pozicije su (5, 5, 10), (5,6,9) 1 (5, k+7, k+11),
k= 0.

Doron Zeilberger [Z1] uspio je pomoc¢u ra¢unala odrediti P-pozicije za a < 115. Kasnije je Andries

Brouwer [AB] prosirio taj racun sve do a = 90000, ali op¢a karakterizacija P-pozicija u igri Chomp s
tri retka ne ¢ini se izglednom.

3. Igre na parcijalno uredenim skupovima

Opisat ¢emo jednu opcenitu klasu igara u koje spadaju Nim 1 Chomp.

Parcijalno ureden skup sastoji se od nepraznog skupa P i binarne relacije < na tom
skupu koja ima svojstva refleksivnosti, antisimetri¢nosti i tranzitivnosti. To¢nije, < je
podskup Kartezijevog produkta P x P za koji vrijedi

1. a<<a,zasvea€eP;

2. akoje a<b i b<a, ondaje a=b;

3. akoje a<bib<c, ondaje a<c.

Ovdje smo se koristili uobi¢ajenom "infiks" notacijom i pisali a < b umjesto (a, b) € <.
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Primjeri parcijalno uredenih skupova su prirodni, cijeli, racionalni i realni brojevi s uobiajenom
relacijom "manje ili jednako", ali ti primjeri imaju jedno dodatno svojstvo. Svaka dva broja a i b su
usporediva, $to znaci da vrijedi bar jedna od tvrdnji a < b ili b < a. Takvi se uredeni skupovi
nazivaju fotalno ili linearno uredenima. Pravi primjer parcijalno uredenog skupa ¢ine podskupovi

zadanog skupa S 1 relacija "biti podskup" <. Na primjer, {1, 2} 1 {2, 3} su podskupovi od {1, 2, 3}
koji nisu medusobno usporedivi.

Opisimo sad kako se na parcijalno uredenom skupu (P, <) moze igrati igra slicna Nimu i Chompu.
Prvi igra¢ izabire element a € P i briSe sve elemente x od kojih je @ manji ili jednak. Tako dolazimo

do manjeg parcijalno uredenog skupa (P', <') na kojem drugi igra¢ nastavlja igru. U standardnoj
varijanti igra¢ koji ne moze nastaviti (jer je P' prazan skup) gubi, a u misére varijanti pobjeduje.

Nim i Chomp su zaista specijalni sluajevi ove opcenite klase igara. Da bismo Nim shvatili kao igru
na parcijalno uredenom skupu, trebamo definirati parcijalni uredaj na skupu Sibica s kojima igramo.
Sibica a je u relaciji sa ibicom b, u oznaci a < b, ako se podudaraju ili se 5 nalazi u istom retku i
desno od a. Sibice koje se nalaze u razli¢itim recima nisu usporedive. Lako se provijeri da je
definirana relacija refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, a Nim odgovara igri na opisanom
parcijalno uredenom skupu.

Chomp takoder mozemo opisati zadajuéi parcijalni uredaj na kvadrati¢ima ¢okolade. Ako je ploca
dimenzija m X n, kvadrati¢e koordinatiziramo uredenim parovima { (i,j) | i=1,....m, j=1,...,n }.
Donji lijevi kut ploce ima koordinate (1, 1), a gornji desni (m, n). Kvadrati¢ s koordinatama (i, j,) je
manji ili jednak kvadrati¢u s koordinatama (i,, /,) ako vrijedi i} < i, 1 j;, < j,.

S obzirom da je ve¢ 3 x n Chomp komplicirana igra, mozemo li iSta re¢i o igri na parcijalno
uredenom skupu? Neki od zakljuCaka lako se generaliziraju, a u opcenitoj situaciji bolje
prepoznajemo prave razloge zbog kojih vrijede. Na primjer, standardna varijanta Chompa je
trivijalna zato Sto odgovarajuci parcijalno ureden skup ima najmanji element (1, 1).

U parcijalno uredenom skupu (P, <) treba razlikovati najmanji element od minimalnih elemenata.
Najmanji element je n € P sa svojstvom n < x, za svaki x € P (tj. element koji je manji od svih

ostalih elemenata iz P). Minimalni element je svaki m € P za koji iz x < m slijedi x = m (tj. element
od kojeg niti jedan drugi element iz P nije manji). Ako postoji, najmanji element je minimalan i
jedinstven. S druge strane, u parcijalno uredenom skupu bez najmanjeg elementa moze postojati vise
razli¢itih minimalnih elemenata. Primjer su prve (najljevije) Sibice u svakom od redaka igre Nim. U
totalno uredenim skupovima pojmovi najmanji element i minimalni element se podudaraju.

Analogno definiramo najveci element 1 maksimalne elemente parcijalno uredenog skupa. Ako postoji
najveci element, mozemo generalizirati zakljucak da prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju. Kao i u
igri Chomp, prvi igra¢ moze izabrati najve¢i element n 1 dovesti igru u poziciju koja je mozda
pobjednicka. Ako nije, onda je to N-pozicija i drugi igra€ ima izbor elementa x koji je pretvara u P-
poziciju. Medutim, onda je prvi igra¢ na pocetku mogao izabrati x 1 dovesti igru u istu poziciju, jer
vrijedi x < n.

Za igre na parcijalno uredenim skupovima nedavno je dokazan jedan dublji rezultat, takozvani
teorem o periodicnosti. Dokazao ga je Steve Byrnes 2003. godine [SB], u doba kad je bio u
zavrSnom razredu srednje Skole. Kao rezultat Steve je dobio stipendiju od 100000 dolara pomocu
koje si placa Skolarinu na Harvardu. Ranije verzije ¢lanka objavio je na simpati¢noj web stranici
http://www.geocities.com/sbyrnes321/ (ako postane nedostupna, ovdje mozete pogledati kopiju).

[lustrirat ¢emo teorem o periodicnosti na primjeru igre Chomp s tri retka. Student Dorona
Zeilbergera, Xinyu Sun [XS], na tom je primjeru postavio sljedecu hipotezu. Pretpostavimo da je za
cvrsti a skup svih P-pozicija (a, b, c) beskonacan. Tada niz razlika ¢ —b za dovoljno velike
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vrijednosti od b postaje periodican.

Na primjer, spomenuli smo da su za a = 5 pobjednicke pozicije (5, 5, 10), (5,6,9)1 (5, k+7, k+11),
za sve k = 0. Niz ¢ — b u ovom slucaju je 5, 3, 4, 4, 4, 4,... Dakle, nakon dva ¢lana niz postaje
periodi¢an s periodom 1. Za a = 120 dobivamo prvi niz s periodom ve¢im od 1. Tada su P-pozicije
(120, b,¢), za c=b+T71+(-1)? i b =170 (period je 2). Za vete a-ove javljaju se dulji periodi,

npr. za a = 6541 niz nakon 9249 "kaoti¢na" ¢lana postaje periodi¢an s periodom 9.

Hipoteza o periodi¢nosti igre Chomp s tri retka provjerena je uz pomo¢ racunala za vrijednosti @ do
90000, prije nego Sto je postala korolarom opéeg Byrnesovog teorema o periodi¢nosti igara na

parcijalno uredenim skupovima.

Literatura

[MB] M. Botin¢an, Kombinatorne igre, Math.e 6 (2005). http.//web.math.hr/mathe/igre

[CB] C.L. Bouton, Nim, a game with a complete mathematical theory, Annals of Mathematics
(Second Series) 3 (1901/02), 35-39.

[AB] A.E. Brouwer, The game of Chomp. http.//www.win.tue.nl/~aeb/games/chomp.html

[SB] S. Byrnes, Poset games periodicity, Integers 3 (2003), G3, 16 str.

[DG] D. Gale, 4 curious Nim-type game, American Mathematical Monthly 81 (1974), 876-879.
[MG] M. Gardner, Mathematical games, Scientific American, sije¢anj 1973, 110-111.

[IP] I. Peterson, Chomping to win, MAA Online (Ivars Peterson's MathTrek).
http://www.maa.org/mathland/mathtrek 03 _24_03.html

[XS] X. Sun, Improvements on Chomp, Integers 2 (2002), G1, 8 str.

[JV] J. Vuger, Pobjednicke strategije deterministickih igara, maturalni rad, XV. gimnazija,
Zagreb, 2005. Voditeljica rada: prof. Aneta Copi¢.

[Z1] D. Zeilberger, Three-rowed Chomp, Advances in Applied Mathematics 26 (2001), 168-179.

[Z2] D. Zeilberger, Chomp, recurrences and chaos(?), Journal of Difference Equations and
Applications 10 (2004), 1281-1293.

1. Igra Nim

2. Igra Chomp
3. Igre na parcijalno uredenim skupovima
Literatura

J. Vuger 1 V. Kréadinac: Dvije igre 1 njihova generalizacija, math.e 10, veljaca 2007. 6/6



