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PRIMJENA METODE KONACNIH ELEMENATA U GRADEVINARSTVU
APPLICATION OF FINITE ELEMENTS METHOD IN CIVIL ENGINEERING

Viadimir Mirkovié, Josip UZar

Struéni ¢lanak

SaZetak: Najtocnija matematicka rjeSenja za neki nosivi konstrukcijski sustav proiziaze iz parcijalnih diferencijal- nih
Jjednadzbi. Npr., pronaci tocno rjeSenje za Stap svodi se na odredivanje integracijskih konstanti s obzirom na osnovne
relacije opisane rubnim uvjetima. Metodom konacnih elemenata radi se prijelaz iz parcijalne diferencijalne jednadzbe
u sustav linearnih obicnih jednadzbi, koji se moze zapisati u matricnoj formulaciji, odnosno diskretizira se promatranu
domenu u onoliko dijelova (konacnih elemenata) koliko treba da se dobije tocno rjeSenje na trazenim mjestima. U
vecini slucajeva MKE ne daje tocno rjesenje, ali su rezultati dovoljno precizni i prihvatljivi za inzenjersku praksu. Rad
prikazuje primjenu postupka po MKE na primjeru jednostavnih Stapnih elemenata.

Kljucne rijeci: metoda konacnih elemenata, parcijalne diferencijalne jednadzbe, pomaci, cvorovi, krutost

Professional paper

Abstract: The most accurate mathematical solutions for a bearing structural system arise from partial differential
equations. For example, finding the exact solution for a rod is reduced to the determination of the integration constants
with respect to the basic relations described in boundary conditions. The finite element method is used for transition
from partial differential equation into a system of linear ordinary equations which can be written in matrix formulation,
i.e. the observed domain is discretized in a number of parts (finite elements) necessary to obtain a sufficiently accurate
solution for the required places. In most cases, FEM does not give the exact solution, but the results are enough precise
and acceptable for engineering practice. This paper presents the application procedure by FEM in the case of simple
rod elements.

Key words: finite element method, partialdifferentialeg-uations, shifts, nodes, rigidity.

1. UVOD pronalaze se i novi. U mehanici krutog tijela osnovne
veze izmedu naprezanja i deformacija postavljaju se na

Metoda konacnih elemenata (MKE) je najrasirenija diferencijalno malom elementu. Te veze dovode do

metoda za proracun gradevinskih konstrukcija. Njome se diferencijalnih jednadzbi koje s pofetnim i rubnim
moze rjeSavati svaka inzenjerska zadaca. Pojavom sve uvjetima definiraju odgovarajucu zadacu. Zbog sloZenog
snaznijih stolnih radunala, danas inZenjeri imaju velike =~ matematickog modela nema puno rjeSenja u zatvorenom
moguénosti za rjeSavanje razliCitih zadaca. Uz sve obliku. Zbog toga se vrlo Cesto traze priblizna rjesenja.

sofisticiranije staticke programe i jednostavnu graficku Metodgm k(.)naén'ih' clemenata  se f‘eko realno tijelo
prezentaciju rezultata, inZenjeri mogu obraditi znatno  Trastavlja (diskretizira) na konani broj elemenata
viSe podataka nego prije. Osnova vecéine statickih Jednostavnog oblika. Elementi su medusobno spojeni

programa je upravo metoda konacnih elemenata. Metoda samo u ¢vorovima. Nepoznanice problema su pomaci
kona¢nih elemenata pocela se razvijati u 50-tim ¢vorova, a pomake unutar elementa se odreduje
godinama proslog stoljeca. Isprva se pocela primjenjivati interpolacijom. Iz odredenih pomaka odreduju se ostale
metoda sila i metoda pomaka u matri¢noj formi, koja je veli¢ine (sile, naprezanja, ...).

posebno pogodna za primjenu na racunalima. Analogno
tome su se proracunavale Stapne konstrukcije, a ubrzo su A .
se poleli rjesavati povriinski i prostorni problemi. 2. OPCENITO O METODI KONACNIH
Godine 1960. uvodi se i naziv Metoda konaénih ELEMENATA

elemenata (Clough). Do pocetka 60-tih godina razvijen je

staticki koncept MKE, a u tim godinama se poinju  QOsnovna matri¢na jednadzba nekog sustava glasi:
razvijati i varijacijski principi MKE. U 70-tim godinama

proslog stolje¢a razvijaju se matematicka pitanja tocnosti E-v=S (1)

metode i konvergencije rjesenja. Metoda se razvija i dalje
te se poboljSavaju postoje¢i konacni elementi, a

gdje je:

202 Tehnical journal 6, 2(2012), 202-206



Mirkovi¢ V., Uzar J.

Primjena metode konacnih elemenata u gradevinarstvu

E — matrica krutosti
v — vektor nepoznatih ¢vornih pomaka
S — vektor poznatih sila u ¢vorovima

Ovo predstavlja sistem od n jednadzbi s n nepozna-
nica, odnosno stupnjeva slobode. U ovom ¢e se stru¢nom
radu ukratko prikazati osnovne postavke MKE naravnin-
skom stapnom modelu. Slika 1. prikazuje ravninski nosaé
sa Cvornim optereCenjem i pomacima, dok slika 2.
prikazuje stap s sa silama koje djeluju na kraju $tapa.

Y4

X

Slika 1. Ravninski nosa¢ sa ¢vornim opterecenjem i
pomacima

jg/éf s4

Slika 2. Sile na krajevima $tapa s

Nekakav element konstrukcije se nalazi u nekom
opéem poloZaju u odnosu na globalni koordinatni sustav
(GKS). Za svaki se element definira lokalni koordinatni
sustav (LKS), ¢ija se lokalna os x; pruza od pocetnog
¢vora i prema krajnjem &voru K. Orijentacija lokalnog
koordinatnog sustava mora biti ista kao i orijentacija
globalnog koordinatnog sustava. Za svaki $tapni element
ravninskog okvira nepoznato je 6 pomaka i to dvije
translacije i jedna rotacija na pocetku i na kraju Stapa.

V) =Vy Vo, Vay Vg Ve Vg (2)
(1 uz brojni indeks oznacava lokalni koordinatni sustav)
Ukupan broj nepoznanica cijelog sistema jednak je

broju nepoznatih komponenti pomaka svakog c¢vora.
Nepoznate sile na krajevima Stapa:

S =341,52:55 Sy,55, 561 (3)

Veza izmedu nepoznatih sila na kraju Stapa i
nepoznatih pomaka na kraju Stapa je:

S, =E, -v,,(4)

gdje je:

S

E, — lokalna matrica krutosti $tapa

, — vektor nepoznatih sila na krajevima Stapa

V, — vektor nepoznatih pomaka na kraju Stapa

Matrica krutosti jednog sistema odreduje se tako da
se na svakom mjestu nepoznatog pomaka daje jedini¢ni
pomak, pa se odrede sile u ¢vorovima uslijed jedini¢nog
pomaka. Elementi lokalne matrice krutosti odreduju se iz
jednadzbe:

D+, +3- ¥k )+Mo ik (5)

gdje je:

Mk — moment u ¢voru i

Elix— krutost Stapa i

lix — duzina Stapa

®@;, @y — kutovi zaokreta Stapa u ¢voru i, odnosno k

Wik — nagib Stapa

Mo;x — moment od vanjskog optereéenja na obostrano
upetom elementu

3. ODREDIVANJE LOKALNE MATRICE
KRUTOSTI

Prvo se postavljaju jedini¢ni pomaci s obzirom na
djelovanje jedini¢nih sila kako je to pokazano na slikama
3,4,5,6,7,8.

vil=1:

Sil v1l EA, EI

L I %
A 4

Slika 3. Sile od jedini¢nog pomaka u pocetnom ¢voru u
smjeru lokalne osi x

SII=EA/1
S4l=-EA/1
v2l =

Slika 4. Sile od jedini¢nog pomaka u pocetnom ¢voru u
smjeru lokalne osi y
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S31=561 = 2EI/1 - (2 - 0+0+3 - 1/1) = 6EI/I

S21=—S51=(S31+561) / 1=12E1 / I’
v3l=1:

S3l Sél

S S5l
S2|

Slika 5. Sile od jediniéne rotacije u po¢etnom ¢voru

S31= 2EI/1 - (2-1+0+0) = 4EI/l
S6l= 2EI/1 - (2 - 0+1+0) = 2EI/I

S21=—S51=(S31+561) / | =6EIN’
v4l=1:

EA, El val sS4l

Slika 6. Sile od jedini¢nog pomaka u krajnjem ¢voru u
smjeru lokalne osi x

Sll=-EA/1
S4l=EA/1
vl =1:
S3l S6l

Slika 7. Sile od jediniénog pomaka u krajnjem ¢voru u
smjeru lokalne osi y

S31=561=2EI/l - (2 - 0+0-3x1/) = — 6EI/I

S21 =-S5 = (S31+S61)/1=-12EI/°
v6l = 1:

Slika 8. Sile od jedini¢ne rotacije u krajnjem ¢voru
S31= 2El/l - (2 - 0+1+0) = 2El/

S61= 2EI/1 - (2-1+0+0) = 4EI/l

S21=—S51=(S31+561) / | =6EIN°

Matrica krutosti Stapa:(6)

EI=El/I-
[ Al 0 0 -Al 0 0o |
0 12/12 6/1 0 -12/12 61
0 6/1 4 0 -6/1 2
-AJl 0 0 Al 0 0
0 -12/12 61 0 1212 -6/1
0 6/1 2 0 -6/1 4

Lokalna matrica krutosti ima sljede¢e vazne osobine:

1. Svi elementi na glavnoj dijagonali su pozitivni, tj.
ei>0

2. Matrica krutosti je simetrina oko glavne dijagonale,
tj €ij = €ji

Kako se uvjeti ravnoteze za svaki Cvor sistema
postavljaju u globalnom koordinathom sustavu, treba
transformirati lokalne pomake u globalne koordinate. Ta
transformacija se radi matricom transformacije, koja je
istog reda kao i lokalna matrica krutosti.

Matrica transformacije Stapa: (7
T=
[ ¢ s 0 0 0 0o |
S c 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 c -S 0
0 0 0 S c 0
0 0 0 0 0 0
gdje je:
C =cos o
S=sina

a = kut nagiba izmedu lokalne osi x i globalne osi x

Lokalni pomaci se izrazavaju preko sljedee matriéne
jednadzbe:

vi=T-v (8)

Sile na krajevima S$tapa u globalnom koordinatnom
sustavu:

S=T'-sI (9)
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1z odnosa sila u ¢vorovima i pomaka ¢vorova slijedi:
Sl =El- vl (10)

Uvrstavanjem gornje jednadzbe:

SI=EI-T-v (12)

MnoZenjem obje strane jednadzbe s T
T.SI=T"-El-T-v(12)

S=E-v (13)

gdje je E globalna matrica krutosti jednog Stapa.

E=T-EI-T (14)

4. FORMIRANJE MATRICE KRUTOSTI
CIJELOG SUSTAVA

Matrica krutosti cijelog sistema sastavlja se od
podmatrica krutosti svakog pojedinog elementa. Na
mjestu spajanja dva elementa, tj. u ¢voru, pomaci su
jednaki za oba elementa (slika 9. prikazuje dva elementa
spojena u ¢voru j).

Slika 9. Pomaci u ¢vorovima elemenata

Na spoju dva elementa, u ovom sluc¢aju u ¢&voru j,
pomaci ¢vora j su zajednicki za oba elementa. U matrici
krutosti to znaci da se zbrajaju podmatrice krutosti koje
se odnose na taj. Ovdje osjencani dijelovi predstavljaju
pojedine lokalne matrice krutosti elemenata i i j. U
tamnije osjen¢anom podrucju elementi matrica Ei i Ej se
zbrajaju (slika 10.).

Npr.: E(4,4)=Ei(4,4)+Ej(11)

vii
0 v2i
v3i
vl
v2j
v3j
vk
0 v2k
v3k

Slika 10. Matrice Ei i Ej

U slucaju da se u ¢voru j sastavljaju 3 elementa (i, j, 1),
matrica se formira prema skici na slici 11.:
El:

vlj
V2j
V3]
vil
v2I
v3l

Slika 11.Podmatrice matrice krutosti elementa |

Matrica krutosti E:

vii
v2i
v3i
vlj
3 v2j
&)
v1k
Ej v2k
v3k
vl
4 2 v2l
val

Slika 12. Globalna matrica krutosti za elemente i, j i |
U osjendanom podrucju matrice krutosti, koje se vidi na

slici 12., zbrajaju se elementi podmatricja Ei, Ej, El.
Npr.:

E(4,4)=Ei(4,4)+Ej(L1)+EI(L1). Itd.
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Globalna matrica krutosti sustava ima ista svojstva
kao i lokalna matrica krutosti. Svi elementi na dijagonali
su pozitivni i matrica krutosti je simetricna. Takoder
matrica krutosti nije u cijelosti popunjena, ve¢ je mnogo
elemenata jednako nuli. Popunjenost matrice je oko dija-
gonale, tako da matrica ima odredenu Sirinu ili band.
Sirina banda ovisi o numeraciji ¢vorova, tj. pozeljno je
da razlika pocetnog i krajnjeg ¢vora nekog elementa
bude $to je moguée manja. Sirina banda matrice krutosti
moze se odrediti prema formuli:

B =3-max|i - j|+3 (15)

4.1. Optereéenje

Desna strana jednadzbe je vektor ¢vornih optereéenja.
Opterecenja mogu biti zadana kao koncentrirane sile u
¢vorovima, ili kao lokalno opterecenje na elementima.
Ako je optereCenje zadano kao lokalno na elementima,
treba izracunati reakcije od lokalnog opterecenja na
obostrano upetoj gredi. Tim reakcijama treba pribrojiti
eventualno ¢vorno opterecenje.

4.2. Rubni uvjeti

Formirana matrica krutosti je singularna, tj. njena
determinanta je jednaka nuli. Da bi sustav bio regularan i
imao jedno rjeSenje, potrebno je unijeti rubne uvjete.
Rubne uvjete c¢ine poznati pomaci lezajeva. To su
najée$¢e sprijeGeni pomaci koji su jednaki nuli.
Jednadzbe koje se odnose na te poznate pomake nije
potrebno postavljati jer su njihovi pomaci poznati (= 0).
Eliminacija tih jednadZbi moze predstavljati probleme
oko ponovne numeracije i memoriranja jednadzbi.
Problem se moZe nadi¢i pogodnom numeracijom
¢vorova tako da npr. ¢vorovi s poznatim pomacima budu
numerirani posljednji. Zato se za posljednje ¢vorove i ne
postavljaju jednadzbe ravnoteze. Moguce rjeSenje je i da
se na dijagonalni element matrice krutosti koji odgovara
poznatom pomaku pribroji veliki broj, bitno veci nego
ostali elementi na dijagonali (npr. 10e10). To ima
znalenje postavljene opruge veoma velike krutosti. Na
taj se na¢in dobiva odgovaraju¢i pomak koji je vrlo mali.

Dodatni problem koji se moze pojaviti kod matrice
krutosti je nula na dijagonali. To se moze pojaviti kod
¢vorova koji su zglob. Problem se moze rijeSiti
izbacivanjem te jednadzbe, kod koje nije poznata rotacija
¢vora, ali je poznat moment koji je jednak nuli. Takoder
se na dijagonali moze dodati proizvoljno mali broj, §to je
ekvivalentno dodavanju opruge male krutosti. To za
posljedicu ima dobiveni moment savijanja u ¢&voru, ali
vrlo male vrijednosti, prakti¢no nula.

4.3. RjeSavanje sustava jednadzbi

Postavljeni sustav jednadzbi predstavlja n jednadzbi s
n nepoznanica. Za rjeSavanje sustava jednadzbi koriste se
razli¢ite metode rjeSavanja, npr. Gaussova eliminacija,
metoda Choleskog i sl.

Za bilo koju metodu koja se primjenjuje vazno je:
1. dazauzima §to manje memorije
2. da broj racunskih operacija bude $to manji
3. da greska zaokruzivanja bude §to manja

5. ZAKLJUCAK

Prikazani postupak postaje prilicno slozen kada se
radi o sustavu s ve¢im brojem elemenata, ili kada su
elementi sloZenijeg oblika kao S§to su volumenski
elementi (tip AB ploce). U tom sluc¢aju problem postaje
gotovo nerjeSiv bez upotrebe racunalne tehnologije.
Racunala s jakim procesorima mogu vrlo brzo rijesiti
velike sustave jednadzbi u matriénoj formi i ve¢ za
nekoliko sekundi generirati rjeSenje. Upravo zato metoda
konac¢nih elemenata nalazi svoju Siroku primjenu u praksi
te se tezi daljnjem usavr$avanju matematickog modela
koji bi se potom mogao implementirati unutar racunalnog
programa, a rezultati bi bili jo§ precizniji i pouzdaniji.
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