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MATHEMATICA U ANALIZI CENTRALNIH

PLOHA DRUGOG REDA

pise: lvan Medved

S plohom drugog reda studenti geodezije
upoznaju se vec na prvoj godini studija u
matematickim kolegijima. Tijekom druge godine,
a | kasnije, nastavlja se izuCavanje tih ploha,
upoznaju se njihove Jjednadzbe u
parametarskom obliku te se ucCi prepoznavati
njihova svojstva.

Racunalni softver Mathematica
omogucuje vrlo dobru vizualizaciju ploha drugog
reda (kvadrika) upotrijebe |i se njihove
parametarske jednadzbe. Zadatak postaje
znatno slozeniji radi li se o kvadrikama zadanim
njihovim jednadzbama u opcem obliku. U ovom
je radu dan postupak za prepoznavanje grafa
centralne (nedegenerirane) kvadrike zadane
takvom opcom jednadzbom te njihova
klasifikacija. Osim toga napisan je i program za
racunalo koji, na osnovu pocetnih 10 koeficjenata
opcCe jednadzbe plohe drugog reda, plohu
klasificira | iscrtava, ukoliko je realna, u

standardnom (kanonskom) kao i u opcem
polozaju.

PLOHE DRUGOG REDA

Pod plohom drugoga reda razumijemo
skup toCaka u prostoru koji je odreden
jednadzbom drugog stupnja u kartezijevim
pravokutnim koordinatama x,y,z {j.
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gdje su koeficjenti a.,...a,, realni brojevi i barem
jedan od brojeva a,,, a,,, a,,, a,,, a,,, a,, razlicit
od nule. Funkciju F(x,y,z) iz jednadzbe (1)
mozemo napisati matricho

a, 4a

Vidimo da je matrica

al3 3‘23 333 a34 (3)

dyy

realna | simetricna matrica. Pored toga Ce joS
biti vazna | podmatrica A, koja se iz matrice (3)
dobiva brisanjem zadnjeg retka i stupca,

d;, A, 4
Ay=[a, ay ay|, (4)
A3 Ay Ay

pa je | ona realna i simetricha. Jednadzbu (1)
moguce je napisati i pored oblika (2) i u obliku.
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Najjednostavniji oblik jednadzbe neke centralne
plohe drugog reda je tzv. kanonski oblik kod kojeg
se glavne osi plohe podudaraju s osima
koordinatnog sustava. U jednadzbi (1) kanonski
oblik mozemo prepoznati kao nepostojanje
mjesovitin odnosno linearnih Clanova. Naime,
mjesoviti Clanovi xy, Xz i yz u jednadzbi kvadrike
pokazuju da je kvadrika zarotirana iz kanonskog
oblika. Prisustvo x? i x, y? iy, z? i z, u jednadzbi
kvadrike bez mjesSovitih Clanova znaci da je ona
iz njega translatirana. Cilj ovog rada ¢e biti
klasifikacija centralnih kvadrika svodenjem na

kanonski oblik, upotrebom racunalnog softvera
Mathematica 3.0.
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Jednadzbu (1) mozemo pisati u matricnom
obliku, tj.
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+2[a|4 dyy a34] y [+a, =0. (5)
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BuducCi da je A,, realna i simetricna matrica,
primjenimo li ranije receno, ona se moze napisatsi
u obliku

A, =TBTT (6)
gdje su matrice B i T sljedeceg oblika:

L, 0 0
B=|0 A, 0 -
002k,

COS( COSY/ - SIn @ SIn ¥ cos 1)

T=|-cos@siny -sin @ cosy cos v}

] sin @ sin ¥
sin @ cos Y +cos @siny cos?d  siny sin |
-SIN @ SIN Y +CosS @ cosy cos ¥ cosy sin v
- COS( sin V¥ cos 1
(8)

Napomenimo da za centralnu kvadriku matrica
A,, mora biti regularna i da su u tom slucaju sve
svojstvene vrijednosti razliCite od nule. U
daljnjem se radu pretpostavlja da je to
ispunjeno.Elementi €., e,, €, matrice B su
svojstvene vrijednosti matrice A,, dakle rijesenja
kubne jednadzbe

A-a,, a, dy3
v A-a,, a,; |=0
d3 a,, A-ay,

(9)

Matrica T predstavlja matricu prijelaza iz jednog
desnog kartezijevog sustava u drugi takoder
desni kartezijev sustav i moze se dobiti kao
produkt triju matrica od kojih svaka predstavilja
rotaciju za odredeni kut. Pripadni kutevi nazivaju

broj 4

REKTOROVA NAGRADA

se Eulerovi kutevi (@, 3,y ).

Primjetimo da su svojstvene vrijednosti
€., €,, €, uvijek realni brojevi jer se radi o realnoj
simetricnoj matrici. Stupci ortogonalne matrice
T komponente su jediniCnih svojstvenih vektora
V., V,, v, matrice A,, koji pripadaju svojstvenim
vrijednostima e, €,, €,, poredani tako da bude
det T = 1.S pravom se moze postaviti pitanje
kako odrediti svojstvene vektore u slucaju da
svojstvene vrijednosti e, €,, €, nisu medusobno
razliCite. Opca teorija se ovdje necCe iznositi veC
cemo se zadrzati na matricama reda 3. Ukoliko
su sve svojstvene vrijednosti medusobno
jednake, lako se vidi da je svaki vektor u prostoru
svojstven vektor matrice A,,. Ako su dvije
svojstvene vrijedosti medusobno jednake, na
primjere, = e, ? €., odrede se pripadni svojstveni
vektori , v, i v,, dok se treCi vektor dobije kao
njihov vektorski produkt, uz uvietda v,, v,, v,
Cine desni sustav vektora, t). det[v,, v,, v.] =1.
Dakle, transformacijom

T=[v., v, v, (13)
prelazimo na nove koordinate x', y’, z":

) A
y'[=T|y | (14)
_'_ LZ_
Zbog ortogonalnosti matrice T vrijedi
o R
yi=1 y: (15)
_Z_ _Z_
dok izraz (5) prelazi u
F(x,y,z) =
] o
=[x y z]TATT y +2[a|4 a,, a_m] y |+
_Z_ RS
+a,, =0
F(x,y,z) =
e =
:[x' y' z']A y' +2[a14 8o aM]T y' [+
_ZL R L
+a,, =0
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F(x,y,z) =
- 4
=[xy z]A|y|+2e B y]y|+
_Z'- _Z'_
+a,, =0

F(x,y,z) =LA Xx"+A,y"+A,z2° +

+20x'+2py'+2yz+a, =0 (1)
gdje smo oznacili
b _314_
B =T dy (17)
K | d34_

Kako je matrica A,, regularna, to su svojstvene
vrijednosti e,, €,, e, razliCite od nule. Tada se
linearni Clanovi x', X', z', u (16) mogu eliminiratsi
translacijom koordinatnog sustava

U ! a
X'=x'4+—
}"l
y = y'+3LB—
: (18)
% = z'+l
}\’3
odnosno
! L ] (I'
X=X"'——
A
= Y"—lﬁ
a (19)
ZI: Z'I !__}_/_
A

|zraz (16) pomocu izraza (19) prelazi u kanonski |

oblik
F(x.yz)=éx?+éy?+éz"2+a,’=0 (20) |
gdje Je
, (12 BZ ,YE
Q=4 .
44 44 TS (21) |

Moze se takoder pokazati da vrijedi relacija

0 det (A)
o det(Ay)

(22)

KLASIFIKACIJA CENTRALNIH
KVADRIKA

' Napiimo jednadzbu (20) u obliku

X'.'z | 2 +Ei=—1
Ay By By (23)
A‘1 )\‘2 7\‘3
i oznagimo
o | la|
A:\f, B=\k—2, CZNI'(24)

A, B, C nazivamo poluosima kvadrike.

1) Akojesgne =sgne =sgne,=sgna, |
a,, ? 0 tada (23) mozemo napisati u obliku

XHZ yn2 2112
== o e 2t | 25
AH B2 C2 ( )
koju nazivamo jednadzbom imaginarnog
elipsoida s poluosima A, B, C.

2) Akojesgne, =sgne =sgne, ? sgna,, |
a,, 7 0 tada (23) mozemo napisati u obliku

112 112 112

s + Y + 8 =] (26)
A2 B2 C2
koju nazivamo jednadzbom realnog elipsoida
s poluosima A, B, C.

3) Akojesgne, =sgne =sgne, ia,, =0 tada
(23) mozemo napisati u obliku

112 112 12
X Z
= y — 4 — =) (27)
A BUnaks
koju nazivamo jednadzbom tocke ili
imaginarnog stosca.

'4) Akoje(sgne,) ?(sgne,) =11 (sgne,:-

(sgna,’)=1i(sgneée,) ? (sgn e,) tada (23)
mozemo napisati u obliku

=1 (28)

koju nazivamo jednadzbom jednoploSnog
hiperboloida.

o) Akoje (sgne.) ?(sgne,)=11 (sgne,):-
(sgna,’)=-1i(sgné,) ? (sgn e,) tada (23)
mozemo napisati u obliku

i o) 5 g (29)
A B C°




6) Akoje(sgne,)?(sgne)=11i (sgne,)? :
(sgn &,) ia,, =0 tada (23) moZzemo napisati

koju nazivamo jednadzbom dvoploSnog
hiperboloida.

u obliku

2
xn | yn2 ZH2

. -0 (30)

A2 B2 C2

koju nazivamo jednadzbom realnog stosSca.

PRIMJER

Neka je ploha zadana, jednadzbom
4x2+5y2+6z2-4xy+4yz+4x+6y+4z-27=0.

Pripadna karakteristicna jednadzba glasi
e’ —15ée2 +66¢e — 80 = 0.

Njenarjesenjasue, =2,e,=9, e,=8, apripadni

svojstveni vektori

Eyd 2 -]
V= . . vV, = - | . vV, = :
_1_ _2_ _2_

detlv,, v,, v.] =1

Kako je a,,’ =-32, to je sgn €, = sgn €, = sgn
e,?sgna, ia,’?0, iz Cega zakljuCujemo da
se radi o realnom elipsoidu. Njegove poluosi

Su

2

A=4, B=4/[Z,
\'5

C=2.

Kanonski oblik jednadzbe je

2X"2 + 5y"2 + 8272 - 32 = 0.

ZAHVALA

NajljepSe se zahvaljujem mr. sc. Damjanu
JoviCiCu na pruzenoj pomodi i savjetima pri izradi
ovog rada, a posebno na struénom vodstvu
zahvaljujem mentorici dr.sc.Jeleni Beban-Brkié¢

broj 4

REKTOROVA NAGRADA

GRAFICKI PRIKAZ ELIPSOIDA

1. Prikaz elipsoida u kanonskom obliku

2. Prikaz elipsoida zarotiranog i
translatiranog u prostoru

3. Medusobni odnos dvaju elipsoida
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