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Sazetak

U clanku se daje kratak osvrt na povijest teorije grafova i u tom kontekstu govori o rjesavanju
Problema kineskog postara kao jednog o najpoznatijih problema kombinatorne optimizacije.

1 Sto biljeze kronicari

Teorija grafova ima dosta precizne povijesne odrednice. Prvi rad iz teorije grafova je Eulerovo! rjeSenje
pitanja Setnje koenigsberskim mostovima, objavljen 1736. godine, [5]. Prvu knjigu iz teorije grafova [8]
napisao je 200 godina poslije D. Koenig?, $to se smatra pocetkom razvoja teorije grafova kao zasebne
matematicke discipline. Koenig je dotadasnje rezultate objedinio i sistematizirao, navodedi popis od svega
110 objavljenih radova u kojima se eksplicitno pojavljuje pojam grafa. Medu njihovom autorima su slavna
imena poput G. Kirhhoff, A. Cayley i C. Kuratowsky. Od tada graf postaje opcenito prihvaéen pojam.
Sljededih tridesetak godina jezikom grafova su postavljani i rjeSavani brojni zanimljivi problemi o ¢emu
primjerice svjedoCi popis od 1617 referencija iz teorije grafova objavljen u [14] 1964. godine.

U 60-tim godinama dvadesetog stoljeca pocinje snazan razvoj istrazivanja u teoriji grafova i njenim
primjenama koji traje do danas. U razdoblju od 1960. do 1970. broj godisnje objavljenih radova se vise
nego udeseterostrucio. Danas imamo na desetke uglednih Casopisa koji gotovo iskljudivo objavljuju
¢lanke iz teorije grafova i njenih primjena. Neobi¢no intenzivan razvoj i veliku popularnost teorija grafova
je dozivjela zahvaljujudi, izravno ili neizravno, naglom razvoju modernih informacijskih tehnologija. Jasna
geometrijska predodzba koju graf sadrziava i koja je bliska intuitivnom poimanju osobina i veza objekata
predstavljenih grafom pridonijela je Sirokom spektru primjene grafova. S druge strane, grafovi postaju
univerzalni matematicki jezik kojim je mogucée opisati najrazlicitije, i sasvim apstraktne matematicke
strukture.

Ovdje ¢emo usmjeriti pozornost na dvije slavne teme: Setnje koenigsberskim mostovima i problem
kineskog postara.
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Slika 1: Koenigsberski mostovi

Gradani Koenigsberga (tada glavni grad pruskog kraljevstva, a poslije Kalinjingrad u Rusiji) zabavljali su
se starim pitanjem mogu li proSetati svojim gradom tako da svaki od 7 mostova na rijeci Pregel predu
toc¢no jedanput i zavrSe Setnju u polaznoj tocki, Slika 1. Leonhard Euler rijeSio je taj problem kao usputni
zadatak na pocetku karijere vode¢eg matematicara Ruske carske akademije u Petrogradu, gdje je 1733.
godine dobio posao. Odgovor je bio nedvosmislen: takva Setnja nije moguca ako svaki dio kopna nije s
ostalima povezan parnim brojem mostova. Matematicki oblik te tvrdnje iskazan je Teoremom 2.
Shematski prikaz na Slici 2, na kojem su dijelovi kopna (obale B i C i otoci A i D) predstavljeni tockama a
mostovi njihovim spojnicama, prototip je modela koji ¢e odrediti definiciju pojma grafa.

Slika 2: Shematski prikaz

Pocetkom 60-tih godina dvadesetog stolje¢a kineski matemati¢ar M. Guan (Meigu Guan ili Mei-Ko Kwan)
postavlja i proucava pitanje optimizacije postarova puta pri dostavi posiljki, [7]. Postar krece iz
postanskog ureda, dijeli poStu i vraca se u ured. Postarov cilj je svakom ulicom proci barem jedanput i pri
tome prijec¢i najkraéi mogudéi put. U slucaju koenigsberskih mostova analogan zadatak bi bio: prosetati
gradom i vratiti se u polaznu tocku prelazec¢i svaki most najmanje jedanput uz minimalan broj
ponovljenih prelazaka. Guanovo pitanje dozivjet ¢e brojne modifikacije i imati raznovrsne primjene. Taj
tip problema njemu u Cast nazvan je Problem kineskog postara, skraceno CPP (engl. Chinese Postman
Problem). Pod tim imenom je poznat kao jedan od najpopularnijih problema kombinatorne optimizacije.
Optimizacijske probleme i kombinatorne probleme opéenito relativho je lako formulirati, ali je njihovo
rjeSavanje rijetko kada jednostavno. Za sustavno trazenje rjeSenja potrebno je pronaci primjerene
matematicke modele i metode. O matematickim modelima motiviranima rjeSavanjem spomenutih
problema govorimo u nastavku.

2 Malo o grafovima
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Definicija 1. Graf je uredena trojka G = (V, E, ), gdje je V =V (G) neprazan skup C&ije elemente
nazivamo vrhovima, E = E(G) je skup disjunktan s V (Cije elemente nazivamo bridovima i ¢ je
funkcija koja svakom bridu e iz E pridruZuje par {u,v}, ne nuZno razli¢itih vrhova iz V. Graf skraceno
oznacdavamo G = (V, E) ili samo G.

Vrhove u i v koji su pridruzeni bridu e nazivamo krajevima brida e. Brid ciji se krajevi podudaraju
nazivamo petljom. Visestruki bridovi su dva ili visSe njih s istim parom krajeva. Za par vrhova u i v
kazemo da su susjedni ako postoji brid e kojemu su oni krajevi. Pri tome kazemo da je brid e
incidentan s vrhovima u i v, za Sto ¢emo upotrijebiti oznaku e = {u, v} ili e =wuv. Stupanj vrha v u
grafu G je broj bridova grafa G incidentnih s v, pri éemu se svaka petlja ratuna kao dva brida. Izolirani
vrh je vrh stupnja 0.

Setnja u grafu G je niz W := vpejvies. . . exvy &iji Elanovi su naizmjeni¢no vrhovi v; i bridovi e;, tako da
su krajevi od e; vrhovi v;_1 i v;, 1 =1,...,k. Kazemo da je vy poletak a vy kraj Setnje W, da je W
getnja od vy do vy ili (vp,vy)-Setnja. Setnja se, kada to ne umanjuje jasnocu, skrac¢eno zapisuje samo
bridovima W = ejes. .. ¢ey. éetnja je zatvorena ako se pocetak i kraj podudaraju, tj. ako je vy = vg.
éetnju kojoj su svi bridovi medusobno razliCiti nazivamo stazom. Put je staza Ciji su vrhovi medusobno
razli¢iti. Dva vrha u i v grafa G su povezana ako postoji (u, 'u)—put u G. Graf je povezan ako su svaka
dva njegova vrha povezana.

Eulerova staza je staza koja sadrzava svaki brid grafa (to¢no jedanput!). Eulerova tura u grafu je
zatvorena Eulerova staza. Ako graf dopusta Eulerovu turu kazemo da je Eulerov graf.

Odgovor na pitanje koji graf ima Eulerovu turu ili Eulerovu stazu daje sljedeci karakterizacijski teorem.

Teorem 2. Povezani graf je Eulerov ako i samo ako mu je svaki vrh parnog stupnja. Povezani graf koji
nije Eulerov sadrzava Eulerovu stazu ako i samo ako ima tocno dva vrha neparnog stupnja.

Graf sa Slike 2, koji predstavlja koenigsberSke mostove, ima sva Cetiri vrha neparnog stupjna. Na temelju
Teorema 2 mozemo ustvrditi da taj graf ne sadrzava Eulerovu turu, ali ni Eulerovu stazu. Dakle, Setnja
gradom koja prolazi svakim mostom tocno jedanput nije moguca.

RjeSavajuci probleme "obilazaka gradskih ulica" nerijetko treba uzeti u obzir dodatni parametrar kao Sto
je "dopusteni smjer". Trazenje matematickog modela za slicne probleme prirodno vodi pojmu usmjerenog
grafa.

Definicija 3. Digraf ili usmjereni graf D je uredena trojka D = (V,A,%), gdje je V =V (D)
neprazan skup C&ije elemente nazivamo vrhovima, A = A(D) skup disjunktan s V Cije elemente
nazivamo lukovima i i funkcija koja svakom luku a iz A pridruZuje uredeni par (u, v), pri ¢emu
u,v € V nisu nuzZno razli¢iti. Kazemo da je u poletak, a v kraj luka a, da je smjer ili orijentacija luka a
od u prema v i koristimo oznaku a = (u,v). Digraf skraéeno oznaéavamo D (V, A) ili samo D.

Pojmove koje smo imali kod grafova analogno definiramo za digrafove. Dva ili vise lukova s istim
pocetkom i krajem su visestruki lukovi. Usmjerena $etnja u digrafu D je niz W := vgejvies. .. exup
CI_]I ¢lanovi su naizmjeni¢no vrhovi v; i lukovi e; tako da je pocetak od e; vrh v;_1, a kraj mu je v;,
i=1,...,k. Kazemo da je vy potetak, a vy kraj usmjerene etnje W ili da je W (vp,vr) usmjerena
Setnja. Usterena Setnja je zatvorena ako je vy = vi. Usmjerenu Setnju kojoj su svi lukovi medusobno
razliiti nazivamo usmjerenom stazom. Usmjereni put je usmjerena staza Ciji su vrhovi medusobno
razli¢iti. Usmjerena Eulerova tura je usmjerena zatvorena staza koja svaki luk digrafa sadrzava to¢no
jedanput. Eulerov digraf je onaj koji ima Eulerovu turu.

Pripadaju¢i graf G (D) digrafa D je graf dobiven zamjenom svakog luka a = (u,v) bridom e = {u, v}.
Digraf D je slabo povezan (krace povezan) ako je pripadajudi graf povezan, a jako povezan ako za
svaka dva vrha u,v € V (D) postoje (u,v) i (v,u) usmjereni putovi. Ulazni (izlazni) stupanj vrha
v digrafa je broj lukova kojima je v kraj (pocetak).

Eulerov digraf ima karakterizaciju analognu onoj koju za Eulerov graf daje Teorem 2.
Teorem 4. Povezani digraf je Eulerov ako i samo ako je za svaki njegov vrh ulazni stupanj jednak

izlaznom.

Smijer luka na skicama oznacavamo strelicom koja pokazuje od pocetka prema kraju luka. Jedan digraf
prikazan je na Slici 4. Vidimo da taj digraf nije Eulerov jer ne zadovoljava uvjet o stupnjevima iz Teorema
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4. Ako mu dodamo jedan luk (v, w) i jedan luk (z,y), novi digraf ¢e biti Eulerov.

Opsirnije o spomenutim pojmovima i tvrdnjama moze se nadi u brojnim knjigama iz teorije grafova kao
Sto su [6] ili [16].

3 Trazenje rjesenja za CPP

Slika 3: Postarova tura

Vratimo se Problemu kineskog postara na primjeru grafa za koenigsberske mostove, Slika 3.
Pretpostavimo da je svaki brid u grafu ulica u kojoj treba isporuciti postu, a vrh je mjesto gdje postar
moze promijeniti smjer. Postar mora proci svakom ulicom da bi isporucio postu i zeli minimizirati broj
ponovnih prolazaka istom ulicom, koji se ne mogu izbjeci jer graf nije Eulerov. Ponovni prolazak istom
ulicom prikazujemo na grafu kao dodani (ponovljeni) brid. Nastali viSestruki bridovi omogucéuju da svaki
vrh novog grafa bude parnog stupnja, odnosno dodavanjem bridova je izvrSena "eulerizacija" grafa. U
modificiranom grafu moze se odrediti Eulerova tura. Na primjer, trazeni postarov obilazak za Eulerov graf
sa Slike 3 moze bitiab cb e fg d d. U njemu se ponavljaju samo bridovi b i d.

Pri trazenju najkraceg postarovog obilaska gradskih ulica treba uzeti u obzir parametre kao sto su duljine
ulica ili vrijeme potrebno za prolazak tim ulicama. Matematicki model za ovaj i slicne probleme je tezinski
graf.

Definicija 5. TeZinski graf je uredeni par (G,w), gdje je G graf i w: E(G) — R} funkcija koja
svakom bridu e iz G pridruZuje nenegativni broj w (€). Vrijednost w (e) nazivamo tezinom brida e.

Tezine bridova tezinskog grafa mogu predstavljati udaljenost, vrijeme, visinu nekih troskova i sli¢no.

Definicija 6. Postarova tura u grafu G je zatvorena $etnja koja ukljuluje svaki brid grafa G
najmanje jednom. U teZinskom grafu optimalna postarova tura je postarova tura kojoj je ukupna
tezina ukljucenih bridova minimalna.

Dakle, osnovnmi oblik CPP-a svodi sena trazenje optimalne postarove ture u tezinskom grafu. Ako je graf
Eulerov, svaka Eulerova tura je optimalna postarova tura pa je njenim pronalaskom problem rijeSen.
Navest ¢emo dva standardna algoritma za pronalazenje Eulerove ture, Fleuryjev i Hierholzerov. Pri tome
¢emo se koristiti nekim pojmovima i oznakama iz teorije grafova koje do sada nismo spomenuli pa ih
ovdje uvodimo.

Ako su G i H grafovi, V (H) CV(G), E(H) C E(G) i svaki brid iz H ima iste krajeve u H kao $to ih
ima u G, onda kazemo da je H podgraf od G. Neka je G = (V, E) i E' C E. Podgraf od G &iji je skup
vrhova V' i skup bridova E\ E’' oznatavamo G — E. Ako je E' = {e}, koristimo oznaku G — e.
Komponenta povezanosti grafa G je maksimalni povezani podgraf od G, tj. povezani podgraf koji nije
sadrzan ni u jednom drugom povezanom podgrafu. Za broj komponenti povezanosti grafa GG koristimo se
oznakom ¢ (G). Rezni brid u grafu G je brid e € E(G) za koji je ¢(G —e) > c(G), tj. &jim se
izostavljanjem povecava broj komponenti povezanosti.

Algoritam 1.
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Fleuryjev algoritam

Ulaz: Eulerov graf G.
Izlaz: Eulerova tura C u grafu G.
Korak 1: Izabrati proizvoljni vrh v € V(G). Postaviti v za teku¢i vrh i C := v.

Korak 2: Oznaditi proizvoljni brid e koji je incidentan s tekuéim vrhom i nije rezni brid te ga dodati stazi
C. Samo ako nema drugih moguénosti, za e uzeti rezni brid. Postaviti za tekudi vrh drugi kraj brida e.

Korak 3: Izbrisati oznaceni brid iz G. Ako nema preostalih bridova: KRAJ; u suprotnom: povratak na
Korak 2.

Hierholzerov algoritam trazi Eulerovu turu u Eulerovom grafu bez provjere je li brid kojim prolazi rezni.
Ovaj algoritam konstruira u grafu sukcesivno zatvorene staze Cijim se spajanjem u konacnici dobije
Eulerova tura.

Algoritam 2.
Hierholzerov algoritam

Ulaz: Eulerov graf G.

Izlaz: Eulerova tura u grafu G.

Korak 1: Izabrati proizvoljni vrh v € V(G).

Korak 2: Konstruirati zatvorenu stazu Cy u G s poéetkom u vrhu v. Postaviti 7 := 0.
Korak 3: Ako je E (C;) = E(G) (C; Eulerova tura u G): KRAJ.

Ako je E (C;) # E (G), odabrati vrh v; € C; incidentan bridu e ¢ C; i konstruirati zatvorenu stazu C* u
grafu G — E (C;) s potetkom u vrhu v;.

Korak 4: Spajanjem staza C; i C konstruirati zatvorenu stazu C; 1 s pocetkom u vrhu v;_; € Cj; idi
stazom C; do v; € C;, zatim preko svih bridova u C} i potom svih preostalih bridova u C;. Postaviti
2 :=1 4+ 1 iic¢i na Korak 3.

Ako graf nije Eulerov, dodavanjem ponovljenih bridova moze se prevesti u graf koji ima Eulerovu turu,
Sto je bila Guanova polazna ideja, [7]. Ta procedura provodi se takozvanim CPP algoritmom.

Sada, koristeéi se Fleuryjevim algoritmom mozemo nadéi Eulerovu turu u grafu. Polaskom iz vrha a imamo
Eulerovu turu a—b—c—g—d—e—f—g—e—g—b—a— f—a. Buduéi da je to optimalna
postarova tura, dobili smo trazeno rjesenje.

4 Varijacije problema

Kao sto je receno, osnovni oblik CPP-a svodi se na trazenje optimalne postarove ture u tezinskom grafu.
Pokazalo se da uz odredene modifikacije ovaj model moze postati nacin rjeSavanja velikog broja vrlo
razli¢itih optimizacijskih problema, o ¢emu govore brojne publikacije. Spomenut ¢emo za ilustraciju [4]
, [91, [11] i [12].
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Primjer 7. Poznati primjer primjene CPP-a je optimizacija rute za Cis¢enje ulica grada New Yorka,
[2, 3]. Pretpostavimo da usmjereni graf na Slici 4 predstavija mreZu jednosmjernih ulica. TeZine lukova
znace vrijeme potrebno za prolazak ulicom bez CiS¢enja. Lukovi su bojenjem podijeljeni u dvije klase;
jedna boja (crvena) oznacava ulice koje treba ocistiti, a druga ulice koje se mogu koristiti za prolazak.
Zadatak je odrediti koja ruta minimizira ukupno vrijeme potrebno za Cis¢enje zadanih ulica, na nacin da
se krene iz vrha z i zavrSi u vrhu z.

Slika 4: Usmjereni graf

Za primjer smo mogli uzeti slu¢aj u kojemu se pojavljuju i jednosmjerne i dvosmjerne ulice. To upuduje
na model koji ¢e istovremeno imati bridove i lukove.

Definicija 8. Mjesoviti graf je uredena trojka M = (V, E, A), gdje je V skup vrhova, E skup bridova
i A skup lukova.

S vremenom su, kroz primjene, nastale brojne verzije CPP-a vezane uz razliite optimizacijske probleme.
Glavne verzije su odredene tipom modela. Neusmjereni CPP (UCPP-Undirected Chinese Postman
Problem) za model ima tezinski graf, usmjereni CPP (DCPP-Directed Chinese Postman Problem)
modelira se u digraf, kao u Primjeru 7, a mjesoviti CPP (MCPP-Mixed Chinese Postman Problem) za
rjeSavanje upotrebljava mjesoviti graf. Za svaku od ovih verzija postoje razne varijacije. Navodimo neke
od njih, [9].

Problem ruralnog postara (CRPP-Rural Postman Problem) je varijacija UCPP-a u kojoj se razmatra
povezani teZinski graf G = (V, E) s podskupom E’ C E istaknutih bridova. Cilj je pronaéi zatvorenu
getnju u G najmanje teZine koja svaki brid e € E’ prijede barem jednom. Ime problema dolazi iz prakse
dostave poste u ruralnim sredinama gdje postoje ulice u kojima nijedan stanovnik tog dana nema poste,
ali te ulice ipak mogu sluziti kao poveznice medu ulicama u koje tog dana treba dostaviti postu.

Vjetroviti CPP (WPP-Windy Postman Problem) razmatra povezani teZinski graf G = (V, E) sa zadanim
dvjema tezinskim funkcijama. Tezine svakog pojedinog brida mogu se razlikovati ovisno o smjeru
prelaska brida ("s vjetrom u leda" ili "protiv vjetra"). Cilj je pronadi zatvorenu $etnju u G najmanje teZine
koja svaki brid e € F sadrzava barem jedanput.

Generalizirani CPP (GCPP-Generalized Chinese Postman Problem) modelira se u povezani tezinski graf
G = (V, E) &iji je skup bridova E podijeljen u podskupove E1,..., Ej. Potrebno je pronadi zatvorenu
$etnju najmanje tezine koja sadrzava barem jedan brid iz svakog od podskupova F,..., E}.

Mjesoviti k-CPP (M k-CPP-Mixed k-Chinese Postman Problem) polazi od jako povezanog mjesSovitog
teZinskog grafa G = (V, E, A) s istaknutim vrhom i zadanim brojem k > 1. Cilj je pronadi skup od k

Vol.24.



Od koenigsberskih mostova do kineskog postara | math.e

7 of 8

mjesSovitih zatvorenih Setnji minimalne ukupne tezine koje zadovoljavaju sljedeée uvjete:
(a) svaka sSetnja pocinje i zavrSava u istaknutom vrhu;
(b) svaki brid sadrzan je u barem jednoj Setnji.

Min-max k-CPP (MM k-CPP-Min-Max k-Chinese Postman Problem) kao polaziSte ima povezani tezinski
graf G = (V, E) s istaknutim vrhom i zadanim brojem k > 1. Promatraju se svi skupovi od k zatvorenih
Setnji koje zadovoljavaju uvjete (a) i (b). Medu njima treba pronaci skup koji ima minimalnu tezinu
najteze Setnje.

Hijerarhijski CPP (HCPP-Hierarchical Chinese Postman Problem) razmatra povezan tezinski graf
G = (V,E) ¢&ji je skup bridova E podijeljen u nekoliko klasa izmedu kojih je uspostavljen odnos
prednosti. Ako klasa E, ima vecu prednost od klase E,, onda bridovi iz E, moraju biti prijedeni prije
onih iz E,. U tom grafu treba pronadi zatvorenu Setnju minimalne teZine koja prelazi svaki brid barem
jedanput, tako da se postuje odnos prednosti klasa.

Primjenjivost CPP-a u praksi, ukljucujuci i podrucja visoko komercijalnih modernih tehnologija, potice
potragu za ucinkovitim algoritmima i programskim alatima za njegovo rjeSavanje [1, 4, 10, 15].
Usmjereni CPP slozeniji je od neusmjerenog, ali u osnovnoj verziji oba spadaju u probleme koji se
rjeSavaju algoritmima polinomijalne slozenosti. MjeSoviti CPP jo$ je zahtjevniji i pripada klasi NP-teskih
problema. Slozenost i ucinkovitost algoritama nova je tema koja izlazi iz okvira ovog rada. ViSe o njoj
moze se nadi u [13].

Napomena. Clanak je nastao pri izradi zavrénog preddiplomskog rada Ane Mimice na studiju Matematike
PMF-a u Splitu. MreZne stranice koristene su kao izvornik za slike.
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