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Sazetak

Nastanak neeuklidske geometrije pocinje razmatranjem Euklidovog petoga aksioma
(aksioma o paralelama) i zakljuckom da on nije zavisan o prethodna cetiri. N. L.
LobacCevski negirao je Euklidov peti aksiom i sagradio novi geometrijski sustav.
Matematicari tadasnjega vremena daljnjim proucavanjem dosli su do zakljucka da se
geometrija Lobacevskog moze promatrati na hiperboloidu u R?’, zbog Cega i dobiva naziv
hiperbolicka geometrija. Osim modela na hiperboloidu, u ¢lanku su prikazana jos Cetiri
modela hiperbolicke ravnine: Kleinov model, model hemisfere, Poincareov model te model
gornje poluravnine. U svakom od navedenih modela opisan je medusobni odnos dvaju
pravaca. Osim toga, opisana je bijektivha korespondencija izmedu pojedinih modela. Radi
lakSeg predocavanja pojedinih modela hiperbolicke ravnine, ¢lanak je upotpunjen slikama
izradenim u programskom paketu Mathematica (http://www.wolfram.com/) te programima
NonEuclid (http://www.cs.unm.edu/~joel/NonEuclid/NonEuclid.html) i Interactive
Non-Euclidean Geometry (http://fis.cie.uma.es/~ccriado/Interactive%20Non.htm).

1 Povijesni uvod

Iako se pojava geometrije (zemljomjerstva) veze uz stare Egipcane koji su se njome bavili iz
potrebe, razvoj geometrije pocinje u staroj Grckoj s Talesom iz Mileta za kojeg se smatra da je
znanje Egipcana prenio u Grcéku. Uz Talesa, javljaju se Pitagora, Hipokrit, Platon, Aristotel i jos¢
brojna velika imena starogrckih matematicara koji su svojim otkricima pridonijeli razvojti
geometrije. Sva saznanja o geometriji tadasnjeg vremena sistematizirao je Euklid (330.-275. p. n.
e.) iz Aleksandrije u svojemu velikom djelu Elementi, u kojem geometriju zasniva deduktivno,
odnosno aksiomatski. Euklid je nadmasio svoje prethodnike po sistematic¢nosti i cjelovitosti, ¢
Elementi su ostali nenadmaseni vise od dva tisuclje¢a. Iako je djelo dozivjelo mnoge kritike,
ponajvise za definicije koje se smatraju najslabijom tockom Elemenata, matematicarima tadasnjec
doba (a i kasnije) najvide su paznje privukli Euklidovi postulati?:

(1) neka se postulira da se od svake toCke do svake tocke povlaci duzina,

(2) i da se ogranicena duzina neprekinuto produzuje u duzinu,

(3) i da se svakim sredistem i udaljenos¢u opisuje krug,

(4) i da su svi pravi kutovi medusobno jednaki,

(5)i da ako duZina koja sijeCe dvije duzZine ¢ini unutarnje kutove s iste strane manjima od
pravog kuta, dvije duzine, neograni¢eno produzene, sastaju se s one strane na kojoj su
kutovi manji od dva prava kuta.

Najvise je kritiziran peti Euklidov postulat (poznat i kao aksiom o paralelama) za koji se smatralc

da se moze izvesti iz preostalih postulata i aksioma koje je Euklid naveo. Tijekom vise od dvije
tisu¢e godina matematicari su pokusSavali dokazati peti postulat i pritom su nailazili na razne
tvrdnje njemu ekvivalentne. Navedimo neke od njih.

e [>] Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoji jedinstveni pravac q koji sadrzi

tocku T' i ima prazan presjek s pravcem p (u euklidskoj ravnini za pravce p i ¢ kazemo da su



paralelni).

e [>] Neka su p i g paralelni pravci. Ako pravac p’ sijede pravac p onda on sijede i pravac g.

e [>] Neka su R i P dvije poluravnine odredene pravcem p. Skup tocaka poluravnine R koje su
jednako udaljene od pravca p je pravac.

e [>] Zbroj mjera kutova u trokutu jednak je .

e [>] Postoje sli¢ni trokuti.

e [>] Pravac koji sadrzi unutarnju tocku trokuta sijece dvije stranice toga trokuta.

e [>] Svake tri nekolinearne tocke odreduju jedinstvenu kruzZnicu.

e [>] Kvadrat duzine hipotenuze pravokutnog trokuta jednak je zbroju kvadrata duzina njegovih
kateta (Pitagorin poucak).

Budué¢i da nikako nije uspijevalo izravno dokazivanje Euklidovog aksioma o paralelama,
matematicari 18. stoljeca Saccheri i Lambert pokusali su, nezavisno jedan o drugom, do dokaze
dodi na indirektan nacin (metodom kontrapozicije). Saccheri je bio uvjeren da je uspio dokazat
peti postulat. Medutim, ono Sto je konstruirao danas nazivamo Saccherijev Cetverokut, &
Saccherijevo razmatranje petog postulata moZzemo uzeti za pocetak hiperbolicke geometrije.
Mnogo bolje nije prosao ni Lambert, koji je uz pretpostavku da peti postulat ne vrijedi konstruirac
Lambertov Cetverokut kojemu su tri kuta prava, a Cetvrti je tupi. Takoder, problem paralelz
proucava i N. I. Lobacevski, koji dolazi do zakljucka da je peti Euklidov postulat nezavisan oc
ostalih i time dolazi do nove geometrije koju danas nazivamo hiperbolickom geometrijom. Dc
slicnih zakljucaka dosao je i Gauss, no iz nepoznatih razloga svoja otkri¢a nikada nije objavio.
U pokusajima neizravnog dokazivanja aksioma o paralelama matematicari su pretpostavili da or
ne vrijedi, odnosno pretpostavili su da vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji.
(1) Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada svaki pravac koji sadrzi tocku T sijeCe pravac
p.
(2) Neka je T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoje barem dva pravca koja sadrze tocku
T i imaju prazan presjek s pravcem p.
Tek je Hilbert u 19. stolje¢u dao potpunu, neproturjeénu i konzistentnu aksiomatiku euklidske
geometrije, koju i danas koristimo. Prema Hilbertu, aksiomatika ravninske geometrije more
sadrzavati osnovne pojmove (tocke i pravce), osnovne relacije ("pripadati”, "biti izmedu” i "bit
kongruentan”), koji se ne definiraju, i konacan broj aksioma (tvrdnji koje se ne dokazuju), koj
opisuju osnovne pojmove i relacije te izvedene pojmove (na primjer duzina, polupravac, kut,
trokut i sl.).
Ravninska geometrija u kojoj vrijede svi aksiomi euklidske ravnine, osim aksioma o paralelame
umjesto koga vrijedi tvrdnja 1., zove se elipticka ravninska geometrija. Ako aksiom o paralelame
zamijenimo tvrdnjom 2., dobivamo aksiomatiku ravninske hiperbolicke geometrije.
Model pojedine ravninske geometrije je skup objekata (toCaka i pravaca) na kojem se mogL
definirati relacije "pripadati”, "biti izmedu” i "biti kongruentan” tako da su zadovoljeni aksiomi te
geometrije.

1.1 Aksiomi euklidske ravninske geometrije

Prije navodenja aksioma navedimo neke izvedene pojmove.

e [>] Za dvije razliCite tocke A i B kazemo da tvore duzinu. Tocke A i B su krajevi te duZine.
Tocka C je unutrasnja tocka duzine ako je izmedu vrhova te duZine.

e [>] Polupravac s pocetnom tockom A kojemu pripada tocka B je skup svih toCaka koje su
izmedu to¢aka A i B i toCaka C takvih da je B izmedu to¢aka A i C.

e [>] Kut je par polupravaca sa zajednickom pocetnom toCkom. Polupravci se nazivaju krakovi
kuta.

e [>] Za tri razlicCite tocke A, B i C koje ne pripadaju istom pravcu kazemo da tvore trokut. Tocke
A, B, C su vrhovi trokuta, a tri duzine odredene s po dva vrha stranice trokuta.

Aksiomi incidencije



(1) Za svake dvije toc¢ke postoji jedinstveni pravac incidentan s njima.
(2) Svaki pravac je incidentan s barem dvije tocke.
(3) Postoje tri tocke koje ne pripadaju istom pravcu.

Aksiomi poretka

(1) Ako je tocka B izmedu toCaka A i C, tada su A, B, C tri medusobno razliCite tocke koje
pripadaju istom pravcu i tocka B je izmedu tocaka Ci A.

(2) Ako su A i B dvije razliCite tocke, tada postoji tocka C takva da je tocka B izmedu toCaka A i
C.

(3) Od tri razlicite tocke koje pripadaju istom pravcu najviSe je jedna toCka izmedu preostale
dvije.

(4) (Paschov aksiom) Ako pravac sijeCe jednu stranicu trokuta i ne sadrzi niti jedan vrh toga
trokuta, onda on sijece to¢no jednu od preostale dvije stranice trokuta.

Aksiomi kongruentnosti

(1) Neka je zadana duzina s krajnjim tockama A i B i polupravac s po¢etnom tockom A'. Tada
postoji tocka B' koja pripada tom polupravcu takva da su duzina s krajnjim tockama A i B i
duzina s krajnjim tockama A' i B' kongruentne.

(2) Ako je duzZina s krajnjim tockama A i B kongruentna duzini s krajnjim tockama A' i B' i
kongruentna duzini s krajnjim tockama A” i B”, tada su duzina s krajnjim tockama A' i B' i
duzina s krajnjim tockama A” i B” kongruentne.

(3) Neka je tocka B izmedu toCaka A i C, tocka B' izmedu toCaka A' i C', duzina s krajnjim
tockama A i B i duzina s krajnjim tockama A' i B' kongruentne i duzina s krajnjim tockama B
i Ciduzina s krajnjim tockama B'i C' kongruentne. Tada su duzina s krajnjim tockama A i C i
duzina s krajnjim tockama A' i C' kongruentne.

(4) Neka je dan kut s krakovima h i k. Neka je a' pravac, O' tocka koja pripada pravcu a' i h'
polupravac s pocetnom tockom O' koji pripada pravcu a' te neka je R jedna od dvije
poluravnine odredene pravcem a'. Tada postoji jedinstveni polupravac k' s pocetkom u tocki
O' koji pripada poluravnini R takav da su kut s krakovima h i k i kut s krakovima h' i k'
kongruentni.

(5) Neka su zadana dva trokuta s jednim parom kongruentnih kutova te neka su stranice trokuta
koje pripadaju krakovima kongruentnih kutova kongruentne. Tada postoji jos jedan par
kongruentnih kutova.

Aksiom o paralelama

(1) Neka je p pravac i T tocka koja ne pripada pravcu p. Tada postoji to¢no jedan pravac koji

sadrzi tocku T i ne sijeCe pravac p.
Aksiom neprekidnosti

(1) (Dedekindov aksiom) Neka je zadana duzina s krajnjim tockama A i B, neka su sve tocke te
duzine podijeljene u dvije klase I i II tako da je A u klasi I i B u klasi II te da je svaka
unutrasnja tocka te duzina u toc¢no jednoj klasi i neka je svaka tocka klase I razli¢ita od A
izmedu tocCke A i bilo koje toc¢ke klase II. Tada postoji jedinstvena tocka C te duzine takva da
sve tocke izmedu tocaka A i C pripadaju jednoj klasi i sve tocke izmedu C i B drugoj klasi.

1.2 Aksiomi hiperbolicke ravninske geometrije

Lobacevski je novi geometrijski sustav izgradio tako da je peti Euklidov postulat zamijenio novimr
aksiomom.

e [>] (Aksiom hiperbolicke geometrije) ToCka koja ne pripada pravcu u ravnini sadrzana je u
barem dva pravca koja ne sijeku dani pravac.



Iz toga proizlaze sljedece tvrdnje.

e [>] Zbroj mjera kutova u trokutu manji je od zbroja mjera dvaju pravih kutova.

e [>] Trokut je odreden svojim kutovima pa zato ne postoje slicni nesukladni trokuti.

e [>] Postoji trokut najvece povrsine.

e [>] Skup tocaka jednako udaljenih od pravca nije pravac.
Aksiomatika hiperbolicke ravnine razlikuje se od aksiomatike euklidske ravnine samo u jednorr
aksiomu, prethodno navedenom.
U nastavku ¢emo uvesti pet modela hiperbolicke ravnine, prikazati ih graficki i pokazati de
pojedini model zadovoljava neke aksiome hiperbolicke ravnine.
Iako smo uveli hiperbolicku ravninsku geometriju aksiomatski, u daljnjem ¢e tekstu hiperbolicke
geometrija kroz pojedine modele hiperboli¢cke ravnine bit promatrana analiticki.

2 Hiperboli¢ka ravnina kao podskup u R?

2.1 Uvod

Definicija 1. Neka je b bilinearna forma definirana u R® na sljededi nacin:
b(Z,y) = 21y, + T2yy — T3Y3,
gdjeje 5 = ($1,$2,$3)i§ = (y17y27y3)'

Definicija 2. Za nenul vektor v € R® kaZemo da je
e [i.] prostoroliki vektor ako je b(v,v) > 0. Posebno, ako je b(v,v) = 1, kaZemo da je v jedini¢n
prostoroliki vektor.
e [ii.] vremenoliki vektor ako je b(v,v) < 0.Posebno, ako je b(v,v) = —1, kaZemo da je v jedini¢n,
vremenoliki vektor.
e [iii.] svjetloliki vektor ako je b(v,v) = 0.

Vektor v je normiran s obzirom na formu b ako je on jedini¢ni prostoroliki ili jedini¢ni vremenolik
vektor. Dva vektora Z i y su ortogonalna s obzirom na formu b ako je b(Z,y) =0. S T X,

oznatavamo vektorski produkt vektora Z i ¥ s obzirom na formu b. Taj produkt je ortogonalan ne
vektore Z i § s obzirom na formu b. MoZe se pokazati da svaka ortonormirana baza obzirom ne
formu b u R? sadr?i dva prostorolika i jedan vremenoliki vektor.

2.2 Model ravnine
Definicija 3. Hiperbolicka ravnina je skup
H? — {X ER3 | 23 > 0, b(ry,rx) = —1},
gdje je s rx oznaclen radijvektor tocke X.
Raspisemo li uvjet iz definicije hiperboli¢cke ravnine b(rx,rx) = —1 i uzmemo li u obzir da se

promatraju samo tocke kojima je tre¢a koordinata pozitivan broj, zakljucujemo da hiperbolickt
ravninu u R?® moZemo prikazati kao gornju polutku hiperboloida zadanog jednadZborr



z? + 3 — 22 = —1kojemu je tjeme u tocki (0,0, 1). Pravac u hiperboli¢koj ravnini je skup

p= {Xe H? | b(E, ryx) = 0},

gdje je € = (61,62,63) jediniéni prostoroliki vektor. Vektor € zovemo vektorom normale pravca p.

Promatramo |i graficki, pravac u hiperbolickoj ravnini je presjek ravnine s vektorom normale
(e1, €2, —e3) koja sadrzi ishodiste koordinatnog sustava i gornje polutke hiperboloida, tj. grane

hiperbole u R? (slika 1).

Slika 1: Model hiperboli¢ke ravnine u R?

Teorem 4. Neka su P i QQ dvije razlicite tocke ravnine H2. Tada postoji jedinstveni pravac
ravnine H? koji sadrzi tocke P i Q.

Dokaz: Neka su P i Q razlitite tocke ravnine H?. Tada je b(rp,rp) = —1i b(rg,rg) = —1. Neka je
p= {a: cH? | b(é,r,) = 0}, b(e,€) = 1.Ako totka P pripada pravcu p, onda je b(e,rp) = 0. Istc
tako, ako tocka @ pripada pravcu p, onda je b(E, rQ) = 0. Slijedi da je € proporcionalan vektort
Tp XpTQ | € je jedini¢ni vektor. Treba provjeriti je li € prostoroliki vektor.

Znamo da je {rp,é} ortonormirani par vektora i da je rp vremenoliki vektor. Mozemo nadopunit

taj skup do ortonormirane baze od R3 (s obzirom na formu b) pa slijedi da je € prostoroliki vektor.
Jedinstvenost je posljedica cinjenice da postoji samo jedan jedini¢ni prostoroliki vektor
proporcionalan vektoru rp X 7.

C

Ovim smo teoremom pokazali da uvedeni model hiperbolicke ravnine zadovoljava prvi aksiomnr
incidencije.



2.3 Odnos dvaju pravaca

Definicija 5. Neka su p i q pravci ravnine H? s jedini¢nim vektorima normale € i f .

o [>] Ako je € Xy f vremenoliki vektor, kaZzemo da se pravci p i q sijeku.
e [i>] Ako je € xy, f svjetloliki vektor, kaZemo da su pravci p i q paralelni.

e [i>] Ako je € xy, f prostoroliki vektor, kaZemo da su pravci p i q ultraparalelni.

Teorem 6. Ako su p i q pravci ravnine H? s jedini¢nim vektorima normale € i f takvim da je
€ X, f vremenoliki vektor, tada postoji jedinstveno sjeciste pravaca p i q Ciji je radijvektor
proporcionalan vektoru € X f .

Dokaz: Neka su p={x € H? | b(e,rx) =0} i ¢= {z € H? | b(f, rx) = 0} pravci hiperbolicke
ravnine koji se sijeku. Tada je b(€ x; f,é X ]?) < 0. Oznadimo tocku presjeka sa S. Tocka S
pripada pravcu p pa je b(e,rs) = 0. Analogno, to¢ka S pripada pravcu g pa je b(f, rg) = 0. Slijed
da je rg proporcionalan vektoru € x; f i jediniéni. Kako je € X f vremenoliki vektor
zaklju¢ujemo da je rg jedini¢ni vremenoliki vektor pa je samim time S € HZ.

C

Posljedica ovog dokaza je i Cinjenica da ni paralelni ni ultraparalelni pravci nemaju niti jednt
zajednicku tocku.
Slika 2 prikazuje moguce odnose dvaju pravaca u modelu hiperbolicke ravnine u R3.
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Slika 2: Mogudi odnos dvaju pravaca

Kao osvrt na aksiomatiku hiperbolicke ravnine na Slici 3 prikazani su pravac i tocka koja ne
pripada tom pravcu, a koju sadrze dva pravca koja ne sijeku taj pravac.



Slika 3: Aksiom hiperbolicke geometrije

3 Kleinov model ravnine

3.1 Uvod

Moguce je promatrati hiperbolicku ravninu i kao podskup projektivne ravnine. Prije razmatranje
Kleinovog modela hiperbolicke ravnine uvest ¢emo osnovne pojmove iz projektivne ravninske
geometrije.

Sfernu ravninsku geometriju moZzemo proucavati u sljede¢em modelu. ToCke su tocCke sfere

S? = {X c B3| |rx| = 1} u trodimenzionalnom euklidskom prostoru, a pravci velike kruznice

koje pripadaju toj sferi. Tocke P i () sferne ravnine S? su antipodalne ako je rp = —rq.
Skup P? = {{X, —X} | X € S*}je model projektivne ravnine.

Ozna&imo s F:S? — P? preslikavanje koje tocki sferne ravnine pridruzuje tocku projektivne
ravnine definirano s F(X) = {X, —X}.

— = = -
Definicija 7. Neka je {el , €2, 63} baza od R®. Tada za svaki 7 € R3 postoji jedinstvena trojke

- — — — . )
realnih brojeva (z1,x2,3) takva da je & = xie, + Taes + r3e3. Neka je F(X) tocka ravnine P?,

v. . — — — .
a A proizvoljan realan broj razlic¢it od nule i A\rx = uie; + usey + uges. Trojku (u1 , U, u;:,) zovemc
homogenim koordinatama to¢ke F(X).



— = —
Neka je bf proizvoljna bilinearna forma. Ako je {el, e, 63} baza od R3, tada je

3
bf rx, TY E wlyjbf ela e] E bl]wly] = TXBTYa
i,j=1 i,j=1

— =
gdje su (z1,x2,23) i (y1,Ys,y3) komponente vektora rx i ry, a B = [bij] = [bf(ei ) € )] matrice
. . — = ..
kojoj je u ¢ —tom retku i j —tom stupcu vrijednost bf(e;, €;), 4,7 € {1,2,3}.

- = =
Definicija 8. Neka je bf proizvoljna bilinearna forma, {61,62,63} baza od R3

= [bf(g;, e_;)], i,7 € {1,2,3}.Konika u projektivnoj ravnini je skup {F(X) | bf(rx,rx) = 0}.

Ako je bf(rx,ry) = b(rx,ry) = 1y; + 2y, — T3ys,tada je

1 0 O
B=|01 0|,
0 0 -1

a konika je skup tocaka
{F(X) | b(rx,rx) = 0} = {F(X) | 2} + 23 — 23 = 0}.

Neka je D? = {X € p? | b(rx, rx) < 0} podskup ravnine P?, unutrasnjost konike u ravnini P2
(slika 4). To¢ke za koje je b(rx, rx) > 0 pripadaju vanjstini konike.

Neka je f:IEJ2 — P? funkcija koja svakoj tocki (%’%’1) ravnine E? (koju predstavljamc
ravninom x3 =1 u IE3) pridruzuje tocku (z1,z2,z3) ravnine P? s homogenim koordinatama.
Preslikavanje f je bijekcija ako kodomenu od f restringiramo na P2\poo. Do, Oznacava skuf
totaka P? koje nisu slika niti jedne totke iz E2. Do, je pravac projektivne ravnine odreder

jednadzbom z3 = 0, odnosno svaka tocka koja pripada tom pravcu ima tre¢u koordinatu jednakt
0.

3.2 Kleinov model

Disk D? moZemo promatrati kao skup toCaka za koje vrijedi ml + m2 < 1uravninizs =1uE3. ¢
obzirom na f, konika {F(X)|a?+ 22— 22 =0} projektivne ravnine je slika kruZnice

{(z1,22) | 23 + 22 = 1} u E?.



Slika 4: Konika u projektivnoj ravnini

Vrijede sljedece tvrdnje.

e [>] Uobi¢ajena projekcija (homogene koordinate) IT : R*\ {0} — P? bijektivno preslikava H? na
D2,

e [>] Za svaku to¢ku X iz vanjstine konike postoji par jedini¢nih prostorolikih vektora {ry, —ry}
takav da je F(Y) = F(-Y) = X. Obratno, svaki jedni¢ni prostoroliki vektor odreduje jednu
vanjsku tocku konike.

e [>] Tocka X pripada konici ako i samo ako je rx svjetloliki vektor.

e [>] Neka je p pravac ravnine HZ. Tada je IIp tetiva konike bez krajnjih tocaka.

e [>] Ako je p pravac ravnine Hz, onda je Ilp sadrzan u jedinstvenom pravcu p ravnine P2,
Pravci ravnine P? koji su sekante konike sadrze sliku pravaca ravnine H2.

Na taj nadin dobili smo disk u P? (ili E?) na kojem mozemo promatrati hiperboli¢ku ravninskt

geometriju. Hiperbolicku geometriju na disku uveo je Klein pa is toga disk definiran na ovaj nacir
zovemo Kleinov disk.

Teorem 9. Svake dvije razliite tocke Kleinovog modela odreduju jedinstveni pravac Kleinovoc
modela hiperboli¢ke ravnine.

Dokaz: Tvrdnja teorema proizlazi izravno iz prethodno navedenih tvrdnji i Teorema 4.

3.3 Odnos dvaju pravaca

Teorem 10. Neka su p i q pravci ravnine H? s jediniénim vektorima normale € i f te piq tetive
diska D? koje su slike pravca p i g s obzirom na projekciju II. Neka su p’' i q¢' pravci u P? koj
sadrZze p i q. Tada vrijedi:

(1) Pravci p i q se sijeku ako i samo ako se p' i ¢' sijeku u unutrasnjosti D?.

(2) Pravci p i q su paralelni ako i samo ako se p' i ¢' sijeku na rubu od D?.

(3) Pravci p i q su ultraparalelni ako i samo ako se p' i ¢ sijeku u vanjstini od D?.

Dokaz: Svakom pravcu p ravnine H? na jedinstven nadin pridruzen je pravac p u D?, odnosnc



pravac p' u P?. Dakle, dovoljno je provijeriti sijeku li se pravci p’ i ¢’ u unutradnjosti diska. Iz
uvjeta da se pravci p i q sijeku, prema Teoremu 6 oni se sijeku u jedinstvenoj tocki ciji radijvektor
je proporcionalan vektoru € X, f. Iz Definicije 5 znamo da je b(€ x; f, € X f) < 0, to odreduje

to¢ku u unutradnjosti D?.
Analogno se dokazuju i ostale tvrdnje.

C

Slika 5 prikazuje moguc¢e odnose dvaju pravaca Kleinovog modela i to redom: pravce koji se
sijeku, paralelne pravce te ultraparalelne pravce.

Slika 5: Odnos dvaju pravaca u Kleinovom modelu

Slika 6 prikazuje aksiom hiperbolicke geometrije u Kleinovom modelu hiperboli¢ke ravnine.

Slika 6: Aksiom hiperbolicke geometrije u Kleinovom modelu hiperboli¢ke ravnine



4 Model hiperbolicke ravnine na hemisferi

Uz Kleinov model, predstavit ¢emo model hiperbolicke ravnine na hemisferi dobiven na sljede¢
nadin.
(1) Neka je dana sfera Cije se srediste podudara sa srediStem diska ]Dz, a diji se ekvator poklapa
s rubom diska D?.
(2) Neka je p pravac koji sadrzi tocku A i okomit je na ekvatorijalnu ravninu.
(3) To¢ku u kojoj pravac p sije¢e gornju hemisferu oznac¢imo s A'.
Opisani postupak prikazan je na Slici 7.

| &

Slika 7: Veza tocke u Kleinovom modelu hiperboli¢ke ravnine i modelu hemisfere

Pridruzujuéi svakoj toc¢ki A Kleinovog modela toéku A’ na opisani nadin, zakljuujemo da se
hiperbolicka geometrija moZe promatrati na hemisferi. Kroz navedene korake opisana je
bijektivha korespondencija izmedu modela hemisfere i Kleinovog modela hiperbolicke ravnine, a ¢
time je uspostavljena i bijektivna korespondencija modela hemisfere i modela hiperboloida.

Pogledajmo sad kako izgledaju pravci u modelu_l'lemisfere. Neka je AB tetiva diska D?. Tada AE
predstavlja pravac u Kleinovom modelu. Tetivi AB jednoznacno odgovara polukruznica na gornjo;

hemisferi dobivena sjecistem ravnine okomite na ekvatorijalnu ravninu koja sadrzi tetivu AB
gornje hemisfere. Zakljucujemo, pravci hiperbolicke ravnine u modelu hemisfere su slike pravace
Kleinovog modela, odnosno polukruznice na gornjoj hemisferi (Slika 8).



Slika 8: Pravac u modelu hemisfere

Teorem 11. Svake dvije razliite tocke modela hemisfere hiperbolicke ravnine odredujt
jedinstveni pravac modela hemisfere hiperbolicke ravnine.

Dokaz: Neka su A i B dvije razli¢ite tocke modela hemisfere, odnosno dvije to¢ke na gornjo:
hemisferi. Tada postoje tocke AiB Kleinovog modela hiperbolicke ravnine takve da je A slike
tocke A’ i B slika tocke B'. Prema Teoremu 9, tocke A" i B' odreduju jedinstveni pravac Kleinovoc
godela. Slika tog pravca bit ¢e pravac modela hemisfere hiperboli¢ke ravnine koji sadrzi tocke A

C

4.1 Odnos dvaju pravaca

S obzirom na vezu izmedu pravaca Kleinovog modela i pravaca modela hemisfere mozemc
zakljuditi da ¢e se pravci u modelu hemisfere sjec¢i ako i samo ako su oni slike pravaca koji se
sijeku u Kleinovom modelu, a time slike pravca koji se sijeku i u H2. Analogno, dva pravca modelc
hemisfere bit ¢e paralelni ako i samo ako su oni slike paralelnih pravaca Kleinovog modela te ce
biti ultraparalelni ako i samo ako su oni slike ultraparalelnih pravaca. Na Slici 9 prikazani st
pravci modela hemisfere koji se sijeku, paralelni pravci te ultraparalelni pravci.
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Slika 9: Mogudi odnos dvaju pravaca u modelu hemisfere

Prikazimo situaciju opisanu aksiomom hiperbolicke geometrije i u ovom modelu (Slika 10).

Slika 10: Aksiom hiperbolicke geometrije u modelu hemisfere

5 Poincareov model hiperbolicke ravnine

5.1 Uvod

Definicija 12. Neka je S sfera sa sredistem u O. Neka je N bilo koja tocka sfere i Il ravnina koje
sadrzi tocku O i koja je okomita na pravac ON. Stereografska projekcija tocke N na ravninu 1II je
preslikavanje koje svaku tocku A, koja nije N, sa sfere preslika u tocku A’ dobivenu kao sjeciste
ravnine II j pravca N A.

Stereografska projekcija prikazana je na Slici 11.

Napomena: ukoliko promatramo stereografsku projekciju s jedinicne sfere cije je srediste L
ishodistu koordinatnog sustava, uobitajeno je za to¢ku N uzeti ili to¢ku (0,0, —1) (juzni pol) il
to¢ku (0,0,1) (sjeverni pol), a za ravninu II ravninu ¢ija je jednadzba z3 = 0 (ekvatorijalne
ravnina). Promatrat ¢emo stereografsku projekciju s obzirom na juzni pol.
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Slika 11: Stereografska projekcija

Stereografska projekcija transformira pravac i kruZnicu u pravac i kruznicu.

5.2 Poincareov model

Uz modele koje smo do sada naveli, predstavit ¢emo jos jedan vazan model hiperbolicke ravnine
"konstruiran” iz modela hemisfere na sljedeci nacin. Neka je tocka A tocka modela hemisfere (tj.
tocka na gornjoj polutki sfere Cije se srediSte podudara sa podudara sa srediStem diska ]D>2, a ¢ij
se ekvator poklapa s rubom diska ]D)z). Tocki A na jedinstven je nacin stereografskom projekcijorr
pridruzena to¢ka A’. Opisani postupak prikazan je na Slici 12.
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Slika 12: Veza tocke u modelu hemisfere i Poincareovom modelu hiperbolicke ravnine

Pridruzujuci svakoj tocki A modela hemisfere tocku A’ na opisani nacin dobivamo transformacijt
ekvatorijalnog diska. Model hiperboli¢ke ravnine dobiven na ovaj nacin zove se Poincareov mode
diska.

Pogledajmo sad kako izgledaju pravci u Poincareovom modelu hiperbolicke ravnine. Neka je AE
polukruznica na gornjoj hemisferi. Tada AB predstavlja pravac u modelu hemisfere. Stereografske
projekcija te polukruznice s obzirom na juzni pol sfere na ekvatorijalnu ravninu je luk kruznice
okomite na rub diska. ZakljuCujemo, pravci hiperbolicke ravnine u Poincareovom modelu su slike
pravaca modela hemisfere, odnosno lukovi kruznica okomitih na rub diska (Slika 13).



Slika 13: Pravac u Poincareovom modelu hiperboli¢ke ravnine

Napomenimo, ukoliko je pravac modela hemisfere polukruznica maksimalnog promjera (promjere
sfere), tada je njegova slika, pravac u Poincareovom modelu, promjer diska.

Teorem 13. Svake dvije razliCite tocke Poincareovog modela hiperbolicke ravnine odredujt
jedinstveni pravac Poincareovog modela hiperbolicke ravnine.

Dokaz: Neka su A i B dvije razli¢ite to¢ke Poincareovog modela hiperboli¢ke ravnine. Tada postoje
tocke A’ i B' modela hemisfere takve da je A slika tocke A’ i B slika to¢ke B'. Prema Teoremt
11, tocke A’ i B' odreduju jedinstveni pravac modela hemisfere. Slika tog pravca bit ¢e pravac
Poincareovog modela hiperboli¢ke ravnine koji sadrzi tocke A i B.

C

5.3 Odnos dvaju pravaca

S obzirom na stereografsku projekciju i vezu izmedu pravaca modela hemisfere i pravace
Poincareovog modela, mozemo zakljuciti da ¢e se pravci u Poincareovom modelu hiperbolicke
ravnine sjeci ako i samo ako su oni slike pravaca koji se sijeku u modelu hemisfere, samim time
slike pravaca koji se sijeku u Kleinovom modelu, a time i slike pravaca koji se sijeku u H?,
Analogno, dva pravca u Poincareovom modelu bit ¢e paralelni ako i samo ako su oni slike
paralelnih pravaca modela hemisfere te ¢e biti ultraparalelni ako i samo ako su oni slike
ultraparalelnih pravaca. Na Slici 14 prikazani su pravci u Poincareovom modelu koji se sijeku,
paralelni pravci te ultraparalelni pravci.



Slika 14: Mogudi odnos dvaju pravaca u Poincareovom modelu

Prikazimo situaciju opisanu aksiomom hiperbolicke geometrije i u Poincareovom modelu (Slika
15).

Slika 15: Aksiom hiperbolicke geometrije u Poincareovom modelu hiperboli¢ke ravnine

6 Model gornje poluravnine

6.1 Uvod



Definicija 14. Preslikavanje f : C — C dano formulom

az+b
cz+d’

f(z) =

gdje su a,b, c,d € C takvi da je ad — bc # 0, zovemo linearno-racionalnim preslikavanjem.

Linearno-racionalne transformacije preslikavaju kruznicu ili pravac u kruznicu ili pravac.

6.2 Model ravnine

Osim s Kleinovim modelom, modelom hemisfere i Poincareovim modelom, upoznat ¢emo se s jos
jednim modelom hiperbolicke ravnine. Poincareov model gornje poluravnine, zvan i samo mode
gornje poluravnine, moze se dobiti pomocu linearno-racionalne transformacije koja preslikave
Poincareov disk na gornju poluravninu kompleksne ravnine koja sadrzi taj disk:

H={z+iyecC|y>0}.

. 142

Preslikavanje f : C — C, z — w =i — zadovoljava navedeno svojstvo.
Zaista,
1 1 (1 142 1— |2
Imw:Re< +Z):— +Z+ +f :—||.
1—2 2 1—2 1—2 |1—Z|2

Stoga je Imw > 0 ako i samo ako je |z| < 1. Za granicu (rub) ovog modela uzimamo pravac
Imw=0.

Znamo da linearno-racionalne transformacije preslikavaju pravac u pravac ili kruznicu pa ce
pravac u modelu gornje poluravnine biti slika pravca Poincareovog modela (diska).

Postoje dva tipa pravca u modelu gornje poluravnine. Prvi je presjek H s pravcem kompleksne
ravnine okomitim na realnu os u C. Drugi tip pravca je presjek H s kruznicom kompleksne
ravnine kojoj srediste pripada realnoj osi. Na slikama 16 i 17 prikazani su pravci Poincareovoc
modela hiperbolicke ravnine (kao slike pravaca modela hemisfere) i njihove slike s obzirom ne
danu linearno-racionalnu transformaciju, pravci u modelu gornje poluravnine.

Slika 16: Prvi tip pravca u modelu gornje poluravnine



Slika 17: Drugi tip pravca u modelu gornje poluravnine

Teorem 15. Za svake dvije razliCite tocke P i QQ u H postoji jedinstveni pravac u H koji ih sadrZzi.

Dokaz: Dokazimo egzistenciju. Pretpostavimo prvo da je Re(P) = Re(Q). Tada postoji pravac L
kompleksne ravnine definiran kao L = {z € C | Re(P) = Re(Q)} koji je okomit na realnu os
kompleksne ravnine i koji sadrzi tocke P i Q. Tada je [ = H N L pravac u H koji sadrzi tocke P
Q. Pretpostavimo sada da je Re(P) # Re(Q). Kako pravac kompleksne ravnine koji sadrzi P i )
nije okomit na realnu os, trebamo konstruirati kruznicu kompleksne ravnine kojoj srediste pripade
realnoj osi i koja sadrzi tocke P i (). Neka je L,, duzina kompleksne ravnine Cije su krajnje tocke
P i Q ineka je k simetrala duZine L,,. Tada k sadrzi srediste svake kruZnice kompleksne ravnine
koja sadrzi tocke P i Q. Kako P i ) imaju razli¢ite realne dijelove, k nije paralelna s realnom os
pa slijedi da k sijece realnu os u jedinstvenoj tocki C. Neka je A kruznica kompleksne ravnine Cije
srediste je toc¢ka C, a Ciji polumjer je |P — C|. Tada A sadrzi to¢ku P. Kako k sadrzi to¢ku C,
|C — P| = |C — Q| pa slijedi da A sadrzi to¢ku @Q. Tada je I = ANH pravac modela gornje
poluravnine koji sadrzi tocke P i @. Jedinstvenost pravca [ slijedi iz jedinstvenosti L i A L
kompleksnoj ravnini. Time je ovaj teorem dokazan.

6.3 Odnos dvaju pravaca

Kao i kod ostalih modela hiperbolicke ravnine, postoje tri moguca odnosa dvaju pravaca.

e [>] Dva se pravca modela gornje poluravnine sijeku ako se u H sijeku kruznice (pravci) koji ih
predstavljalju. Takoder, dva pravca modela gornje poluravnine koja se sijeku slika su pravaca
Poincareovog modela diska koji se sijeku (a time i slika pravaca koji se sijeku u modelu
hemisfere, Kleinovom modelu te u Hz).

e [>] Dva su pravca modela gornje poluravnine paralelna ako se sijeku na rubu od H. Takoder,
paralelni pravci modela gornje poluravnine slika su paralelnih pravaca Poincareovog modela.

e [>] Dva su pravca modela gornje poluravnine ultraparalelna ako nemaju zajednickih tocaka u
H niti na rubu od H. Takoder, ultraparalelni pravci modela gornje poluravnine slika su
ultraparalelnih pravaca Poincareovog modela.

Na Slici 18. prikazani su pravci u modelu gornje poluravnine koji se sijeku, paralelni te
ultraparalelni pravci.
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Slika 18: Odnos dvaju pravaca u modelu gornje poluravnine




Prikazimo aksiom hiperbolicke geometrije u modelu gornje poluravnine (Slika 19).

Slika 19: Aksiom hiperbolicke geometrije u modelu gornje poluravnine
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