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U clanku [1] opisan je problem jednostavne razdiobe ulaganja uz razmatranje nekoliko
ilustrativnih primjera rjeSavanja toga problema. U njemu smo razmatrali problem razdiobe
odredene velicine na odredene kategorije prema odredenim uvjetima, pri ¢emu su sve kategorije
bile medusobno ravnopravne, tj. niti jedna od njih nije bila preferirana u odnosu na bilo koju
drugu. Stoga su komponente vrijednosti optimalnoga rjeSenja prakticki bile zavisne samo o
pripadnim koeficijentima u funkciji cilja, te o kona¢nim podskupovima skupa nenegativnih cijelih
brojeva koji su bili definirani prema tzv. prirodnim uvjetima.

U ovom ¢emo Clanku razmatrati odabrane primjene problema sloZzene razdiobe ulaganja i nacin
njihovih rjesavanja primjenom metoda i tehnika dinamickoga programiranja. Problem sloZzene
razdiobe ulaganja predstavlja svojevrsno poopcenje problema jednostavne razdiobe ulaganja.
Temeljna razlika u odnosu na problem jednostavne razdiobe ulaganja jest sto je svakoj pojedinoj
kategoriji (npr. gospodarskoj grani, tvrtki, odjelu unutar iste tvrtke i sl.) pridruzen tzv. teZinski
koeficijent. To konkretno znaci da pri razdiobi ukupnoga novcanog iznosa na odredene kategorije
te kategorije nisu medusobno ravnopravne, nego rangirane prema nekom kriteriju. Pritom ne
nuzno postoji jedinstvena najbolje rangirana kategorija i/ili jedinstvena najslabije rangirana
kategorija. Toc¢nije, pretpostavljamo da postoje barem dvije kategorije s razli¢itim rangovima jer
se u suprotnom problem sloZzene razdiobe ulaganja svodi na problem jednostavne razdiobe
ulaganja. (Ekvivalentno, mozemo reci da su u problemu jednostavne razdiobe ulaganja teZinski
koeficijenti unimorfno raspodijeljeni, dok su u problemu sloZzene razdiobe ulaganja prilagodeni.)

U rjesavanju problema sloZzene razdiobe ulaganja takoder je pogodno primijeniti iste metode i
tehnike dinamickoga programiranja koje se primjenjuju u rjeSavanju problema jednostavne
razdiobe ulaganja, ali uz neke neznatne preinake. Stoga su problem jednostavne razdiobe
ulaganja i problem sloZzene razdiobe ulaganja primjeri razlicitih klasa problema koji se rjeSavaju
istim matematickim metodama i tehnikama. Te se klase smatraju razliCitima (preciznije,
neizomorfnima) zbog ve¢ spomenutog rangiranja kategorija. Slicne primjere razlic¢itih klasa
problema koji se rjeSavaju istim metodama susrecemo vec i u srednjoj skoli: npr. sustav jedne
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice i jedne kvadratne jednadzbe s dvije nepoznanice
najprikladnije je rijesiti metodom zamjene (supstitucije), a ista se metoda - kako nam je dobro
poznato jos iz osnovne Skole - primjenjuje i npr. u rjeSavanju sustava dviju linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice.



Odmah istaknimo uobicajenu ,zamku" vezanu uz spomenuto rangiranje kategorija. Naime, posve
se pogresno smatra da kategorija s boljim rangom (tj. s ve¢im teZinskim koeficijentom) nuzno
ima i vecu optimalnu vrijednost. Kako ¢emo vidjeti u Primjeru 1., (naj)bolje rangirana kategorija
uopce se ne mora pojaviti u optimalnom rjesenju. U Primjeru 2. vidjet ¢emo da se u optimalnom
planu pojavljuju vrijednosti pridruzene najboljoj i najslabije rangiranoj kategoriji, dok se srednje
rangirana kategorija uop¢e ne pojavljuje u tom planu. Slobodno mozemo reéi da optimalna
vrijednost pridruZzena pojedinoj kategoriji zavisi o pripadnom koeficijentu u funkciji cilja i o
pripadnom tezinskom koeficijentu.

Tezinski koeficijenti u pravilu su unaprijed zadane strogo pozitivne realne konstante. Medutim,
oni mogu biti zadani i kao funkcije. U Primjeru 3. tezinski koeficijent pridruzen jednoj kategoriji
zadan je upravo na taj nadin, tj. kao tabli¢no definirana funkcija. U Primjerima 4. i 5. vidjet ¢emo
kako nam tezinski koeficijenti mogu bitno ,smanjiti*, odnosno ,povecati* skupove nenegativnih
cijelih brojeva koji su odredeni tzv. prirodnim uvjetima koje moraju zadovoljavati vrijednosti
pojedine varijable u matematickom modelu. Takve ,promjene" nisu karakteristicne za problem
jednostavne razdiobe ulaganja, pa je to joS jedna od vaznih sustinskih razlika ovih dviju klasa
problema.

Kad god to bude moguce, isti primjer rijesSit cemo i analiticki i pomocu racunalnoga programa
WinQSB [1]. U gotovo svim primjerima (osim Primjera 3.) provest ¢emo i dodatnu sto-ako
analizu u kojoj ¢emo - koristeéi navedeni racunalni program - ispitati osjetljivost optimalnoga
rjeSenja u odnosu na promjene pocetnih uvjeta na pojedine komponente. Ta se analiza Cesto rabi
prigodom rjesavanja problema iz gospodarske i tehniCke prakse jer stjecajem razliCitih okolnosti
moze dodi do naknadnih promjena pocetnih uvjeta.

Standardno oznacavamo:

[n] :={1, 2, ..., n} = skup prvih n prirodnih brojeva;
[n]o :=40, 1, .., n} - skup prvih n + 1 elemenata skupa Ng := {0, 1, 2, ... }.

Primjer 1. [2], a montazom jednog objekta tipa B ostvaruje se dobit od 12 n.j. Pri montazi
obaju tipova objekata koristi se posebna oprema dCiji je ukupni raspoloZivi kapacitet 10 komada.
Za montazu jednoga objekta tipa A potrebna su 2 komada, a za montazu jednog objekta tipa B 3
komada te opreme. Tvrtka Muljazi¢ - gradnja d.o.o. Zeli ostvariti maksimalnu dobit istodobnom
montazom objekata obaju navedenih tipova, pri ¢emu je dopusteno da pojedini tip objekta uopce
ne bude montiran i da ne bude koristena sva raspoloZiva posebna oprema.

a) Odredimo matematic¢ki model promatranoga problema.
b) Nadimo optimalan plan montaZe.

¢) Ispitajmo kako na optimalan plan montaze utjeCe poseban ugovor kojim se tvrtka obvezuje da ¢e
montirati najmanje jedan, a najvise tri objekta tipa A.

Matematicki model: Ovaj primjer pripada u op¢i problem razdiobe ulaganja jer dijelimo ukupan
raspolozivi kapacitet dodatne opreme na dva dijela prema odredenim kriterijima i uz ostvaraj
odredenoga cilja (maksimizacije ukupne dobiti). Ozna¢imo s x] ukupan broj objekata tipa A, a s x2
ukupan broj objekata tipa B koje ¢e tvrtka montirati. Ukupna dobit od montaze jednoga objekta tipa A

iznosi 8 n.j., pa ukupna dobit od montaZe x| objekata tipa A iznosi 8 - x1 n.j. Analogno, ukupna dobit



od montaZe x» objekata tipa B iznosi 12 - xp. Prema tome, ukupna dobit koja se dobije montazom
obaju tipova objekata iznosi:

f(x1,x2)=8-x1 + 12 - x2.

Nadalje, ako za montazu jednog objekta tipa A tvrtka treba dva komada posebne opreme, onda
za istodobnu montazu x; objekata tipa A tvrtka treba 2 - x1 komada posebne opreme. Potpuno

analogno, za istodobnu montaZzu x objekata tipa B potrebno je 3 - x2 komada posebne opreme. Buduci

da ukupan broj komada posebne opreme ne smije premasiti raspoloZivi kapacitet, mora vrijediti
nejednakost

2-x1 +3-x2<10.

Prema prirodi postavljenoga problema, x1 i x2 moraju biti nenegativni cijeli brojevi, jer broj
montiranih komada ne mozZe biti niti decimalan broj niti negativan broj, tj.

xi€Nog,zai=1,2.

Dakle, trazeni matematicki model je:

maksimizirati f(x1, x2) =8 - x1 + 12 - x2
pod uvjetima

2-x1 +3-x<10

xi€Nog,zai=1,2.

Napomena 1. U prvom od navedenih dvaju uvjeta prirodni brojevi 2 i 3 su ranije spomenuti teZinski
koeficijenti. Iz tog uvjeta moZemo ,,ocitati" da su objekti tipa B ,,vrjedniji" prema kriteriju potrebne
dodatne opreme jer je za montazu jednoga od njih potrebno viSe dodatne opreme nego za montazu
jednoga objekta tipa A. Da za jedan objekt svakoga od spomenutih dvaju tipova treba jednaka koli¢ina
dodatne opreme, oba bi tipa objekata imala jednaki rang i problem bismo mogli svesti na problem
jednostavne razdiobe ulaganja.

Napomena 2. Drugi uvjet moZemo zamijeniti stroZijim uvjetima: x2 € [5]o, x2 € [3]o jer je iz prirode
razmatranoga problema razvidno da ukupan broj montiranih objekata tipa A ne moZe biti strogo veci
od 5, dok ukupan broj montiranih objekata tipa B ne moZe biti strogo veci od 3. (Navedene rezultate
formalno dobijemo rjeSavaju¢i nejednadzbe 2-27 <10 1 3-z2 <10 u skupu Np.) Takvo
»postrozenje* uvjeta vrlo je korisno za analitiCko rjeSavanje zadatka, dok za rjeSavanje zadatka
pomocu racunalnoga programa WinQSB formalno nije nuZno, ali je korisno radi ,,ubrzanja“ rada
programa.



Analiticko rjesenje: Stavimo S = [10]o, pa za svaki s € S raCunajmo vrijednosti funkcija

f1(5) = maxo<z.q,<s (8 - @1) = maXy<g << (8- 1)

f2(s) = maxg<g.z,<s[12- 3 + f1(s — 3 - x2)] = Maxy g, [12- 23 + fi(s — 3 - x3)]

Prva funkcija racuna optimalnu dobit u slu¢aju kad se sva raspoloziva posebna oprema koristi
iskljuCivo za montiranje objekata tipa A, a druga funkcija raCuna optimalnu dobit kad se sva
raspoloziva posebna oprema koristi za montazu obaju tipova objekata. Bududi da je dozvoljeno
ne iskoristiti svu raspolozivu posebnu opremu, racunaju se vrijednosti obiju funkcija za svaki s €

[10]o.

Vrijednosti navedenih funkcija racunamo potpuno analogno kao i u problemima jednostavne
razdiobe ulaganja (vidjeti [1], [3], [4] ili [7]). Pripadnu optimalnu vrijednost varijable xi
oznacavamo uobicajeno s xj. Radi ilustracije postupka, navodimo izracun vrijednosti f1(9) i

f1(10) :

f1(9) = maxp<o.z,<9(8-21) = maxogmgg (8-x1) = (u segmentu [0, %] nalazi se tofno pet
cjelobrojnih vrijednosti: 0, 1, 2, 3i4) = max {8 -0,8-1,8-2,8-3,8 -4} = 32 (pripadna
optimalna vrijednost varijable x1 iznosi z7 = 4);

f1(10) = maxg<g.z,<10 (8 - 1) = maxg<y,<5(8-x1)=max {8§-0,8-1,8-2,8-3,8-4,8-5}= 40

(pripadna optimalna vrijednost varijable x| iznosi zj = 5).

Izra¢unom svih 11 vrijednosti funkcije f1 dobivamo sljedecu tablicu:

s |of1|2]3]4 |5 1|6 |7 |8 |9 |10
fls) |00 |8[8]16|16 |24 |24 |32[32]40

$I00112233445

Tablica 1. Vrijednosti funkcije f1

U sljede¢em koraku za svaki s I S radunamo vrijednosti funkcije f2(s) koriste¢i Tablicu 1. Pripadnu
optimalnu vrijednost varijable x2 ozna¢avamo s 3. Radi ilustracije postupka, navodimo izracun f2(9) 1

f2(10):

f209) = maxp<3.z,<9[12 - 2 + f1(9 — 3 - x2)] = maxg<y,<3[12- 23 + f1(9 — 3 - z2)E max {12 -0 +

f19-3-0),12-1+/1(9-3-1),12-2+f1(9-3-2),12-3+f1(9-3 - 3)} = max {0 + f1(9), 12
+ f1(6), 24 + f1(3), 36 + f1(0)} = max {0 + 32, 12 + 24, 24 + 8, 36 + 0} = 36 (pripadne
optimalne vrijednosti varijable x2 su (x3), = 11 (z}), = 3);

f2(10) = ImMaxp<3.z,<10 [12 - Ty + fl(l() -3 1132)] = maxogngg [12 - L9 + fl(l() -3 1132)] = (11

segmentu [0, 1—30] nalaze se Cetiri cjelobrojne vrijednosti: 0, 1,2 13) =max {12 -0+ f1(10-3-0), 12 -



1+f1(10-3-1),12- 2+ f1(10-3 - 2), 12 - 3 + f1(10 -3 - 3)} = max {0 + f1(10), 12 + f1(7), 24 +
f1(4), 36 + f1(1)} = max {0 + 40, 12 + 16, 24 + 16, 36 + 0} = 40 (pripadne optimalne vrijednosti
varijable x2 su (23),;= 01 (3),=2).

Izracunom svih 11 vrijednosti funkcije f> dobivamo sljedecu tablicu:

s O[1[2]3 [4 |5 |6 7 |8 9 10
) 1008 12]16|20 |24 28 | 32 36 40

:1:5 0({ojo|1 {0 |1 [0ih2|1 |O0ii2|1ii3|0ili2

Tablica 2. Vrijednosti funkcije 2

Dakle, optimalna dobit iznosi f2(10) = 40 n.j. i postize se za x3 = 0 ili ¢} = 2. Stoga postoje dva
moguca optimalna plana montaze:

Plan 1. x; = 0 znaci da se ne predvida montaZa niti jednog objekta tipa B. Pripadna optimalna

vrijednost funkcije f1 je f1(10 — 3 - 0) = f1(10) = 40, a postize se za ] = 5. Prema tome, treba
montirati tocno pet objekata tipa A.

Plan 2. x5 = 2 znaci da treba montirati dva objekta tipa B. Pripadna optimalna vrijednost funkcije f1 je

f1(10 = 3 - 2) = f1(4) = 16, a postize se za 7 = 2. U ovom slucaju, dakle, treba montirati po dva
objekta svakoga tipa.

Analiza osjetljivosti rjeSenja na dodatan uvjet: Cinjenicu da prema posebnom ugovoru tvrtka treba
montirati najmanje jedan, a najvisSe tri objekta tipa A, moZemo zapisati u obliku nejednakosti:

Mozemo ocekivati da ¢emo kao optimalno rjesenje dobiti Plan 2. jer dobiveno optimalno rjesenje
iz toga plana zadovoljava gornji dodatni uvjet. U ovom sluc¢aju Tablica 1. izgleda ovako:

s |of1|2]3]4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
fl(s) |00 |8[8]16|16|24 |24 |24 |24 |24

:I:T00112233333

Tablica 3. Vrijednosti funkcije f1 uz dodatan uvjet

U odnosu na prvotno analiticko rjesenje, tj. Tablicu 1., rezultati se mijenjaju jedino za s € {8, 9,
10}, pa se dodatnim izracunom vrijednosti funkcije f2 za te vrijednosti varijable s dobiva:



s 01|23 (4 |5 |6 7 18 19 10
f2(s) 010|812 (16|20 |24 28 13236 40

x; 00101 (O |1 [O0ii2|1 |2 |1ii3 |2

Tablica 4. Vrijednosti funkcije f> uz dodatan uvjet.

Prema oCekivanju, dobili smo x} = x5 = 2, tj. Plan 2.

Rjesenje pomocu programa WinQSB: Problem sloZene razdiobe ulaganja svodi se na ogranicen
cjelobrojni problem naprtnjace [3], u kojem je koliCina svakog predmeta ograni¢ena nekom
cjelobrojnom vrijednosti. Ukratko podsjetimo na formulaciju toga problema:

Lopov ima naprtnjacu Cija je najve¢a dopustena nosivost M kg. 1z trgovine moze ukrasti n; komada
namirnice Nj ¢ija je masa m1, n2 komada namirnice N3 €ija je masa m itd. [4] Za svaki i € [n] neka su
x; 1 v; redom broj, odnosno vrijednost [5] ukradenih komada namirnice N;. Kako napuniti naprtnjacu
da ukupna masa svih ukradenih namirnica ne bude ve¢a od M kg i da ukupna vrijednost svih ukradenih
namirnica bude §to veca? [6]

Promatrani problem naprtnjace moZemo opisati sljede¢im matematickim modelom:

n
maksimizirati f(z1,...,2,) = Y, v; * T
i=1
pod uvjetima
n
=1

z; € {0,...,n;}, zasvakii € [n].

Iz matematickoga modela Primjera 1., te Napomena 1. 1 2., slijedi da su problem iz Primjera 1. i
ograniCeni cjelobrojni problem naprtnjac¢e medusobno izomorfni problemi [7]. Konkretno, u Primjeru
1. ,,ulogu’ namirnica N1 i N2 imaju objekti tipa A 1 B, ,,ulogu‘ masa namirnica imaju komadi posebne
opreme potrebni za montazu jednoga objekta, dok ,,ulogu‘ vrijednosti namirnica imaju ukupne dobiti
od montaze objekata. Lako se vidi da se matematicki model Primjera 1. dobije tako da se u gornji
model problema naprtnjace uvrstii =2, m; =2, mp=3,M=10,vi=8,v2=12,n1 =51n2=3.

Pokrenimo potprogram DP programa WinQSB. Lijevom tipkom misa kliknimo na izbornik File i
odaberimo opciju New Problem. U dobivenom dijaloskom okviru lijevom tipkom misa kliknimo na
kruzi¢ pored natpisa Knapsack Problem, pa u pravokutnik pored natpisa Problem Title upiSimo
Primjer 1, a u pravokutnik pored natpisa Number of Items upiSimo 2 (jer imamo dva tipa
objekata). Dobivamo Sliku 1.



Slika 1. Unos naziva i broja objekata u Primjeru 1.
Lijevom tipkom misa kliknimo na OK. U sljede¢em koraku unosimo ulazne podatke:

— u drugi stupac (Item Identification) upisujemo nazive tipova objekata: A i B;

— u tre¢i stupac (Units Available) trebali bismo upisati koliko nam je maksimalno objekata kojega
tipa na raspolaganju, ali te brojeve ne znamo. Sukladno Napomeni 2, rijeSimo nejednadzbe
2.2 <1013 29 < 10u skupu No, pa dobivamo z; < 5 1 x3 < 3. To znaci da ne moZemo
montirati viSe od 5 objekata tipa A i viSe od 3 objekta tipa B, pa u ovaj stupac upisujemo 5 i 3.

—u Cetvrti stupac (Unit Capacity Required) upisujemo teZinske koeficijente koji mnoZe veli¢ine x|
1x2 u uvjetu iz matemati¢koga modela. To su brojevi 2 i 3, pa u Cetvrti stupac upisujemo redom
21i3.

— u peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upisujemo komponente funkcije cilja koje
odgovaraju svakom pojedinom objektu, a to je zapravo dobit od montaZze svakoga pojedinog
objekta. Dakle, upisujemo redom: 8*X i 12*X.

— u posljednji redak (Capacity=) upisujemo kapacitet raspoloZive opreme, tj. 10.

Ovime je unos ulaznih podataka zavrsen. Dobivamo Sliku 2.

o — !
Slika 2. Unos ulaznih podataka u Primjeru 1.




Lijevom tipkom misa kliknimo na izbornik Solve and Analyze, pa odaberimo opciju Solve the
Problem. Dobivamo Sliku 3.

5 Dyynamic Programming - [Sohason for Frimjer 1: Knapisch Problem] i
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Slika 3. Izlazni podatci u Primjeru 1.

Iz tre¢ega stupca dobivene tablice (Decision Quantity (X)) ocitavamo optimalan plan montaze:
treba montirati po dva objekta svakoga tipa. Dakle, rijeC je o Planu 2. dobivenom u analitickom
rjesenju.

Napomena 3. Plan 1. dobiven analitickim rjeSenjem nije moguce dobiti pomoc¢u potprograma DP.
Naime, iako taj potprogram dopusta mogucnost tzv. sto—ako analize (engl.: What-If Analysis) u kojoj
se unaprijed moze zadati optimalna vrijednost jedne od varijabli, nije dopusten unos nule kao
optimalne vrijednosti bilo koje varijable, pa nije moguce dobiti Plan 1.

Primjer 2. Tvrtka Muljarevi¢—gradnja d.o.o. istodobno treba montirati tri tipa objekata: Ay, A2 1 A3.
Pri montazi svih tipova objekata koristi se posebna oprema ¢iji je ukupni kapacitet 18 komada.
Osnovni podaci o broju potrebnih komada posebne opreme i dobiti za izradu svakoga pojedinog tipa
opreme navedeni su u Tablici 5.

tip broj potrebnih | neto—dobit
objekta | komada opreme | [n.j./objekt]

Al 4 8
A2 6 12
A3 3 10

Tablica 5. Ulazni podatci za Primjer 2.

Odlukom uprave tvrtke dopustena je istodobna montaza najvise tri objekta tipa A1 i pet objekata
tipa As. Dopusteno je da pojedini tip objekta ne bude montiran, te da ne bude iskoriStena sva
posebna oprema. Treba napraviti optimalan plan montaze tako da ukupna ostvarena neto-dobit
bude maksimalna.



a) Odredimo matemati¢ki model promatranoga problema.

b) Nadimo optimalan plan montaZze.

Matematicki model: Za svaki i € [3] neka je x; broj objekata tipa A; koji ¢e biti montirani. Tada ukupna
dobit od montaze objekata tipa Aj iznosi 8 - x1 n.j., ukupna dobit od montaZe objekata tipa A2 12 - x2

n.j., a ukupna dobit od montaze objekata tipa A3 10 - x3 n.j. Stoga ukupna dobit od montaZe svih triju
tipova objekata iznosi:

fx1,x2,x3)=8 - x1 + 12 - x2 + 10 - x3.

Za montazu x; objekata tipa A; potrebno je ukupno 4 - x| komada posebne opreme, za montazu x2
objekata tipa A potrebno je ukupno 6 - x2 komada posebne opreme, a za montazu x3 objekata tipa A3

potrebno je ukupno 3 - x3 komada posebne opreme. Buduc¢i da ukupan broj potrebnih komada posebne
opreme ne moze premasiti ukupan kapacitet posebne opreme, mora vrijediti nejednakost:

4-21 +6-29+3-23 <18

Nadalje, budud¢i da je istodobno mogucée montirati najviSe tri objekta tipa A; i najviSe pet
objekata tipa A3, moraju vrijediti nejednakosti:

x1 € [3]o, x3 € [5]o.

Primijetimo da zbog cjelobrojnosti i nenegativnosti vrijednosti varijable x; iz nejednakosti 4 .

X1+ 6-x2+ 3 - x3\leql8 slijedi x2\in [3]p. Prema tome, traZeni matemati¢ki model je:

maksimizirati f(x1, x2, x3) =8 - x1+ 12 - x2 + 10 - x3

pod uvjetima
4-21+6-29+3-23 <18

x1, x2 € [3]o,

x3 € [S]o.

Analiticko rjesenje: Stavimo S = [18]o, pa za svaki s € S raCunajmo vrijednosti sljedecih funkcija:

§) = maxg<4. 8- x1) = max
B =

f20s) = maxooggggs [12 29 + fi(s —6-22)] = mau)cogzzgmin{%’3

3}(8 . .’L‘l)

}[12-332 + f1(s—6-z)]



f3(s) = maxo<s.zy<s [10 - 3 + fo(s — 3 - z3)] = max {3 5}[1() cx3 + fo(s — 3 - xz2)]

0<23<5 0<x3<min 5

Funkcija fi raCuna optimalnu neto-dobit ako se s komada posebne opreme koristi iskljucivo za
montazu objekata tipa Aj. Funkcija f> racuna optimalnu neto-dobit ako se s komada posebne
opreme koristi isklju¢ivo za montazu objekata tipa A; i A,. Funkcija f3 racuna optimalnu
neto-dobit ukoliko se s komada opreme koristi za montazu svih triju tipova objekata.

U prvom koraku dobivamo Tablicu 6.

s O[1[2(3]4]|5]6]|7]|8 (9 10|11 [12]13|14|15]|16([ 17|18
f1(s)|0]10|10|0|8|8|8|8|16|16|16]|16 (24|24 |24 |24|24 (24|24

J?I0000111122223333333

Tablica 6. Vrijednosti funkcije f1 u Primjeru 2.

u drugom koraku Tablicu 7.

s O[1[2]|3]4]|5]6 (7 |8 |9 [10]11 |12 [13 |14 |15]|16(| 17|18
0601010108812 |12]16|16[20]|20 (24 |24 |28 (28 |32|32]36

:1:;0000001100110,20,211221,3

Tablica 7. Vrijednosti funkcije f2 u Primjeru 2.

a u tre¢em koraku Tablicu 8.

s 10123 (4 [5 |6 |7 |8 [9 [10[11]|12]|13|14|15|16]| 17|18
0{0|10{10(10]|20]20{20(30|30]|30|40|40|40|50]|50]|50]52

f3(s)
x§0001112223334445554

Tablica 8. Vrijednosti funkcije f3 u Primjeru 2.

Prema tome, optimalna dobit je f3(18) = 52 n.j. i postize se za z3 = 4, Sto znadi da treba
montirati ukupno Cetiri objekta tipa As. Pripadna optimalna vrijednost funkcije f> je (18 - 3 - 4)
= f2(6) = 12 koja se postize za x5 = 1, pa treba montirati jedan objekt tipa A2. Napokon, pripadna
optimalna vrijednost funkcije f1 je f1(6 — 6 - 1) = f1(0) = 0 i postize se za \(x_1"* = 0\), pa ne treba

montirati niti jedan objekt tipa Aj. Dakle, optimalan plan montaze je montirati jedan objekt tipa A2
i Cetiri objekta tipa A3 uz maksimalnu neto—dobit 52 n.j.



Rjesenje pomocu programa WinQSB: Navodimo samo ulazne parametre prema kojima se rjesSenje
ovoga problema razlikuje od rjeSenja Primjera 1.:

—  Problem Title: Primjer 2
—  Number of Items: 3
Item Identification: Al, A2, A3
- Units Available: 3, 3, 5 (jer se mogu montirati najvise tri objekta tipa A1, odnosno tipa A2 i
najvise pet objekata tipa A3)

Unit Capacity Required: 4, 6, 3

Return Function (X: Item ID): 8*X, 12*X, 10*X
—  Capacity = 18

Rjesavanjem problema u drugom stupcu (Decision Quantity) dobivamo vrijednosti 0, 1 i 4, pa
,0Citavamo" da treba montirati tocno jedan objekt tipa A, i Cetiri objekta tipa Asz. Ukupna
optimalna dobit od montaze svih triju objekata (Total Return Value) iznosi 52 n.j.

Napomena 5: U ovome je sluCaju zgodno provesti §to — ako analizu, pa npr. istraziti kako ¢e se
promijeniti optimalni plan odlu¢imo li montirati to¢no jedan objekt tipa Aj. U tu svrhu iskoristimo
rezultat dobiven programom WinQSB. Kliknemo lijevom tipkom miSa na ikonicu What If, pa u
presjeku retka A/ 1 stupca Preset Decision upiSimo 1. Ovim smo zapravo unaprijed definirali odluku
da Zelimo montirati to¢no jedan objekt tipa Aj.[8] Iz tablice na desnoj strani toga okvira ,,o¢itamo" da,
uz navedeni dodatni uvjet, treba montirati jedan objekt tipa A; i Cetiri objekta tipa A;. Dakle,
postavljanje dodatnoga uvjeta izazvalo je smanjenje optimalne vrijednosti varijable x,, a nije utjecalo
na optimalnu vrijednost varijable x;.

Primjer 3. Brodom treba prevesti dvije vrste robe: A i B. Dobit po jednom komadu robe A iznosi 40
n.j., a dobit po jednom komadu robe B 60 n.j. Jedan komad robe B zauzima pet kub. jed.brodskoga
prostora [9]. Roba A zauzima brodski prostor u zavisnosti o koli¢ini utovarene robe prema Tablici 9.:

kolicina robe A 011123 |4 |5 |6
[kom.]

potreban obujam brodskoga prostora 0158|1012 ]15]18
[kub. jed.]

Tablica 9. Zavisnost obujma brodskoga prostora o koli¢ini utovarene robe A

Obujam dijela broda namijenjenog za prijevoz robe iznosi 20 kub. jed. Komadi obiju vrsta robe
su nedjeljivi. Moguce je ne prevesti niti jedan komad pojedine vrste robe, te ne iskoristiti sav
obujam dijela broda namijenjenog za prijevoz robe. Treba napraviti optimalan plan utovara robe
A i B tako da se ostvari maksimalna dobit.

a) Odredimo matemati¢ki model promatranoga problema.

b) Nadimo optimalan plan utovara broda i iznos maksimalne dobiti.



Matematicki model: Neka je xa koli¢ina utovarene robe vrste A, a xp koli¢ina utovarene robe vrste B.

Tada ukupna dobit ostvarena prijevozom robe vrste A iznosi 40 - x4 n.j., @ ukupna dobit ostvarena

prijevozom robe vrste B iznosi 60 - xp n.j. Prema tome, ukupna dobit ostvarena prijevozom obiju
vrsta roba iznosi

f(xA, xB) =40 - xa + 60 - xB.

Oznacdimo s Oa(x) funkciju koja kolicCini robe A pridruzuje potreban obujam brodskoga prostora.
Funkcija Oa(x) je definirana tabli¢no (Tablicom 9.) i najveca vrijednost njezina argumenta iznosi
6. To znaci da se brodom moze prevesti najvise Sest komada robe A, pa zbog prirodne
cjelobrojnosti vrijednosti x4 vrijedi uvjet:

XA € [6]o.

S druge strane, vrijednost varijable B je takoder nenegativna i cjelobrojna. Da bismo izbjegli
postavljanje ,slaboga" uvjeta xg 1 Np, uo¢imo da iz podatka da jedan komad robe B zauzima pet
kub.jed. 1 iz podatka da obujam dijela broda namijenjenoga za prijevoz robe iznosi 20 kub. jed. slijedi
da na brod ne mozemo utovariti strogo vise od Cetiri komada robe B, tj. uvjet na vrijednost varijable
XB moZemo postroZiti na sljedeci uvijet:

xB € [4]o.

Preostaje jos uvjetom iskazati podatak da ukupan obujam utovarene robe ne moze biti strogo
vedi od obujma dijela broda namijenjenog za prijevoz robe. Ukupan obujam x4 komada robe A

iznosi Oa(xa), a ukupan obujam xg komada robe B iznosi 5 - xp, pa mora vrijediti nejednakost:

OA(:L’A) +5-xp < 20
Dakle, trazeni matematicki model promatranoga problema je:

maksimizirati f(xa, xg) = 40 - x4 + 60 - xp

pod uvjetima
Oa(za) +5-zp < 20

xA € [6]o,
xB € [4]o.

Rjesenje: Odmah napomenimo da, zbog tabli¢noga definiranja funkcije ovisnosti obujma brodskoga
prostora o koli€ini robe A, ovaj problem nije moguce rijesiti primjenom programa WinQSB jer taj



program zahtijeva definiranje navedene funkcije analitickim izrazom (formulom). Stavimo S = [20]o,

pa za svaki s € S raCunajmo vrijednosti funkcija:

fl(S) = maXOSOA(xA)§5(40 . mA)

fZ(S) B maXOOSSZzBSiS [60 T+ fl (S =5 xB)] - maXOSmBSmin{éA}

[60-x5+ f1(s—5-xp)]

Funkcija fi1(s) racuna optimalnu dobit ako se svih s kub. jed. prostora namijenjenog za prijevoz
robe iskoristi iskljucivo za prijevoz robe vrste A, dok funkcija f>(s) racuna optimalnu dobit ako se
taj prostor iskoristi za prijevoz obiju vrsta roba.

Radi ilustracije postupka, prikazujemo izracun vrijednosti funkcija f1 i f zas = 17 i s = 20:

F1(17) = maxg<(, (z,)<17(40 - £4) = max {40 - 0,40 - 1,40 - 2,40 - 3,40 - 4,40 - 5} = 200;
£207) = max,_, 16025+ f(17 ~ 5 2p)] = max{60 - 0 + fi(17). 60 - 1 + f1(12), 60 - 2 +
£(7), 60 -3+f2(2)} = max{0+ 200, 60 + 160, 120 + 40, 180 + 0} = 220;

F1(20) = Maxg<, (a,)<15(40 - £4) = max {40 - 0,40 - 1,40 - 2,40 - 3,40 - 4,40 - 5, 40 - 6} = 240;

f2(20) = maxg<y,<4[60 - 5+ f1(20 — 5 - )] = max{60 - 0 + f1(20), 60 - 1 + f1(15), 60 - 2 +
£10), 60 -3 +12(5), 60 - 4 + f2(0)} = max{0 + 240, 60 + 200, 120 + 120, 180 + 40, 240 + 0} =
260.

Izracunom svih vrijednosti funkcija f; i f> dobiva se Tablica 10.:

1) |0O[0| 0] 0[0]|40 |40 |40 |80 | 80 | 120 | 120 | 160 | 160 | 160 | 200 | 200 | 200

f0)10[0|0]0[0]60]60]|60]80]| 80| 120 | 120 | 160 | 160 | 160 | 200 | 200 | 220

s 18 19 |20
f1(s) | 240 [ 240 | 240

f2(s) | 240 | 240 | 260
* 10 0 1

Tablica 10. Vrijednosti funkcija f1 2.
Prema tome, optimalna dobit je f>(20) = 260 i postize se za z; = 1. Odgovarajuca optimalna

vrijednost funkcije f1 je f1(20 - 5 - 1) = f1(15) = 200 i postiZe se za x* = 5. Dakle, optimalan plan



prijevoza robe je prevesti pet komada robe vrste A i jedan komad robe vrste B.

Primjer 4. Zrakoplovom nosivosti 83 tone treba prevesti tri vrste robe Cije su jediniéne mase i
jedini¢ne dobiti od prijevoza naveden u sljedecoj tablici.

vrsta robe A |B |C
Jjedinicna masa [t] 24 (221 16
jedinicna dobit [n.j.] | 96 | 85 | 50

Tablica 11. Ulazni podatci za Primjer 4.

Komadi svih triju vrsta robe su nedjeljivi. Treba napraviti plan utovara svih triju vrsta robe tako
da se ostvari maksimalna dobit.

a) Odredimo matematic¢ki model promatranoga problema.

b) Nadimo optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

Matematicki model: Neka su x4 koli¢ina utovarene robe vrste A, xg koli¢ina utovarene robe vrste B i

xc koli¢ina utovarene robe vrste C. Tada ukupna dobit od prijevoza robe vrste A iznosi 96 - x4, ukupna

dobit od prijevoza robe vrste B iznosi 85 - xp, a ukupna dobit od prijevoza robe vrste C iznosi 50 - xc.
Stoga je ukupna dobit od prijevoza svih triju vrsta roba

f(xa, xB, x0) =96 - x4+ 85 - xp + 50 - x¢c.

Nadalje, ukupna masa x4 komada robe vrste A iznosi 24 - x4 tona, ukupna masa xp komada robe

vrste B iznosi 22 - xp tona, a ukupna masa x¢ komada robe vrste C iznosi 16 - x¢ tona. Ukupna masa
svih triju vrsta robe ne smije biti strogo ve¢a od nosivosti zrakoplova, $to znaci da mora vrijediti uvjet:

24 - xA+22-xp+ 16 - xc < 83.

Prema prirodi problema, sve tri vrijednosti x4, xg i Xc su nenegativni cijeli brojevi. Kao i u
prethodnim primjerima, medutim, mozemo postupiti ,lukavije®, pa uociti da iz nejednakosti

24 -z, <83,
22 . zp < 83,
16 - z¢o < 83,
slijedi

xA, xB € [3]o,



xc € [S]o,

Dakle, trazeni matematicki model promatranoga problema je:
maksimizirati f(xa, x5, Xc) = 96 - xo+ 85 - xp+ 50 - x¢

pod uvjetima

24 - xpa+22-xp+ 16 - xc <83

xA, xB € [3]o,

xc € [Slo,

Analiticko rjeSenje: Prepustamo ga Citatelju.

Rjesenje pomodu racunalnoga programa WinQSB: Navodimo samo parametre prema kojima se
rjeSenje ovoga primjera razlikuje od prethodno navedenih rjeSenja:

—  Problem Title: Primjer 4

—  Number of Items: 3

— Item Identification: A, B, C

—  Units Available: 3, 3, 5.

—  Unit Capacity Required: 24,22, 16

—  Return Function (X: Item ID): 96*X, 85*X, 50*X
—  Capacity = 83

Nakon pokretanja procedure Solve and Analyze u stupcu Decision Quantity ,ocitavamo"
vrijednosti 0, 3 i 1. Dakle, optimalan plan utovara je: utovariti tri komada robe B i jedan komad
robe C. Ukupna optimalna dobit (Total Return Value) iznosi 305 n.j.

I ovdje moZzemo provesti sto-ako analizu, pa promotriti kako na dobiveno optimalno rjesenje
utjeCe npr. dodatni uvjet da se mora prevesti tocno jedan komad robe A. U tom je slucaju
optimalni plan utovara: utovariti po jedan komad robe svake od vrsta A i B, te to¢no 2 komada
robe vrste C. Dakle, postavljanje dodatnoga uvjeta uzrokuje promjenu obiju optimalnih
vrijednosti: optimalna vrijednost xg se smanjila, dok se optimalna vrijednost xc povecala.

Primjer 5. Zrakoplovom nosivosti 50 tona na odredenoj se liniji mogu prevoziti putnici, postanske
posiljke i ostali teret. ProsjeCna masa i dobit ostvarena po jedinici transporta navedeni su u donjoj
tablici.

1 putnik | 1 postanski paket | 1 paket ostalog tereta

prosjecna masa [t] | 0.085 0.2 0.9
dobit [000 n.j.] 2 2.5 4.5

Tablica 12. Ulazni podatci za Primjer 5.

U zrakoplov se moze smjestiti najviSe 120 putnika. Treba odrediti optimalnu strukturu transporta
tako da se ostvari maksimalna dobit. Formirajmo odgovarajuéi matematicki model, pa odredimo



trazenu optimalnu strukturu.

Matematicki model: Neka su x| broj putnika, x2 broj postanskih paketa i x3 broj paketa drugoga tereta

koji ¢e se prevoziti zrakoplovom. Ukupna dobit ostvarena prijevozom x| putnika iznosi 2 - x1 [000
n.j.], ukupna dobit ostvarena prijevozom x2 poStanskih paketa iznosi 2.5 - x2 [000 n.j.], a ukupna dobit

ostvarena prijevozom x3 paketa ostaloga tereta je 4.5 - x3 [000 n.j.]. Stoga ukupna dobit nastala
prijevozom svih triju kategorija tereta iznosi:

fx1,x2,x3)=2-x1+25-x2+45 - x3.

Nadalje, ukupna masa svih x;1 putnika iznosi 0.085 - x] tona, ukupna masa x2 poStanskih paketa

iznosi 0.2 - x; tona, a ukupna masa x3 paketa ostaloga tereta je 0.9 - x3 tona. Budu¢i da ukupna

masa svih triju vrsta tereta ne smije biti strogo veca od nosivosti zrakoplova, mora vrijediti
nejednakost:

0.085 - x1+ 0.2 - x2+ 0.9 - x3 <50.

Analogno kao u prethodnim primjerima, iz navedene nejednakosti slijedi:

x1 € [588]o,
x2 € [250]o,
x3 € [56]o.

Medutim, zbog podatka da se u zrakoplov moze smjestiti najvise 120 putnika, prvi uvjet moramo
preinaditi u:

x1 € [120]o..

Tako matematicki model promatranoga problema glasi:

maksimizirati f(x1, x2, x3) =2 -x1+25-x+4.5-x3
pod uvjetima

0.085-x1+02-x+09-x3 <50

x1 € [120]o,

x2 € [250]o,

x3 € [56]o.



Analiticko rjeSenje: Zbog opseZnosti ga izostavljamo.

Rjesenje pomocu programa WinQSB: Navodimo samo parametre prema kojima se rjeSenje ovoga
primjera razlikuje od ranije navedenih rjeSenja:

—  Problem Title: Primjer 5
—  Number of Items: 3
— Item Identification: putnici, poStanski paket, ostali teret

—  Units Available: opet postupimo lukavo, pa u skupu N rijeSimo nejednadzbe 0.2 - x2< 501 0.9

- x3 < 50 1idobivamo: x; <250, x3 < 55. Stoga u ovaj stupac upisujemo: 120, 250, 55.

—  Unit Capacity Required: 0.085, 0.2, 0.9
—  Return Function (X: Item ID): 2*X, 2.5*%X, 4.5*X
—  Capacity = 50

Nakon pokretanja procedure Solve and Analyze u stupcu Decision Quantity ,ocitavamo"
vrijednosti 120, 199 i 0. Dakle, optimalnu strukturu transporta tvori 120 putnika i 199
postanskih paketa uz ukupnu optimalnu dobit (Total Return Value) 737.50 [000 n.j.], odnosno
737 500 n.j.

Postavimo li npr. dodatni uvjet da moramo prevesti i tocno jedan paket ostaloga tereta, sto-ako
analizom dobivamo sljede¢u optimalnu strukturu transporta: 120 putnika, 194 postanska paketa
i 1 paket ostaloga tereta. Dakle, postavljanje dodatnog uvjeta nije utjecalo na optimalan broj
putnika u optimalnoj strukturi transporta, ali je smanjilo optimalan broj postanskih paketa u
optimalnoj strukturi transporta.

Zakljucak

Ovim primjerom zavrSavamo razmatranje problema sloZene razdiobe ulaganja. Primijetimo da
smo u rjesavanju gotovo svakoga primjera zapravo preinadili originalni matematicki model (koji
je proizasao iz formulacije problema), a s ciljem Sto jednostavnijega i brzega iznalaZenja
optimalnoga rjesenja. Takve preinake u rjeSavanju problema jednostavne razdiobe ulaganja u
pravilu nisu moguce, odnosno prakticki se pojavljuju jedino u naknadnim Sto-ako analizama.
Takoder, u Primjerima 1. i 2. iz ¢lanka [1] mogli smo unaprijed naslutiti optimalno rjesenje
(koriste¢i npr. pohlepni algoritam). No, pri rjeSavanju problema slozene razdiobe ulaganja
optimalno rjeSenje u pravilu ne mozemo unaprijed naslutiti, pa treba izbjegavati procjenjivanje
vrijednosti njegovih komponenti (¢emu su rjeSavaci problema nerijetko vrlo skloni).

Zbog mogucnosti pojave najmanje dvaju optimalnih planova (vidjeti Primjer 1.), od kojih
racunalnim programom mozemo dobiti to¢no jedno, u praksi treba nastojati Sto je vise moguce
kombinirati oba izlozena nacina rjeSavanja. RjeSavanje samo pomocu racunalnoga programa
treba primijeniti ponajvise u slucajevima poput Primjera 5. kad je provedba analitickoga nacina
rjeSavanja tehnicki relativno sloZzena i spora.
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DODATAK

U Dodatku navodimo jos nekoliko primjera iz klase problema sloZzene razdiobe ulaganja, a u
¢ijem se rjeSavanju primjenjuju metode i tehnike dinamickoga programiranja. Ti se primjeri
rjeSavaju na potpuno analogan nacin kao i Primjeri 1. - 5., pa njihovo rjeSavanje prepustamo
Citatelju. U svakom pojedinom primjeru osobitu pozornost treba posvetiti formiranju
matematickoga modela razmatranoga problema jer je to najvaznija (i najteza) faza u procesu
rjeSavanja zadatka. Kad god je to moguce, preporucujemo rijesiti primjer i analiticki i pomocu
racunalnoga programa WinQSB.

Zadatak 1. Brodski teret tvore Cetiri razlicita artikla. Jediniéna masa i jediniCna dobit za svaki
pojedini artikl navedeni su u sljedecoj tablici.

artikl | jedinicna masa | jedinicna dobit
[tona] [n.j.]

A 2 50

B 4 120

C 5 170

D 3 80

Ukupna masa brodskoga tereta moze biti najvise 9 tona. Niti jedan komad svake vrste robe

nije moguce podijeliti na manje dijelove. Treba nadi optimalan plan utovara kojim se postize
maksimalna dobit.

a) Formirajte matemati¢ki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.



¢) Ako je optimalna koli¢ina nekog artikla jednaka nuli, istrazite kako njeno povecanje za 1 komad
utjeCe na optimalne koli€ine ostalih artikala.

Rezultati: Neka su xa, xB, xc 1 xp redom koli¢ine artikala A, B, C i D.
a) Matematicki model glasi:

maksimizirati z =50-x4 +120- g+ 170 - zc + 80 - xp
pod uvjetima

2-x4+4-2p+5-2c+3-2p <9

XA, XB, XC, XD € No.

b) (CBZ, Th, T, CBE) = (0,1,1,0), t. optimalan plan je utovariti po to¢no jedan komad
svakoga od artikala B i C. Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 290 n.j.

¢) Za z¥ = lili =¥ =1 dobivamo (z*, z%, =%, z}) = (1,1,0,1) pa zakljudujemo da ispunjenjem
dodatnog zahtjeva optimalna koli¢ina artikla B ostaje nepromijenjena, dok se optimalna koli¢ina artikla
C smanji za jedan komad.

Zadatak 2. Brodom se prevoze dvije vrste robe: A 1 B. Po komadu prevezene robe A ostvaruje se
dobit od 40 n.j., a po komadu prevezene robe B dobit od 60 n.j. Nadalje, 1 komad robe A ima obujam 3
kub. jed., a 1 komad robe B obujam 5 kub. jed. Obujam brodskoga prostora previdenoga za prijevoz
obiju vrsta robe iznosi 30 kub. jed. Niti jedan komad svake vrste robe nije moguce podijeliti na manje
dijelove. Treba naci optimalan plan utovara broda navedenim vrstama robe tako da dobit ostvarena od
prijevoza obiju vrsta roba bude maksimalna.

a) Formirajte matemati¢ki model promatranoga problema.
b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

¢) Rijesite b) podzadatak uz uvjet da se brodom moze prevesti najvise 6 komada robe A.
Rezultati: Neka su x4 1 xg redom koli¢ine robe A i B.

a) Matematicki model glasi:

maksimizirati z =40-x4 + 60 - zp

pod uvjetima

3-z4+5-25 <30

XA, xB € No.

b) (:z:jl, w*B) = (10, 0), j. optimalan plan je prevesti to¢no 10 komada robe A. Pripadna optimalna dobit



iznosi z* = 400 n.j.

c) (‘I’fm x%) = (5, 3), tj. novi optimalan plan je prevesti to¢no 5 komada robe A i toéno 3 komada robe
B. Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 380 n.j.

Zadatak 3. Zrakoplovom nosivosti 85 tona treba prevesti tri vrste robe ¢ije su jedinicne mase i
jedini¢ne dobiti navedene u sljedecoj tablici:

vrsta robe A |B |C
jedinicnamasa | 14 | 12 | 13
[tona]

jedinic¢na dobit | 64 | 56 | 60
[000 €]

Komade svih triju vrsta robe nije moguce razdijeliti na manje dijelove. Treba napraviti optimalan
plan utovara robe tako da ukupna dobit bude maksimalna.

a) Formirajte matemati¢ki model promatranoga problema.
b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

¢) Nadite optimalan plan utovara uz dodatni uvjet da se mora prevesti najmanje jedan komad svake
vrste robe.

Rezultati: Neka su xa, xg 1 xc redom koli¢ine robe A, B1C.

a) Matematicki model glasi:

maksimizirati z =64 - x4 + 56 - xp + 60 - z¢
pod uvjetima

14- 240+ 12 - 25+ 13- z¢ < 89

XA, XB, xC € No.

b) (9327 Th, x*c) = (0, 6, 1) tj. optimalan plan je prevesti to¢no 6 komada robe B i toéno jedan komad
robe C. Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 396 000 €.

c) (m:ﬁl, Th, m*o) = (1,1, 4) tj. optimalan plan je: prevesti po to¢no jedan komad svake od roba A i B, te
to¢no 4 komada robe C. Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 360 000 €.

Zadatak 4. Tvrtka Smotali¢—gradnja d.o.o. izvodi montazu dvaju tipova objekata: A i B. Montazom
jednoga objekta tipa A ostvaruje se dobit od 10 n.j., a montazom jednoga objekta tipa B dobit od 12 n.j.



Pri istodobnoj montaZi obaju tipova objekata moze se koristiti najviSe 20 komada posebne vrste
opreme, pri ¢emu za montazu jednoga objekta tipa A trebaju 4 komada opreme, a za montaZu jednog
objekta tipa B 3 komada opreme. Tvrtka Zeli istodobnim montiranjem objekata A 1 B ostvariti
maksimalnu dobit.

a) Formirajte matemati¢ki model promatranoga problema.
b) Nadite optimalan plan montaze i odgovarajucu optimalnu dobit.

¢) Ispitajte kako na optimalan plan montaze utjeCe poseban ugovor kojim se tvrtka obvezuje montirati
barem 2, a najviSe 5 objekata tipa A.

Rezultati: Neka su x4 i xg redom brojevi (,,koliCine*) montiranih objekata tipa A i tipa B.
a) Matematicki model glasi:

maksimizirati z = 10- x4 + 12 - xp
pod uvjetima

4-z4+3-2p <20

XA, XB € No.

b) (:13:"4, :I:*B) = (0,6), tj. optimalan plan je montirati samo to¢no 6 objekata tipa B. Pripadna
optimalna dobit iznosi z* = 72 n.j.

c) (ac:‘;l, :B*B) = (2, 4) , tj. optimalan plan je montirati to¢no 2 objekta tipa A i 4 objekta tipa B.
Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 68 n.j.

Zadatak 5. Tvrtka GulikoZi¢c—gradnja d.o.o. raspolaze s kamionom nosivosti 45 jed. Tim kamionom
treba prevesti dvije vrste tereta: A i B. Masa jednoga komada tereta A iznosi 5 jed., a dobit ostvarena
njegovim transportom iznosi 6 n.j. Masa jednoga komada tereta B iznosi 3 jed., a dobit ostvarena
njegovim transportom iznosi 4 n.j. Tvrtka Zeli prevesti Sto viSe tereta obiju vrsta tako da ukupna
ostvarena dobit bude maksimalna.

a) Formirajte matemati¢ki model promatranoga problema.
b) Nadite optimalan plan prijevoza i odgovaraju¢u optimalnu ostvarenu dobit.

¢) Ako je optimalna koli¢ina neke vrste tereta jednaka nuli, istrazite kako njezino povecanje za 1
komad utjece na optimalnu koli¢inu druge vrste tereta.

d) Rijesite podzadatke a) i b) uz dodatni uvjet da se kamionom moze prevesti najvise 5 komada tereta
B.

Rezultati: Neka su x4 i xg redom prevezene koli¢ine tereta A i tereta B.



a) Matematicki model glasi:

maksimizirati z=6-x4 +4 - zp
pod uvjetima
5-x4+ 3 -z <45

x4,z € Np.

b) (mz,mg) = (0,15), tj. optimalan plan prijevoza je prevesti samo to¢no 15 komada tereta B.
Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 60 n.j.

c) (mz,m*B) = (1,13), pa povecanje optimalne koli¢ine tereta A za 1 komad uzrokuje smanjenje
optimalne koliCine tereta B za 2 komada.

d) Matematic¢ki model glasi:

maksimizirati z=6-x4 +4-xp
pod uvjetima
5-x4+ 3 -xp < 45

xA € No, xB € [S]o.

RjeSavanjem se dobije (mz,mg) = (6, 5), tj. optimalan plan prijevoza je prevesti to¢no 6 komada
tereta A i tocno 5 komada tereta B. Pripadna optimalna dobit iznosi z* = 56 n.j.

[1] S WEB-stranice http://www.wiley.com/college/tech/wingsb.htm moZe se "skinuti" besplatna verzija programa WinQSB
[2] Skracenica za ,,nov¢anih jedinica*
[3] Osnovno o problemu naprtnjace moZe se na¢i u [1], a detaljnije u [3] ili [6]

M

[4] Ako, eventualno, broj komada namirnice N; nije definiran, moZemo uzeti 10 = e
(3

[5] Vrijednost namirnice obi¢no se definira kao umnoZak njezine mase (ili obujma) i jedini¢ne cijene (tj. cijene po jedinici
mase ili obujma)
[6] Pritom pretpostavljamo da su sve vrijednosti M, v; i m; nenegativne (to su tzv. prirodni uvjeti)

[7] Izomorfni problemi imaju isti matemati¢ki model i iste tipove varijabli, a razlikuju se eventualno u interpretaciji tih
varijabli

[8] Istaknimo zasebno: Sto — ako analiza ne daje optimalna rjesenja problema koji sadrZe uvjet tipa "barem jedan...".
Opcija Preset Decision zahtijeva unos unaprijed zadane tocne vrijednosti varijabli, a ne unose najmanje ili najvece
vrijednosti bilo koje od varijabli

[9] Skracenica za ,.kubi¢nih jedinica®
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