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JOS JEDANAEST RAZNIH DOKAZA...

Jos jedanaest raznih dokaza
Nesbitove nejednakostii jedno njezino
poboljsanje

SEFKET ARSLANAGICG! T ALIJA MUMINAGIG?

U [2] je dano deset raznih dokaza jedne algebarske nejednakosti koja se pojavila
u matematickoj literaturi 1903. godine autora A. M. Nesbitta pa se ona otada cesto
naziva i Nesbitova nejednakost, a glasi:

a+ b N c o
b+c c+a a+b—

%; (a,b,c>0). (1)

Za dokaz ove nejednakosti koristili smo nejednakost izmedu aritmeticke i geo-
metrijske sredine, nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine, uvodenje
novih promjenljivih, nejednakost Kosi-Bunjakovski-Svarca, Myurhedovu nejedna-
kost itd.

U ovom ¢emo radu, da bismo dokazali nejednakost (1), koristiti nejednakost
Cebiseva, nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, nejednakost Jense-
na i ¢injenicu da je ova nejednakost homogena. Dakle, dat ¢emo jos$ jedanaest raznih
dokaza ove nejednakosti kao i jedno njezino poboljsanje.

Dokaz 1. Imamo redom:

a_ b L _i_ac+a2+b2+bc+2c—3a—3b_
b+c c+a a+b 2 (b+c)(c+a) 2(a+b)

~ 2(a +b)(ac+a* +b* + bc )+ (be +ab + ¢ + ac )(2c —3a — 3b)

(2)
2(a+b)(b+c)(c+a)
Ako brojnik izraza (2) obiljezimo s M, imamo:
M=2(a’+b* +¢*)—a’c—ab® —a*b—b*c—ac® —bc* =
1Sefket Arslanagi¢, PMF, Sarajevo, Bosna i Hercegovina
?Alija Muminagi¢, Danska
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=(a’ +b* —ab? —a’b)+ (@ + S —a’c—ac® )+ (b + ¢ —b*c—bc? )=
=(a-b)(@*-b*)+(a—c)(@®>—c*)+(b-c)(b* —c*)=
=(a-bY (a+b)+(a—c) (a+c)+(b—c) (b+c)>0,

s jednako$c¢u ako i samo akojea=b=c.
Kakoje M2 01i(a+ b)(b+ c)(c+a) > 0iz (2) slijedi:

a b c 3
_> :
b+c+c+a+a+b 2_0’U'

a b c 3

+ +
b+c c+a a+b 2°

Dokaz 2. Kako je dana nejednakost (1) homogena, mozemo uzetidajea+b+c=1,
gdjeje0<a, b c<1.Sada je nas zadatak da dokazemo nejednakost:

> = Zf(a)> cgdjeje f(x)=1".

cyclic cyclic x
Funkcija fje zbog f"(x)= a 2 +>0;5xe (0, 1) konveksna pa na osnovi Jense-
nove nejednakosti, imamo:
a+b+c) (1)_1
S Zr@z (P15 )5
a odavde
2 f(a)= > 3

cyclic

Dokaz 3. Prvo ¢emo uzetidajea+ b +c=1,0<a,b, c <1 bududi da je nejedna-
kost (1) homogena. Sada treba dokazati nejednakost

2 f (a)> 3
i cyclic
SO0+, (1) o
gdje je f(x)— —, xe(O 1) Kako je f'(x)zﬁ, a f(%) % to je jedna-
kost tangente kl‘lVLll]e futocki M G’ ;j
t y= ZX _Z
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Kako je f"(x)= >0,x€ (O, 1), to je funkcija f konveksna u intervalu

(1-x)’
(0, 1), pa se njezin grafikon u ovom intervalu nalazi iznad tangente ove krivulje u

 ; 11 .
tocki M(?’E) , te je:

9x—1
f)z2=—— xe(0,1) (4)
Ova tvrdnja vrijedi jer je:
9x-1 (3x-1y _
f(x)- Y (e > 0; xe(O,l).

Sada iz (4) dobivamo:

a

9a—-1 9 3 3
21,22 :Z(Z“J_ZZE'

cyclic cyclic
Dakle, nejednakost (3) je tocna pa je time dokazana i dana nejednakost (1).

Dokaz 4. Kako je zbog a, b, ¢ > 0:

a _12>0<:> 2a—b-c 2>0
b+c 2) 2(b+c) |
< 4a? +b* + ¢ —4ab—4ac+2bc = 0. (*)

Tada imamo:
a_ 8a—-b-c¢c
btc 4(a+b+c)

4a(a+b+c)—(b+c)(Ba—-b—rc)
>0
4(b+c)(a+b+c)
&> 4a’ +4ab+4ac—8ab—8ac+b* +bc+bc+c* =0

& 4a% +b? + 2 —4ab—4ac +2bc >0,

a 8a—b-c
. . ) S
to dobivamo da je zbog (*): b+ a(arbrc)’
a odavde
a 8a—-b-c
> =
C%;Cb+c_%c4(a+b+c)
_8a-b-c+8h—a—c+8c—a-b_6(a+tb+c) 3
B 4(a+b+c) “4(a+b+c) 2
odnosno 3
a
2 b+c 25'
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Dokaz 5. Koriste¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine tri po-
zitivna broja imamo:
3 3 3

2 2 2 3 3 3
a +b3 +b 23,a7~b7-b5 te

odnosno

Nakon zbrajanja ovih dviju nejednakosti, dobivamo:
333 L

2(612 +b2 +c2)23a2 (b+o¢),

odnosno
33 3 3

Za(aZ +b2 +c2j23a2 (b+c),

a odavde
3

a_ 3a2 ' O]

Sada imamo

cyclic cyclic aj + bj + CE

Dokaz 6. Uvodeci zamjenux = b + ¢, y = b + ¢, z = a + b dobivamo da je:

y+z-x=2a,x+z-y=2bix+y-z=2c.
Sada imamo

e | g

cyclic cyclic cyclic x

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine $est pozitiv-
nih brojeva imamo:

+z zZ z X X
Zy—=1+— SR ANEAND A3
cyclic x X X y Yy z z
zZ z X X
2661-_._._._.226' (6)
X x y Yy z z
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Sada dobivamo iz (5) i (6):

P a2 36-9)-3.
cyclic
. . b ¢ Lo
Dokaz 7. Uzet ¢emo zamjenu x = Y= ,Z= . Sada slijedi da je
b+c c+a a+b
C%Cf(x):C%CaernLc: ’

gdjeje f(t)= % .Kako je f"(t)= ﬁ <0;t €(0,+2), to je funkcija f konkav-

na na (0,+0).

Sada na osnovi Jensenove nejednakosti dobivamo:

1 xX+y+tz
1(3)-3-5 2 f=r(Z5E). o)
cyc ic
Funkgcija f je zbog f' (t)—;2 >0 monotono rastu¢a na (0,+w) pa iz (7)
slijedi: (1+1)
1 _ x+y+z
FS—5— (8)
Sada iz (8) i zamjene imamo:
a
> pocoXtytz >—

2
o' X I a b o
axo)e Ly T\ AT e T e et T avn )

cyclic

Imamo da je
zli=1<:>1=2xyz+xy+yz+zx,

cyclic

a odavde, koristec¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine kao i po-
znatu nejednakost

1
g(x+y+z+)22xy+yz+zx(<:>x2+y2+zz2xy+yz+zx),

dobivamo: 1=2xyz + xy + yz + zx <2T° + 3T>.
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Odavde slijedi
2T% +3T>—120 < (2T —1)(T +1)° 20
ili
2T =120, .
1
T>>.

Dokaz 9. Ozna¢imo s L lijevu stranu nejednakosti (1). Nejedna-
kost je simetri¢cna te ne naru$avaju¢i opcenitost moZemo pretpostaviti da je
1 1

>

a>b>c, aodavde > > .
b+c c+a a+b

Sada na osnovi nejednakosti CebiSeva imamo:

1 1 1 1
LZ—@+b+c{b+c+c+a+a+bj

1{a+b+c a+b+c a+b+c
== + +
3 b+c c+a a+b

Y U P
3 b+c c+a a+b

1 2 3
3(3—i-L) :>3L_l :>L_2.

Dokaz 10. Nejednakost je simetri¢na te ne narusavajuci opéenitost mozemo uze-
. . . . a . .
ti da je a > b > c. Nakon uvodenja zamjene x = o>y = imamo dajex>y>1.Sada

dobivamo da je dana nejednakost (1) ekvivalentna s nejednakosc¢u

a b
c c 1 3
b ta ta 52 ®)
—+1 —+1 —+—
c c c ¢
ili
x y >§_ 1
y+1+x+1_2 x+y’ (10)

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dva pozitivha
broja imamo:

x+1+y+1>

y+1 x+1_2
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ili
x y 1 1
>9_ _
y+1+x+1_2 y+1 x+1° (1)
Sada ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost:
1 1 3 1
_ _ >
y+1 x+1 "2 x+y (12)
ili

1 1 1 1 . y-1 y-1
—_ > — ili = .
2 y+1"x+1 x+y 21+y) (x+1)(x+y)

Ocigledno, ova je nejednakost to¢na zbog cinjenice da je x > y > 1, te
X+ y =2 pavrijedi (12). Sada iz (11) i (12) slijedi nejednakost (10), odnosno (9).
Dakle, dana je nejednakost (1) dokazana.

Dokaz 11. Ovaj je dokaz potpuno neuobicajen i donekle slozen, ali isto tako za-
nimljiv i poucan.

Nakon mnozenja (1) s 2(a+b)(b+c)(c+a)>0 i sredivanja novodobivene ne-
jednakosti, dobivamo nejednakost koja je ekvivalentna nejednakosti (1) koja glasi:

2a° +2b° +2¢% —a’b—ab* —b*c—bc? —a*c—ac?* =20. (13)
Podijelimo li nejednakost (13) s ¢* > 0, dobivamo nejednakost:
2> 2b° a’b ab®> b* b a* a
== L 27 Lz =z T _ T _Z >
R 2 ¢ d e oF oo 0. (14)

Stavimo li daje p =% ir =% u prethodnu nejednakost (14), imamo:
2 +2r +2-pr—r’p—p*—r* —p-r=0,
odakle je
2[(p+r)3 —3pr(p+r)+1]—pr(p+r)—(p+r)2 +2pr—(p+r)=0  (15)
Oznacimo li ovdje x = p + r, te y = pr, dobivamo:
2(x* =3xy+1)—xy —x*+2y—x >0,
odnosno

y(2-7x)+2x> —x* —x+220. (16)
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(Uocimo da je x* > 4y jer je

x> —4y=(p+r) —dpr=p>+r*+2pr—4pr=(p-r) >0).

2
Graf funkcije f: [ } — R zadane formulom

f()’)=)’(2—7x)+2x3 —x*—x+2

je pravac, $to znaci da funkcija f postize ekstremne vrijednosti u krajnjim tockama
2

’x_} . Za svaki x > 0 vrijede sljedece dvije nejednakosti:

intervala [0 7

2
0)=2(x+1 x2—§x+l =2(x+1 x—i +l >0,
2 16
x*) 1 >
f(Tj—Z(x—Z) (X+2)20,
odakle slijedi da je:
y(2-7x)+2x° —x*—x+220,

$to znaci da je nejednakost (16) to¢na.

Dakle, to¢ne su i njoj ekvivalentne nejednakosti (15), (14) i (13), tj. nejednakost
(1) je to¢na.

Na kraju ¢emo dati jedno pobolj$anje nejednakosti (1), tj. dokazat ¢emo da vri-
jedi nejednakost

a b c
+ +
b+c c+a a+

bZB—%(aberchca). (17)

Dokaz: Zbog homogenosti nejednakosti (1), moZemo pretpostaviti da je a + b
1
+ ¢ = 1. Tada iz poznate nejednakosti ab+bc+ca Sg(a+b+c)2 dobivamo da je
1
ab+bc+ca< 3 Dokazat ¢emo sada da vrijedi nejednakost (17). Ona je ekvivalen-

tna s nejednakosscu:

( a +9a(b+C)J+(Cfa+9b(c+a)j+( c +9c(a+b)jz3_ (18)

b+c 4 4 a+b 4

Iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine slijedi:

zbic 9a(b+c) 22 23

cyclic cyclic cyclic

9a(b +¢)
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Ovime je nejednakost (18), odnosno (17) dokazana. Nejednakost (17)

je bolja (jaca) od nejednakosti (1) jer zbog nejednakosti ab+bc+ca Sl

3 t.

—;(ab+bc+ca)2—% vrijedi 3—%(ab+bc+ca)2%.
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