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PRIMJERI ZA KRAJ ILI "MOTIVACIJA” NA KRAJU

IZ NASTAVNE PRAKSE

Primjeri za kraj ili .motivacija”
na kraju

PETAR MLADINIC?

Prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu, matematicko obrazovanje uceni-
cima treba omoguciti postavljanje i rjeSavanje matematickih problema, poticuci ih
pritom na istrazivanje, sustavnost, kreativnost, koristenje informacija iz razlicitih
izvora, samostalnost i ustrajnost. Tijekom matematickog obrazovanja ucenici trebaju
uvidjeti vaznost matematike u njihovim zivotima, ste¢i uvid u povijesni razvoj ove
znanosti, kao i spoznati njenu ulogu i vaznost u drustvu tijekom proslosti, sadasnjosti
i buduc¢nosti.

Realizacija ovako postavljenih ciljeva matematickog obrazovanja zahtijeva od
nas da svoje ucenike postavljamo u razlicite problemske situacije kako bismo ih pota-
knuli na istrazivanje i motivirali za ucenje. Pozeljno je da motivacijski primjeri i price
budu i viseslojni i viSenamjenski te, pored svega, prirodni za matematicki sadrzaj koji
¢e se razmatrati. Oni u nastavu matematike unose elemente drame i povijesni kon-
tekst pojmova i rjeSavanja problema koji se poucavaju. Sve je to poznato iz razlic¢itih
podrudja i izvora .dramatizacije” nastave.

No, motivacija nije vazna samo kao poticaj na pocetku upoznavanja ucenika s
novim nastavnim sadrzajima. Ona je korisna i pri usustavljivanju nauc¢enog... Nekako

se ¢ini da nakon cijele $kolske godine ucenja i poucavanja odredenog matematickog
sadrzaja ipak nesto nedostaje. Nesto za kraj!

Stoga ovdje predlazemo primjer za kraj — kao pokusaj zavr$nog scenarija povezi-
vanja dijela ideja i problema koji su razmatrani tijekom skolske godine.

Uvod

U Moskovskom papirusu, koji povjesnicari smjestaju u razdoblje 2100. - 1800. g.
pr. K., nalazi se 25 zadataka. U 14. zadatku nazvanom Operacije s krnjom piramidom
dano je to¢no rjesenje obujma krnje kvadratne piramide ¢ije su duljine osnovnih
bridova donje baze 4, gornje 2 i visine 6. U papirusu je napisano da je obujam jednak
56. Nije navedena formula za obujam.

'Petar Mladini¢, V. gimnazija, Zagreb
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Heron Aleksandrijski u svojem radu Metrica navodi formulu za odredivanje
obujma krnje piramide. Formulu koju danas rabimo u opisnom se obliku nalazi u
Fibonaccijevoj knjizi Praksa geometrije.

Dakle, formula za obujam krnje piramide
1% :%h(B1 +/BB, +B,)
sa zadanim duljinama bridova baza a, b u Moskovskom papirusu glasi:

V= Th(@ ab+b).

Uvrstimo lizaa =4, b=21h =6, dobivamo da je obujam V = 56.

No, Heron je uspjesno rijesio i problem odredivanja visine h pomocu izmjerlji-
vih veli¢ina krnje piramide, tj. pomoc¢u duljina bridova. Nasao je da je duljina visine

danas
h=|c —Z(Q_bf
2 b)

gdje su a i b duljine osnovnih bridova, a ¢ duljina bo¢nog brida.

Razmotrimo sljedece ¢injenice.

Dva problema
a) Visina krnje kvadratne piramide

Izvedimo formulu za krnju kvadratnu piramidu. Mozemo jednostavno zamisliti
da krnja kvadratna piramida nastaje tako da se od jedne piramide odsije¢e manja
piramida (koja se cesto zove dopunjak).

Neka su duljine osnovnih bridova ovih piramida aia,a njihove visine h1 i hz.

Slika 1. Slika 2. 1%
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Trebamo izraziti visinu & krnje piramide pomocu visine h, i h,. U pravokutnom
trokutu VS E tockom S, nacrtamo paralelu s VE i dobivamo to¢ku F na duzini S E
(v.sL. 2)).

Iz slicnosti trokuta S,S F i VS,E, dobivamo da je
hih =0"% %
o2 2

odnosno

Obujam krnje piramide V jednak je razlici obujama V| i V, kvadratnih piramida.
Imamo:
V=V -V,

1 1
= gafhl —§a§h2

1 1
= gaf(h + hz) —gaihz

1 1

ZEafh +§(al2 —ai)h2
1 1

=—a’h +—(a, —a,)(a, +a,)- % h
3 3 a, —

1 2

1
=§(af +aa,+a;)-h.

Rije$imo i problem odredivanja obujma samo pomocu izmjerljivih veli¢ina, tj.
pomocu duljina bridova.

Zadana je krnja kvadratna piramida s duljinama osnovnih bridova a, i a, , te
duljinom bo¢nog brida c. Izvedimo formulu za obujam krnje piramide.

Izdvojimo iz slike 1. trokut VS B i nacrtajmo paralelu s VB kroz tocku S,. Dobi-
vamo presjek G na duzini S B.

v
SZ Bl
h
S, B
Slika 3. G
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f f _V2(a,~a
2

Imamo |SIB| 2), te |B,B|=[S,G|=c.

Iz pravokutnog trokuta S.S G slijedi

hz =CZ _[\/E(al _az)Jz’
2

i o[

Ovo je, ve¢ gore spomenuta, formula koju je Heron znao.

odnosno

U slu¢aju 14. zadatka iz Moskovskog papirusa dobivamo da je ¢ =~/36 .

U Heronovoj Metrici navodi se primjer kad je a, = 10, a, = 2 i ¢ = 9. Dobiva se
daje
10-2
h:\/92—2 ( > j =49 =7.

Heronova formula funkcionira! No, pogledajmo i slucaj koji se navodi u Metrici,
kad je a, = 28,a,=41ic=15. Dobivamo da je

2
h:\/152 —2-(?} = =+/-63.

Heron je, tako kazu povijesni izvori, problem «elegantno” izbjegao tako da je
«uzeo” vrijednost /63 .

Dakle, suo¢avamo se s realnom situacijom u kojoj sve veli¢ine postoje, formule
su to¢ne, a ne moze se racunom odrediti duljina visine!

Prijedlog: Pokusajte s 4 pobocke, koje su sukladni jednakokra¢ni trapezi duljina
osnovica 28 cm i 4 cm, te krakova 15 cm, «slozZiti” pobocje krnje piramide. Ceka vas
iznenadenje! Mozete li predvidjeti $to ¢e se dogoditi?

Zanima nas kada ova formula funkcionira®? Za koje a, a, i c?

2
Iz h=c"- 2(%) >0 slijedi da je

N z(uj
2

U slucaju a, = 28, a, = 4 i c = 15 ova nejednakost nije ispunjena.

odnosno da je \2¢>a, —a, .

56 |

Poucak 43.indd 56 @ 05.10.2010 19:17:39



1 EEEE @® | D ) BN

PRIMJERI ZA KRAJ ILI "MOTIVACIJA” NA KRAJU

b) Stranice pravokutnog trokuta

Euklid je u svojim Elementima zadao ovakav zadatak.

Zadan je pravokutni trokut povrsine 7 i opsega 12. Nadite duljine njegovih stra-
nica.

Imamo sljededi sustav jednadzbi ako su duljine stranica pravokutnog trokuta
jednakea, bic:

a-b=14
a+b+a> +b* =12
Diofant je ovaj problem rjesavao tako da je uzeo supstituciju a =—, b = 14x.
X

Dobiva se sustav
14=14

1 [1 :
—+14x+ [ +196x" =12
X X

Nakon sredivanja dobiva se kvadratna jednadzba
84x> - 43x+6=0.

RjeSenja ove jednadzbe su

43++/1849-2016

X2 = >

168

43+4/-167
168

odnosno

xl,Z

I opet, pojavljuje se kvadratni korijen negativnog broja. (Uzgred, nije poznato
kako je na pojavljivanje drugog korijena negativnog broja .reagirao” Diofant.)

Scenarij zavrsnog razmatranja
a) Postavljanje problema
U razredu se podijele sljede¢i zadatci.

1. Izracunajte visinu ili brid krnje kvadratne piramide ako je:
a)a,=4,a,=2,h=6,
b)a1=28,a2=4,c= 1.
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2. Nacinite model krnje kvadratne piramide ako je:
a)a,=4,a,=2,h=6,
b)a, =28,a,=4,c=1.

3. Zadan je pravokutni trokut tako da mu je
a) povrsina jednaka 54 i opseg jednak 36,
b) povrsina jednaka 7 i opseg jednak 12.

4. Nacinite letak o:
a) Moskovskom papirusu,
b) Euklidu,
¢) Diofantu,
d) Bombelliju,
e) Argandu,
f) Wesselu.

b) Vrijeme pripreme

Svaki podzadatak rjesava tim od barem dva ucenika. Ostali, ako ih ima, sastav-
ljaju i razmatraju pitanja koja ¢e postavljati u raspravi.

Nakon sedam dana pripreme organizira se sat rasprave!

c) Sat-dva rasprave

Na pocetku sata podijele se svim ucenicima letci iz zadatka 4. Raspravlja se re-
dom zadatak po zadatak!

Svaka skupina prezentira problem i njegovo rjesenje ili argumente zasto nisu
uspijeli rijesiti zadatak. U raspravi se trebaju .problematizirati” podatci zadani u za-
datku, tj. treba ih mijenjati i uocavati $to se pri tome dogada!

Posebna se pozornost treba posvetiti ¢injenici i uzrocima da je tisu¢e godina
«izbjegavano” racunanje s drugim korijenom negativnog broja, kao i .hrabrosti”
Bombellija i ostalih.

d) Zavrsni osvrt

Nastavnik na kraju rasprave mora ukazati ucenicima gdje se sve danas, u mate-
matici i izvan matematike, koriste kompleksni brojevi. Kao dodatak, uc¢enicima treba
zadati da se upoznaju i s povijes¢u hiperkompleksnih brojeva!
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