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Prilagodba vjerojatnosnog modela
opazenim frekvencijama i X’ -test

SNJEZANA LUBURA' I MILJENKO HUZAK?

1. Uvod

U statistici su dva problema osnovna. Jedan od njih je kako na osnovi uzorka
prikupljenog opazanjem vrijednosti neke statisticke varijable procijeniti njenu po-
pulacijsku distribuciju, a drugi je problem kako iz uzorka ocijeniti je li populacijska
distribucija jednaka nekoj pretpostavljenoj razdiobi. Ti su problemi usko povezani
bududi da se u primjenama Cesto pretpostavlja da populacijska distribucija pripada
nekoj uzoj klasi razdioba koje su parametrizirane nekim parametrima nepoznatih
vrijednosti. Kazemo da je zadan parametarski model za populacijsku distribuciju
izucavane varijable. U tom slucaju prvo se prilagodava pretpostavljeni model opa-
zenim podacima, a zatim se sprovodi statisticki test kojim se ocjenjuje je li model
prihvatljiv (reprezentativan) za populacijsku distribuciju.

Prilagodba modela podacima svodi se na procjenu vrijednosti populacijskih
parametara koristenjem nekog statistickog kriterija (ili metode) procjene. U ovome
¢lanku koristit ¢emo dvije metode procjene, u stru¢noj literaturi poznate kao metoda
maksimalne vjerodostojnosti i metoda mimimuma y* (.hi-kvadrata”). Pokazuje se
da u kontekstu statistickog modela za podatke opisanog u sljedecem poglavlju, bilo
koja od tih metoda daje procjenitelje jednakih grani¢nih razdioba kada veli¢ina uzor-
ka tezi u neizmjerno. U tom slucaju se kaze da su dobiveni procjenitelji asimptotski
ekvivalentni.

Statisticki test za ocjenu prihvatljivosti pretpostavljenog modela, koji ¢emo
opisati u ¢lanku, poznat je pod imenom Pearsonov x -test ili, jednostavno, y” -test
(chi-kvadrat-test”). U uskoj je vezi s metodom minimuma y* jer je minimalna vrijed-
nost kriterijske funkcije za nalazenje procjenitelja ujedno i testna statistika za taj test.

Svrha ovog ¢lanka je dvostruka. S jedne strane namjera nam je opisati primjenu
x” -metode u procjeni i testiranju parametarskih modela s posebnim naglaskom na
diskusiju odredenih prakti¢nih rjesenja koja se cesto koriste.
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S druge strane, navedenu temu Zelimo u¢initi prihvatljivom i s metodicke strane
kako bi se izlozeni sadrzaj mogao ucinkovito pribliziti u¢enicima kroz nastavu stati-
stike ve¢ u srednjoj skoli. U vezi s time pretpostavljamo da su sljedeci statisticki poj-
movi poznati: uzorak, statistika, statisticka varijabla, populacijska i empirijska distri-
bucija, statisticki test i op¢i pojmovi vezani uz njega. Takoder, pretpostavljamo da su
poznati i sljedeéi pojmovi vezani uz vjerojatnosnu distribuciju: funkcija vjerojatnosti,
funkcija distribucije i gustoca sluc¢ajne varijable. Novouvedeni i u ¢lanku obradeni
statisticki pojmovi i rezultati naznaceni su kurzivom (italic) kroz tekst.

Problem procjene parametara usko je vezan uz matematicki problem nalazenja
ekstrema neke funkcije. Za vazne primjere navedene u ¢lanku dovoljno je poznavati
Shannon-Kolmogorovljevu informacijsku nejednakost. U izvodu te nejednakosti kori-
sti se geometrijska interpretacija konveksnosti funkcije kroz Jensenovu nejednakost.
Opéenito, za nalazenje ekstrema funkcije trebalo bi poznavati pojam derivacije i sta-
cionarne tocke, te vezu izmedu tocke ekstrema derivabilne funkcije i stacionarnosti,
ali ni to nije presudno ukoliko ucenici na raspolaganju imaju primjerenu programsku
podrsku uz koju mogu dovoljno precizno nacrtati graf funkcije i iz njega ocitati tra-
zenu tocku ekstrema. Tako bi se statisticki problem prilagodbe vjerojatnosnog mode-
la podacima mogao iskoristiti kao motivacija za temu nalazenja ekstrema funkcije, u
¢lanku nismo slijedili taj put.

Struktura ¢lanka je sljedeca. U sljede¢em (drugom) poglavlju kroz primjere uvo-
dimo i opisujemo x’-metodu. Primjenu te metode na probleme testiranja nezavi-
snosti dviju diskretnih varijabli i homogenosti distribucija obradujemo u treem i
¢etvrtom poglavlju. U petom poglavlju diskutiramo primjenu y” -testa na testiranje
modela neprekidnih razdioba.

2. Pearsonov y’-test

Pokazimo prvo na jednostavnom primjeru kako ¢emo pomocu Pearsonovog
%’ -testa testirati da li podaci, do kojih smo dosli nezavisnim mjerenjem neke dis-
kretne slucajne veli¢ine, predstavljaju realizaciju slu¢ajnog uzorka iz zadane konkret-
ne populacijske distribucije.

Primjer 1. Igraca kocka baca se 300 puta. Pri tome se svako bacanje provodi pod
istim uvjetima i na sluc¢ajan nacin. Zapisujemo broj strane koja se okrenula na kocki.
Dolazimo do sljedecih rezultata: 53 puta okrenuo se broj 1, 43 puta broj 2, 58 puta
broj 3, 41 puta broj 4, 52 puta broj 5 i 53 puta broj 6. Te opazene frekvencije mozemo
zapisati u tablici:

X 1 2 3 4 5 6

n; 53 | 43 | 58 | 41 | 52 | 53

Tablica 1: Rezultat bacanja kocke iz Primjera 1.
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Ovdje su x,1i=1,2,..., 6 moguci elementarni ishodi pri pokusu bacanja igra-
¢e kocke i ujedno vrijednosti diskretne varijable X = «broj koji se okrenuo’, a n,
i=1,2,...,6 sunjihove opazene (izmjerene) frekvencije.

Zanima nas je li koristena kocka simetri¢na. Kada bi bila simetri¢na, onda bi
vjerojatnost da se okrene bilo koja od strana, oznacena brojevima 1, 2, 3, 4, 5 ili 6,
bila ista i iznosila bi 1/6. Oznacimo s ; vjerojatnost da se prilikom bacanja kocke
okrenula strana s brojem i, i €{1,2,3,4,5,6} . Dakle, ako je kocka simetri¢na, onda je
p; =1/6 za svaki i€{1,2,3,4,5,6}. Na taj nacin u potpunosti je zadana distribucija
slucajne varijable X.

Simetri¢nost kocke provjerit ¢emo tako da testiramo nul-hipotezu

1
HO :pi :g,i (S {1,2,3,4,5,6};

nasuprot alternativnoj hipotezi da kocka nije simetric¢na, tj.

1
H, :p, ;tg,za barem jedan i.

Kako testirati nul-hipotezu H ?

Primijetimo da ¢e nakon n bacanja kocke ocekivana frekvencija ishoda x, biti
jednaka np, i€{1,2,3,4,5,6} ako je n vrlo velik broj. Primijetimo da je u ovome
primjeru n = 300. Razumno je pretpostaviti da tada udaljenost izmedu opazenih
i ocekivanih frekvencija nije velika. Tu udaljenost mjerimo pomocu Pearsonove

5 -statistike:
R (n--np‘f
x = ZT (1)
i=1 i

Za razliku od euklidske udaljenosti vektora opazenih (,,...,n,) i ocekivanih
(np,,....np,) frekvencija, udaljenost komponenti tih vektora u ” -statistici je nor-
malizirana, s ocekivanim vrijednostima odgovarajucih frekvencija, kako bi se ujed-
nacili doprinosi vrijednosti X; s velikim i onih s malim ocekivanim frekvencijama.

Na osnovi vrijednosti Pearsonove y -statistike, uz pretpostavku istinitosti nul-
hipoteze i na osnovi opazenih podataka, donosi se odluka o odbacivanju nul-hipo-
teze ili o njenom neodbacivanju u korist alternativne hipoteze. Ako je nul-hipote-
za H, tocna, tada je ocekivana frekvencija svakog od elementarnih ishoda jednaka
n-1/6=300-1/6=50. Za podatke iz tablice, vrijednost y” -statistike tada je jed-
naka:

2 2 2 2 2 2
— 43— - 41— 2— -

, (563-50) (43 -50) (58 —50) ( 50) (52 -50) (53-50)
50 50 50 50 50 50

9+49+64+81+4+9 216
50 50

=4.32.
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Iduci korak je odluciti odbacujemo li nul-hipotezu H ili ne. H  ¢emo odbaciti ako
je vrijednost testne y” -statistike ve¢a od neke unaprijed zadane tzv. kriti¢ne vrijedno-
sti. Naime, velika vrijednost y” -statistike znaci da je udaljenost opazenih od pretpo-
stavljenih ocekivanih frekvencija velika, a to upucuje na zakljucak da treba odbaciti
hipotezu H, kojom su takve ocekivane frekvencije pretpostavljene. Kriti¢nu vrijednost
odredujemo na osnovi vlastite odluke koliko veliku pogresku odbacivanja H, a da je
ona u stvarnosti istinita (to je tzv. pogreska prve vrste), mozemo tolerirati. Ako dopu-
stimo da je ta pogreska najvise 5%, onda kazemo da testiramo na razini znacajnosti od
5%. To znaci da je kriti¢na vrijednost jednaka broju za koji vrijedi da je 5% svih mogu-
¢ih vrijednosti x” -statistike, uz istinitost hipoteze H, veée od tog broja. O¢ito, $to je ra-
zina znacajnosti manja, kriti¢na vrijednost je veca, pa ¢emo teze odbaciti nul-hipotezu.
S druge strane, u tom slucaju povecat e se vjerojatnost pogreske druge vrste.

Da bismo za zadanu razinu znacajnosti odredili kriti¢nu vrijednost, trebamo po-
znavati zakon razdiobe slu¢ajne varijable x> (tzv. uzoracku razdiobu y” -statistike),
uz pretpostavku istinitosti nul-hipoteze. Ne postoji opceniti rezultat o tome koja je to
razdioba. Nije jednostavno odrediti tu razdiobu ni za x> -statistiku u ovome nasem
konkretnom primjeru. Ipak, iz statisticke teorije poznato je da za velike uzorke (da-
kle u grani¢nom sluc¢aju, kada duljina uzorka tezi u neizmjerno), te uz pretpostavku
da vrijedi nul-hipoteza, Pearsonova y” -statistika ima asimptotski y* -distribuciju s
r - 1 stupnjem slobode, gdje je r broj razreda®. x> -distribucija je neprekidna®. Grafovi
njenih gustoc¢a za razne stupnjeve slobode prikazani su na Slici 1.
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Slika 1: Gustoce ), ? _razdioba s df stupnjeva slobode, za razne df.

? Taj se rezultat pripisuje Karlu Pearsonu (vidjeti [6]) koji ga je objavio u svom radu [5] iz 1900. Suvremeni dokaz tog
teorema moze se naci u [7], str. 499.-500.).
* Gustoca xz -distribucije s m stupnjeva slobode jednaka je (I" je oznaka za gama-funkciju):
0, x <0,
J=1 2" v

X e, x>0.
T(m/2)
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Slikom 2. pokazan je graficki polozaj kriticne vrijednosti za zadanu razinu zna-
¢ajnosti. Inace, kriti¢nu vrijednost mozemo odrediti pomoc¢u tablica u kojima su ta-
belirani kvantili ili funkcija distribucije ”-razdiobe. Ta vrijednost mozZe se i preci-
znije odrediti pomocu statistickih ili matematickih programskih paketa (na primjer:
R, Mathematica, MATLAB,...).?

Vratimo se na na$ primjer. Budu¢i da je broj razreda ' jednak broju mogucih
ishoda bacanja r = 6 i kriti¢nu vrijednost trazimo u odnosu na x> -distribuciju s
r — 1 = 5 stupnjeva slobode. Za razinu znacajnosti od « =5% , kriti¢na vrijednost, u
oznaci Y s(5), jednaka je 11.1. Buduéi da je x* =4.32<11.1, ne odbacujemo H,,
odnosno pretpostavku o simetri¢nosti igrace kocke, na razini znacajnosti od 5%.

Sada se mozemo pitati §to ako ne mozemo pretpostaviti da je kocka simetri¢na?
Naime, iako u prethodnom primjeru nismo odbacili pretpostavku o simetri¢nosti
kocke (na zadanoj razini znacajnosti od 5%), ne znaci da je ta pretpostavka tocna.
Jos uvijek postoji moguc¢nost da smo napravili pogresku druge vrste: prihvacamo H,
a da je alternativna hipoteza H | istinita. U tom slucaju prirodno je postaviti pitanje:
kako procijeniti pravu razdiobu od X? Da bismo pokusali odgovoriti na njega, vrati-
mo se problemu i podacima iz Primjera 1.

0,20 |-

0,15 [~

0,10 |-

0,05 |-

I
0,00 1.1

Slika 2: Polozaj kriticne vrijednosti ¥ os(5) =11.1 za razinu znacajnosti od 5%

u odnosu na graf gustoce y” -razdiobe s 5 stupnjeva slobode. Zasjenjena povrsina
ispod grafa gustole, a iznad intervala [11.1,+00) , jednaka je razini znacajnosti 0.05.

> www.r-project.org (R), www.wolfram.com (Mathematica), www.mathworks.com (MATLAB)
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Primjer 2. Za igracu kocku, podatke i varijablu X iz Primjera 1., procijenimo
zakon razdiobe 1 2 3 4 5 6
(2)

b Py P3 Py Ps P
od X.

Kako procijeniti populacijsku distribuciju pomoc¢u podataka?

Jedan od nacina je da se nade takva vjerojatnosna distribucija koja je najmanje
udaljena od frekvencijske distribucije podataka (tzv. empirijske distribucije). Uda-
ljenost izmedu vjerojatnosne distribucije (p,,p,,...,ps) 1 empirijske distribucije
(n—,&,...,ni) mjerimo pomocu y” -funkcije (1). Prikazimo je kao funkciju od

n n n
vektora (p;, p,»...,Ps) za Cije komponente vrijedi da su pozitivne i da im je zbroj

jednak jedan. Dakle, (” j

X P> R, X(Pppz’ - Ds) Z(n npl = (3)
i=1

gdje je )
P={(p), Py Ps): (Vie{l,2,...,6})(p; > 0) & Y p, =1},

i=1

Primijetite da je za podatke iz Tablice 1. empirijska distribucija u P. Minimalna
vrijednost ovako definirane 7 *-funkcije jednaka je 0 i postize se u jedinstvenom
vektoru koji je jednak empirijskoj distribuciji. Dakle, procjena populacijske distribu-
cije za podatke iz Tablice 1. jednaka je:

n, n_é) (53 43 58 41 52 53)

(4)
505050 5050 50

PN n
(Py>Pys-- s Pe) = (1,
n

yeees
n n

Kazemo da je procjena (4) dobivena metodom minimuma y° .

Alternativna metoda procjenjivanja populacijske distribucije (2) je metoda mak-
simalne vjerodostojnosti. Da bismo tu metodu mogli primijeniti, potrebno je odrediti
zakon razdiobe opazenih frekvencija na osnovi pretpostavki o populacijskoj distri-
buciji mjerene varijable X i definicije slu¢ajnog uzorka. Zbog toga se takva razdioba
opazanih frekvencija zove uzoracka razdioba. Ozna¢imo s (N;,N,,...,N,) slucajni
vektor kojemu su opazene frekvencije (n,,n,,...,n,) = (53, 43, 58, 41, 52, 53) jedna
realizacija. Dakle, taj slucajni vektor predstavlja slucajne opazene frekvencije. Iz pri-
rode slucajnog eksperimenta kojim je biran uzorak slijedi da je uzoracka razdioba od
N =(N,,N,,...,Ny) polinomijalna za ¢iju gustocu® f vrijedi daje

f(kyskys..o k) =P(N, =k;,N, =k,,...,N; =k¢) = le (5)

H,lz -

¢ Detaljnija rasprava o gusto¢ama diskretnih slucajnih vektora, te posebno o polinomijalnoj razdiobi, moze se na¢i
u [7], str. 130.-134.

| 9



Poucak 45

zanenegativnecijelebrojeve k,k, ,..., k¢ takvedajeispunjenuvjet k, +k, +---+ ks =n.
U suprotnom, f (k;,k,,...,ks) jednako je 0. Krace kazemo da slucajni vektor N

ima polinomijalnu distribuciju s parametrima (#; p;, p,,..., ps) - Pomocu vrijednosti
funkcije gustoce za tu razdiobu u opazenim vrijednostima frekvencija (1,,1,,...,1,)

za svaki vektor (p,, p,,..., ps) iz P definiramo vjerodostojnost tog vektora kao broj

L(pys pase- s P6) = f (151055 01) = ——— HR

H

Na taj nacin dobro je definirana funkcija L:P — R koju zovemo vjerodo-
stojnost za vjerojatnosni model (2). Sada smo u mogu¢nosti definirati procjenu od
(Py> Pa>-- > Ps) maksimalne vjerodostojnosti kao to¢ku (p;, p,,. .. Ps) iz P, za koju vje-
rodostojnost L poprima maksimalnu vrijednost:

L(pyPrs--r Do) = max(pl,..,,pé)EPL(pl’pZ""’p6)~

Ekvivalentno, procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je toc¢ka u kojoj se posti-
ze maksimum logaritma vjerodostojnosti. Drugim rije¢ima, neka je s

|

6
l:P >R, f(PpPp'-uPe)izlnL(Pppzv-ﬂPs):Z”ilnpi+ln Z— , (6)

i=1 . hy !
i=1

definirana log-vjerodostojnost modela (2). Tada je (p,, P,>---»Ps) iz P procjena mak-
simalne vjerodostojnosti od (p;, p,,..., ps) ako i samo ako je

(o ByreonB) = Max £y pre.os Pe)- @)
(p1>--pg)EP

Primijetimo da je dovoljno na¢i tocku maksimuma funkcije

6
(pl’pZ""’p6)HZnilnpi (8)

i=1

na skupu P jer konstanta In , za koju se ta funkcija razlikuje od log-vje-

C
n;!

i=1 !

rodostojnosti, ne ovisi o vektoru (p;, p,,..., ps) - Tocku maksimuma te funkcije naci

¢emo pomocu Shannon-Kolmogorovljeve informacijske nejednakosti’.

LEMA. (Shannon-Kolmogorovljeva informacijska nejednakost) Neka su
(P> P> Ps) i (415955---9,) dva vektora pozitivnih realnih brojeva takvih da je

Z;Ipi =1i Z;lqi =1.

7 U ovome ¢lanku koristimo diskretnu verziju te nejednakosti. Opéa verzija moze se naci u [1], str. 113.
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Tada vrijedi nejednakost

o | |0,
2.4 n(pJ

i=1 i

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je (P, pys---»Ps) = (q1>95>--q,) -

Dokaz. Budu¢i da je funkcija x> —Inx strogo konveksna, prema definici-
ji stroge konveksnosti® primijenjene na konveksne kombinacije toc¢aka x;, =q;/p;,
i =1,2, .. rikonveksne kombinacije toc¢aka In x, i=1,2,..,rs tezinama q,
i=1,2,..,r,slijedi da je

Zq,ln(q’] Zq,( lnip’])> ln(Zq }——ln[ipij:—lnlzo,

i=1

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako se sve tocke X i=1,2, . 1 podudaraju,
odnosno, ako i samo ako je zasve i, j, p;/q; = p;/q;, odakle slijedi tvrdnja leme.

Primijenimo Shannon-Kolmogorovljevu informacijsku nejednakost na proizvo-

ljan vektor (p,, p,,..., ps) € Pivektor (g;,9,>..-,95) = (”1,”2,_”,”_6)
n

3t 11

T n

i

Odavde i iz Leme slijedi da je tocka

- . .. (mon, m 53 43 58 41 52 53
( b I ):(_1’_2)"‘)_6):( )
Dr>Pys-- 5 Ps "

> > > b b (9)
50 50 50 50 50 50

n n

jedinstvena tocka maksimuma funkcije (8), a time i (jedinstvena) procjena maksi-
malne vjerodostojnosti. Primijetite da se u ovome primjeru procjene metodama
i maksimalne vjerodostojnosti podudaraju.

U Primjeru 1. testirali smo je li populacijska razdioba od X jednaka pretpostav-
lienoj razdiobi. Zbog toga smo u nul-hipotezi specificirali 6 - 1 = 5 brojeva.

8 Realna funkcija f definirana na konveksnome podskupu realnih brojeva strogo je konveksna ako za svaki r, sve tocke

.
X{5...,X, iz domene od f, i sve nenegativne brojeve ¢;,...,q, , takve da je E ) lqi =1, vrijedi
i=

iqif(xi) 2 f[i%’xi}
i=1 i=1

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako su sve tocke x, i =1,...,7 jednake.
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Naime, buduci da je zbroj svih vjerojatnosti p, i = 1, ..., 6 jednak 1, dovoljno je
zadati samo 5 brojeva, $esti broj tada je u potpunosti odreden njima. Primijetite da
to znaci da je prava dimenzija konveksnog skupa P jednaka 5. Na taj smo nacin u
potpunosti zadali zakon razdiobe od X. Pri tome nista nismo morali procjenjiva-
ti iz uzorka. S druge strane, u Primjeru 2. procjenjivali smo svih 5 vjerojatnosti p,
i=1,..,5(procjenaza Pg je, dakako, iz istih razloga kao prije u potpunosti odredena
s ostalih pet procjena). Bududi da pri tome nismo nista pretpostavljali o populacijskoj
razdiobi, dakle nismo postavljali nikakvu nul-hipotezu, statisticko testiranje bilo je
bespredmetno. Primijetite jos da su x* -udaljenosti (3) dobivenih procjena (po oba
navedena i sprovedena kriterija) u odnosu na opazenu frekvencijsku distribuciju jed-
nake nuli, dakle najmanje moguce.

Poop¢imo sada pristupe i metode koje smo diskutirali u prvom i drugom pri-
mjeru. Pretpostavit ¢emo da Zelimo testirati nul-hipotezu kojom se pretpostavlja da
populacijska razdioba varijable koju izu¢avamo ovisi o nekim parametrima nepozna-
tih vrijednosti, ali na poznati nacin, pri ¢emu je broj parametara manji od dimenzije
odgovarajuceg prostora P, vektora vjerojatnosti. U tom slucaju prvo ce trebati prila-
goditi pretpostavljeni parametarski model podacima tako da nepoznate parametre
procijenimo jednom od navedenih metoda procjene, a zatim sprovedemo odgova-
rajudi test nul-hipoteze. Potrebna asimptotska razdioba testne statistike slijedit ce iz
Fisherovog teorema.

Neka je dana slucajna velicina X s vrijednostima u konacnom skupu
A={a,,a,,...,a,}. Nadalje, ozna¢imo s

w.=P(X=a,),i=12,...,r

pravu populacijsku vjerojatnost dogadaja {X =a.}. Htjeli bismo testirati nul-hipote-
zu da te populacijske vjerojatnosti ovise o parametru 6 € ® c R", u skladu s nekim
pretpostavljenim parametarskim modelom, t;.

7w, = p(0),i=1,2,...,7.

Dakako, ovdje nuzno pretpostavljamo da vektori (p,(0), p,(0),...,p,(0)) pripa-
daju skupu
P ={(m,,7,...,7,): (Vie{L,2,..,r)(w, >0) & > _m, =1}, (10)
i=1
za svaku vrijednost vektora parametara 0 iz skupa svih mogucih vrijednosti koji
smo oznacili s ® i za koji pretpostavljamo da je dimenzije v. Jo§ pretpostavljamo da
razli¢itim vrijednostima parametara 0 odgovaraju razliciti vektori u P. Dakako da
je tada 0<v<r—1. Naime, prava dimenzija prostora P jednaka je p =r—1. Slucaj
kada je v = 0 ilustriran je u Primjeru 1., a slu¢aj kada bi bio v = r - 1 ilustriran je u
Primjeru 2. i njega ovdje necemo uzeti u obzir. Dakle, zadano je injektivno preslika-
vanjes © u P
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0=(0,,0,,...,0,) = (p,(0), p,(0),...,p,(0)), (11)

koje zovemo parametarski model za populacijsku distribuciju od X. U skladu s time,
zelimo testirati nul-hipotezu

H,:m, =p;(0), zasvakii=1,2,...,r ineki0 €0,
nasuprot alternativnoj hipotezi

H,:m, # p,(0), za barem jedan i =1,2,...,r za sve 6 €O.

Primijetite da je H  slozena hipoteza jer njome nije jednozna¢no odredena po-
pulacijska razdioba od X.

Neka je X,,...,X, slucajni uzorak’ za X, te neka su N, =Zj=1 1{X1:a1_}, i=1,

n

2, ..., r empirijske (odnosno opazene) frekvencije' vrijednosti od X, shvacene kao
slucajne varijable. Kao i do sada, realizaciju varijable N, oznacavat ¢emo s n, za
i=1,2,..,r.Osnovna pretpostavka na kojoj se bazira testiranje jest da slucajni vektor
N =(N,,N,,...,N,) ima polinomijalnu distribuciju. Uz pretpostavku da je ispunjena
hipoteza H , parametri te distribucije su (n; p,(0), p,(0),...,p,(0)) zaneki 6€0O.

Definirajmo pripadnu Pearsonovu y° -testnu statistiku:

(N; —np,(8))° b
X0 Zl np,(0) (12

Ovu statistiku mozemo shvatiti kao funkciju parametra 6 definiranu na skupu
© . Primijetite da je njena interpretacija i dalje udaljenost izmedu vektora opazenih
frekvencija (N,,N,,...,N,)i ocekivanih frekvencija u skladu s nul-hipotezom H,
(np,(8),...,np,(0)) . Nadalje, za zadanu realizaciju (n,,n,,...,n,) od N, vrijednost od
%’ (0) idalje je funkcija od 0. Za koji bismo 0 iz skupa © trebali izracunati 2> (0)?
Ako to pitanje postavimo na nacin da se zapitamo: za koji 0 €® je vektor oceki-
vanih frekvencija (u skladu s H!), (np,(0),...,np,(0)) , najmanje udaljenAod vektora
opazenih frekvencija (n,n,,...,n,) , onda dolazimo do trazene procjene 6 iz ® koja
zadovoljava uvjet:

%2(8) = mingy_q %°(6), (13)

°Zaniz X;,X,,..., X, kazemo da je slucajni uzorak za X ako je to niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli koje su sve jedna-
ko distribuirane i distribucija im je jednaka populacijskoj distribuciji od X. Za 1<i < n, jednostavna interpretacija
varijable X, je da predstavlja i-to mjerenje (ili opazanje) varijable X u nizu od # nezavisnih, po uvjetima izvodenja
jednakih slucajnih pokusa.

U definiciji opaZene frekvencije N, pojavljuju se indikatorske ili karakteristicne funkcije dogadaja {X; =a;} za
j=1,..., n. Indikatorska funkcija dogadaja A, u oznaci 1, je funkcija 1, : Q — {0,1} za koju vrijedidaje 1,(w) =1
akoisamoakoje we A.
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dakle, procjena minimuma X U tom slucaju j Je %°(0) vrijednost testne statistike za
nas test. Interpretacija od x*(8) jest da je to x> -udaljenost opazenih frekvencija od
familije svih vjerojatnosnih distribucija od X pretpostavljenih modelom u hipotezi
H;, dakle, od familije

P, =={(p,(0), p,(0),....p,(0)): 0O}, (14)

koja je i ujedno prava podfamilija od P, familije svih mogu¢ih razdioba od X.

S druge strane, ako nam je primarni cilj prilagodba modela (11) opaZenim po-
dacima, tada je uobicajeno koristiti metodu maksimalne vjerodostojnosti. Buduci da
opazene frekvencije (N|,N,,...,N,) imaju polinomijalnu distribuciju, vjerodostoj-
nost pretpostavljenog modela je funkcija

L:0 >R, LO)=— Hp, (0). (15)

H

Tocka 6 iz © u kojoj vjerodostojnost L(0) poprima maksimalnu vrijednost je
procjena maksimalne vjerodostojnosti. Ona je ujedno i tocka maksimuma funkcije
koja je, do na konstantu koja ne ovisi 00, logaritam vjerodostojnosti:

1:0 >R, ﬁ(@):in,, In p, (6). (16)

i=1

Dakle, procjena maksimalne vjerodostojnosti 6 zadovoljava uvjet:

(6) = max,_ £(6). (17)

Opéenito, procjene metodom y* i maksimalne vijerodostojnosti ne moraju biti
jednake. Podacima prilagodeni model iz familije P za populacijsku distribuciju od
X tadaje (p,(0), p,(0),..., p,(B)). Da bismo test1rah reprezentativnost tog modela,
postavljamo hipoteze H i H , ranije navedene u tekstu. Testna statistika je tada 2 (0).
Buduci da su, uz istinitost H;, oba procjenitelja, minimuma %> -a 0 i maksimalne
V)erodost0]nost1 0, aszmptotskz ekvivalentni, asimptotski su ekvivalentne i testne sta-
tistike (6) i %*(0). Drugim rije¢ima, njihove razdiobe teze k istoj vjerojatnosnoj
razdiobi: y” -razdiobis r - 1 - v stupnjeva slobode. To je sadrzaj Fisherovog teorema.
Radi potpunosti, iskazat ¢emo ga:

TEOREM. (R. A. Fisher'") Pretpostavimo da za svaki prirodan broj N imamo defi-

niran slucajni vektor N™ = (N, N\, ..., N™) s polinomijalnom distribucijom
s parametrima (n; p1(6),p2(6),...,pr(6)) , pri ¢emu vektor vjerojatnosnih distribucija

!! Navedeni rezultat prvi je formulirao Ronald Aylmer Fisher 1924. g. u ¢lanku [2]. Suvremeni dokaz tog teorema
moze se naci u [8], str. 463.-467., te u diplomskom radu [4]. Jedan metodi¢ki zanimljiv pristup dokazivanju tog
teorema prikazan je u ¢lanku [9]. Inace, taj teorem specijalni je slucaj opéenitog rezultata koji se moze nadi u [1]
(Theorems 23, 24, str. 152.-164.).
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(p(0), p,(0), ..., p.(0)) pripada familiji P, definiranoj s (14) i modelom (11) za
koji jos pretpostavljamo da zadovoljava neke uvjete regularnosti'?. Nadalje, oznacimo s
%2(0) x* -funkciju (12), te s bn procjenitelj minimuma x* ili procjenitelj maksimal-
ne vjerodostojnosti za parametar © na osnovi opazenih frekvencija, za svaki n. Neka
p =r—1 oznacava dimenziju prostora P svih vjerojatnosnih distribucija definiranu s
(10), te neka je V dimenzija parametarskog prostora © . Tada za sve pozitivne realne
brojeve h vrijedi:
lim P(y2(64) > h) = P(H > h),

gdje je H y” -distribuirana slucajna varijabla s p—v stupnjeva slobode.

Primijetite da je, u slucaju da je P, jednoclana familija (tj. hipoteza H je jedno-
stavna), v = 0, pa je Pearsonov rezultat specijalan slucaj Fisherovog teorema. Primje-
na rezultata tog teorema na testiranje nul-hipoteze H  u odnosu na alternativu H ,
ilustriran je u prethodnom Primjeru 1., te u sljedecem Primjeru 3. U Primjeru 3. bit
¢e pokazano i da se opéenito procjene metodoma minimuma x> i maksimalne vje-
rodostojnosti ne moraju podudarati.

0,19 | /

0,1472

0,1471

-103,02 1

-103,04 1

-103,06 [ 1

0,144 0,145 0,146 0,147 0,148 0,149 0,150

Slika 3: Grafovi y* -funkcije u okolini svoje tocke minimuma (crno) i funkcije
log-vjerodostojnosti u okolini svoga maksimuma (sivo), iz Primjera 3.

12 Pretpostavlja se da vrijede tzv. Cramérovi uvjeti: uz ve¢ spomenute uvjete da vektor (p,(6), p,(6), ..., p,(8)) pri-
pada familiji P, te da je preslikavanje koje svakom vektoru @ iz @ pridruzuje spomenuti vektor, injekcija, jos se pret-
postavlja da je to preslikavanje dva puta neprekidno diferencijabilno s Jacobijevom matricom punog ranga, te da su
komponente p;(6),i=1,...,r togvektora uniformno ograni¢ene odozdo pozitivnom konstantom (vidjeti [3], str. 76.).
U svim na$im primjerima ti su uvjeti zadovoljeni ili se moze posti¢i da budu zadovoljeni.
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Primjer 3. (Procjenitelj maksimalne vierodostojnosti i minimuma x> nisu
jednaki)

Uzeli smo slucajni uzorak od #n = 100 biljaka iz jednog botanickog vrta i biljezili
koliko od njih ima crvene, zute ili plave cvjetove. Crvene cvjetove imalo je 20 biljaka,
zute 50, a plave 30. Zelimo testirati da boja cvjetova biljaka zapravo dolazi iz diskret-
ne distribucije oblika

crvena zuta plava
Lo 2.6 2
3 3

Dakle, moramo procijeniti parametar 6 za koji vrijedi da je 0 <6 <1/3. Pogle-
dajmo y” -funkciju:

(20— 100(% -0))* (50— 100(% -0))

—_ . 2
, (30-10020))* _

2
% (0)= +
1001 — ) 100(2 — 6) 10026
3 3
=1i+22—5+i—1oo.
1 g 2.9
3 3

Toc¢ku njenog minimuma mozemo traziti graficki (vidjeti Sliku 3.). Dakle, pro-
cjena minimuma y* za 6 je:

A

0=0.1471.

Na isti na¢in mozemo odrediti tocku maksimuma funkcije log-vjerodostojnosti
koja je u ovom primjeru (do na konstantu) jednaka:

£(6)=20 log(% —-0)+50 log(% —0)+30log(26).

Iz grafa te funkcije (takoder Slika 3.) slijedi da je tocka njenog maksimuma jed-
naka:

0=0.1472.
Nakon §to smo procijenili parametar 6 (uo¢imo da je v = 1), trebamo testirati

nul-hipotezu H| za na$ konkretan model u ovome primjeru. Za vrijednost ? _testne
statistike uzet ¢emo vrijednost y” -funkcije u procjeni maksimalne vjerodostojnosti:

%2 (0) = %%(0.1472) = 0.1869.

1 Podaci su iz [1], Exercise 5, str. 161., a model iz iste knjige, Example 2, str. 154.
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Prema Fisherovom teoremu, uz pretpostavku istinitosti nul-hipoteze H,, razdio-
ba testne statistike je za veliki 7 priblizno jednaka y* -razdiobisr-1-v=3-1-1=1
stupnjem slobode. Zbog toga je za zadanu razinu znacajnosti & =5% =0.05 kriticna
vrijednost jednaka ;o5 (1) = 3.8415.

Buduc¢i da je 0.1869 < 3.8, na razini znacajnosti od 5% ne odbacujemo nul-hi-
potezu.

3. Test nezavisnosti

U sljedeca tri poglavlja primijenit ¢emo u prethodnom poglavlju opisanu
x” -metodu na tri vazna problema u statistici. U ovome poglavlju opisat ¢emo kako
testirati hipotezu o nezavisnosti dvaju diskretnih statistickih obiljezja.

Pretpostavimo da vr$imo niz od » nezavisnih i po uvjetima sprovodenja jed-
nakih slucajnih pokusa i da pri svakom pokusu mjerimo (ili opazamo) vrijednosti
obiljezja X i Y. Nadalje, pretpostavimo da obiljezje X poprima vrijednosti iz skupa
{a),....a,}, a obiljezje Yiz skupa {b;,...,b.} . Neka je n, broj pokusa ciji ishod ima vri-
jednosta, od Xib odY,i=1,2,..,1,j=1,.., c. Ako ishod nekog pokusa, koji ima
vrijednost a, obiljezja X i vrijednost b, obiljeZja Y, poistovjetimo s uredenim parom
(a, b), onda je n, broj pokusa koji su dali ishod (a, b) dvodimenzionalnog obiljezja
(X, Y). Podatke onda mozemo zapisati pomocu tablice:

X\Y b, b, 000 b ukupno
C
al nll an o nlc nZ
aZ nZl nZZ o n26 nl
a n n e n n
r rl r2 rc r
ukupno | n, n, e n. n

Primijetite da su marginalne frekvencije vrijednosti a, od X i b, od Y jednake
redom:
;. :Z”ij’ n; :Z”ij’ (18)
j=1 i=1

zasvei=1,2,.,risvej=1,..,¢ te daje duljina uzorka jednaka:

n= iinij =>n, = ,Z:‘n'j'

i=l j=1 i=1
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Nama je cilj testirati nul-hipotezu i dokazati da su obiljezja X i Y nezavisna. X
i Y su nezavisna obiljezja ako je vjerojatnost da se u jednom pokusu dogodi ishod
(X,Y)=(a;,b;) jednaka produktu vjerojatnosti ishoda X = a, (bez obzira koja je vri-
jednost od Y) i vjerojatnosti ishoda Y = b, (bez obzira koja je vrijednost od X), za sve
parove vrijednosti (a,, b). Preciznije, ako uvedemo oznake:

n; =P(X=a,Y=b), p=P(X=q), q;=P(Y =b)),

zai=1,2,..,rij=1,.., ¢ tada Zelimo testirati nul-hipotezu:

Ho:nijzpi-qj, zasve i=L12,..,r, isve j=1,..,c

Nju zelimo testirati nasuprot alternativnoj hipotezi:

H,:m; # p,-q;, zabarem jedanpar (i,j),i=12,..,r, j=1...c

Bududi da se ovdje radi o diskretnom dvodimenzionalnom obiljezju (X, Y) s r-c
razlic¢itih vrijednosti, skup svih vjerojatnosnih distribucija tog obiljezja je:

P={(myi=1...r, j=1...,c) e R : (Vi, j)(m; > 0) &Y > 7 =1},

i=1 j=1

Prava dimenzija od P je p =rc—1. S druge strane, nul-hipotezom H zadan je
parametarski model koji Zelimo testirati, s vektorom parametara:

O=(p1 02> P91 G25 - 59 )-
Za parametre vrijedi da su strogo pozitivni, te da su zadovoljene relacije:

r—1 c-1
p=1->p,>01ig =1-) gq;>0. (19)
i=1 j=1

Parametarski prostor ® je podskup od R"™*“™D definiran upravo navedenim
uvjetima. Dakle, ukupan broj parametara je v =(r —1) + (¢ — 1) . Primijetimo jo$ da iz
zadanog parametarskog modela u H_ slijedi da je:

(Vie{l...D(p =D m;) i (Viell,...c)(q, = m,) (20)
j=1 i=1

odnosno da su (p,,...,p,) i (qy,...,q.) marginalne distribucije od X i Y redom, $to
odgovara polaznom zahtjevu na te parametre.

U skladu s H;, y* -funkcija definirana na © je:

2(0)= ii—(ni" —rpa;)

i=1 j=1 np,q;
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Naci ¢emo procjenu za 6 maksimalne vjerodostojnosti, a Citateljima ostavljamo
da nadu procjenu minimuma y?, te da pokazu da ¢e za ovaj model te dvije procjene
biti jednake.

Uz pretpostavku da opazene frekvencije imaju polinomijalnu distribuciju, do na
konstantu koja ne ovisi o 0, log-vjerodostojnost od 0 jednaka je:

0(0) = ZZnUln(p,q,) Zan(lnp,anj) Zn lnp,+Zn Ing;,

i=l j=1 i=l j=1

pri ¢emu treca jednakost slijedi iz relacija (18). Primjenom Shannon-Kolmogo-
rovljeve informacijske nejednakosti, prvo na vjerojatnosne vektore (p,,...,p,) i
(n,./n,...,n, /n), azatim na vektore (q,,....q,) i (n,/n,...,n /n),kao u Primjeru 2.
dobivamo nejednakost:

£(8) = Zn lnpﬁ—Zn lnq]<Zn ln( j+2n ln( j E(G)

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako medu ¢lanovima obaju navedenih parova
vektora vrijedi jednakost. Odavde slijedi da je jedinstvena procjena maksimalne vje-
rodostojnosti za O jednaka:
o=| M, e M Mj
n non n

)

i=1 j=1 ]
n
Pod pretpostavkom da vrijedi nul-hipoteza H , a prema Fisherovom teoremu, ta

statistika ima asimptotski y° -distribucijus p-v=rc-1-(r-1)—(c-1)=(r-1)(c-1)
stupnjeva slobode, kada # teZi u neizmjerno.

Pogledajmo na jednom primjeru kako se testira nezavisnost.

Primjer 4." Pretpostavimo da »n = 300 studenata pise inicijalni ispit iz matema-
tike. 97 od njih je ispit polozilo, a ostalih 203 palo je ispit. Nakon tri mjeseca isti su
studenti pristupili zavrsnom ispitu iz matematike, no ovaj put ga je polozilo njih 48.
Od tih 48 studenata, 18 je polozilo i inicijalni ispit. Zelimo testirati hipotezu nezavi-
snosti polaganja ovih dvaju ispita.

' Vidjeti [3], str. 90.
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Oznacimo s X indikator prolaza na zavr$nom, a s Y indikator prolaza na inici-
jalnom ispitu. Ovdje su a, =b, =1 (“prolaz”) i a, =b, =0 (“pad”),ter=21ic=2.
Tablica s opazenim frekvencijama:

X\Y 1 0 ukupno
1 18 30 48
0 79 173 252
ukupno 97 203 300

Izratunajmo vrijednost Pearsonove y’-statistike uz pretpostavku nezavisnosti
XiY:

48.97 48203 252.97 252.203
(18——2)* (30— Y (79-""202 (173 )?
= 300~ 300 0" 300 ° _ 697
48.97 48203 252:97 252203 e
300 300 300 300

Za razinu znacajnosti od @ =1% =0.01 i (r —1)(c —1) =1-1=1 stupnja slobode,
kriti¢na vrijednost jednaka je o, (1) = 2.707 . Kako je 0.697 < 2.707, ne odbacujemo
nul-hipotezu o nezavisnosti obiljezja X i Y na razini znacajnosti od 1%.

4. Test homogenosti

Pretpostavimo da imamo m>2 populacija, te da promatramo isto diskretno
statisticko obiljezje X u svakoj populaciji. Na primjer, zanima nas razdioba obiljezja
«boja kose stanovnistva” u dvije populacije: u stanovnistvu Sjeverne Amerike i u sta-
novnistvu Azija.

Opcenito, neka je A={a,,..,a,} skup svih razli¢itih vrijednosti obiljezja X,
te neka je s 7; oznacena vjerojatnost vrijednosti a, tog obiljezja u populaciji i, za
j=1,2,..,rii=1,2,.., m. Dakle, u populacijii (i = 1, 2, ..., m), zakon razdiobe od

X jednak je:
al az oo ar
Ty Ty vt Ty )

Zelimo testirati nul-hipotezu da su razdiobe od X u svih promatranih m popula-
cija jednake, odnosno homogene. Dakle, testiramo nul-hipotezu:

H, (T =P, zasved =l..,misvej=1..r

nasuprot alternativnoj hipotezi:

H,:m; # p;,za barem jedan par (i, j),i=1,...m, j=1,...1.
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Familija svih razdioba obiljezja X u svih m populacija jednaka je:

P= {3 =i = Ly )< (Vi )1, > 0) & (70)(Y o, =1},

j=1

Prava dimenzija od P jednaka je p =m(r —1). Nadalje, nul-hipotezom H, zadan
je parametarski model koji Zelimo testirati. Vektor parametara tog modela jednak je

0=(p Py Pr 1)

s parametarskim prostorom © definiranog uvjetima

r—1
pi>0,i=12,..,r=1,p, =1-> p,>0.
i=1
Odavde slijedi da je ukupan broj parametara danih modelom u H, jednak
v=r—1.

Pretpostavimo sada da, neovisno od drugih populacija, iz i-te populacije uzi-
mamo sluc¢ajni uzorak zadane duljine n, za svaki i=1, 2, ..., m. Oznaéimo s n, broj
ponavljanja vrijednosti a od X u opazenom uzorku iz populacije i, j = 1, 2, ..., 1,
i=1,2,.., m Nekaje n=n_+..+mn, ukupna duljina svih m uzoraka spojenih za-
jedno u jedan uzorak. Nadalje, neka je n; = Zm n; ukupna frekvencija vrijednosti
a od X u tom zajednickom uzorku, j = 1, 2, ..., r. Opazene frekvencije mozemo pri-
kazati u tablici:

Populacija \ X aQ a, 000 a, ukupno
1 nll n12 o nlr nl
2 nZl nZZ o an n2
m n n e n n
ml m2 mr m
ukupno n, n, e n n

Primijetite da je zasvakii=1, 2, .., m, n, = Z;Zl n; jer je zbroj frekvencija svih
vrijednosti u uzorku jednaka velic¢ini uzorka. Iz istog je razloga i ZH n;=n
Pripadna y” -funkcija jednaka je:

o)-3 3 b

i=1 j=1 zp]

Nepoznatu vrijednost vektora parametara procijenit ¢emo metodom mak-
simalne vjerodostojnosti. Oznacimo s N, slucajnu frekvenciju vrijednosti a, od X,
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zaj=1,2, .., uslucajnom uzorku uzetom iz populacije i (n, je opaZena vrijednost
od N, ) zai=1,2, .., m. Tada za svaki i = 1, 2, ..., m, uz pretpostavku istinitosti hi-
poteze »» Slucajni Vektor N® =(N,,N,,,...,N, ) ima polinomijalnu distribuciju s
parametr1ma (1.5 Py> Py»-- > P,) - Buduéi da su uzorci uzimani tako da su vektori N,
i=1,2,..,m,inezavisni, vjerodostojnost od 0 jednaka je:

L(B)= .
HH. . H P

Odavde slijedi da je log-vjerodostojnost od 0 (do na konstantu koja ne ovisi o

parametrima) jednaka:
0(0) = ZZnIJ Inp, = Zn Inp;.

i=1 j=1

Sada na potpuno isti nacin kao u Primjeru 2. zaklju¢ujemo da je procjena mak-
simalne vjerodostojnosti za 0 jednaka:

| B2 Moy
n n n

Moze se pokazati da se ta procjena podudara s procjenom minimuma y*. Da-
kle, x* -testna statistika iznosi:

co-gsl )

i=1 j=1 ]
n

Pod pretpostavkom da vrijedi nul-hipoteza H, a prema Fisherovom teoremu,"
ta statistika ima asimptotski x> -distribucijus p —v=m(r —1)—(r —=1) = (m—1)(r —1)
stupnjeva slobode, kada # tezi u neizmjerno.

Primjer 5.' Pretpostavimo da dvije grupe od po 300 studenata pristupaju isto-
vremeno ispitu i rjeSavaju iste ispitne zadatke. U prvoj je grupi 144 studenta dobilo
ocjenu A, 80 ocjenu B, 43 ocjenu C, a 33 je palo. U drugoj je grupi distribucija ocjena
bila: 154 s ocjenom A, 72 s ocjenom B, 35 s ocjenom C, a 39 ih je palo. Zelimo testi-
rati hipotezu da je distribucija ocjena na ispitu neovisna o grupi. Tablica opazenih
frekvencija za ovaj primjer je:

'* Ovdje se radi o nesto opcenitijoj verziji tog teorema. Naime, sluca]m vektori opazanih frekvencija su nezavisni (i,
dakako, polinomijalno distribuirani), odakle slijedi da zbroj X -statistika koje se na njima temelje (a $to je, u stvari,
nasa testna statistika), takoder ima asimptotski Xz -razdiobu. Za precizno obja$njenje pogledajte u [1], Theorem 24.

' Vidjeti [3], str. 84.-86.
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grupa \ ocjene A B C | pad | ukupno
1 144 | 80 | 43 33 300
2 154 | 72 35 39 300
ukupno 298 | 152 | 78 72 600

Vrijednost testne ) -statistike je

2 2 2
(144 - SOO-ﬁj (80 - 300-Ej (43 - 300-ﬁ)
600 600 600

2
(33 - 300-2)
600

XZ: + + + +
149 76 39 36
2 2 2 2
(154 - 300~298) (72 - 300~152j (35 - 3OO~78j (39 - 300~72j
n 600 n 600 n 600 n 600/ _
149 76 39 36

=2.077.

Za razinu znacajnosti od ¢ =5% =0.05 i (m—-1)(r-1)=(2-1)(4—-1)=3 stup-
nja slobode, kriti¢na vrijednost iznosi ¥z ,s(3) =7.815 . Kako je 2.077 < 7.815, ne
odbacujemo nul-hipotezu o homogenosti distribucije ocjena po grupama, na razini
znacajnosti od 5%.

5. Neprekidne distribucije

Na kraju ¢emo se osvrnuti na slu¢aj kada imamo slucajni uzorak duljine n, ali
svaki pokus moze dati kao ishod bilo koji realan broj iz nekog intervala realnih bro-
jeva. Tada su podaci realizacije slucajne varijable s neprekidnom razdiobom. Kazemo
da slucajna varijabla X ima neprekidnu razdiobu ukoliko postoji nenegativna funk-
cija f:R— R takva da za svaka dva realna broja a < b vrijedi da je vjerojatnost do-
gadaja da X poprimi vrijednosti u intervalu [a, b] jednaka povrsini omedenoj grafom
od f, osi x i pravcima x = a i x = b."” Takvu funkciju f zovemo gustocom razdiobe od
X. Ukoliko s F(x):=P(X <x), x € R, ozna¢imo funkciju distribucije od X, tada za
sve a < b vrijedi:

Pa<X<bh)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla< X <b)=F(b)—F(a).

17 Preciznije, X ima neprekidnu razdiobu ako postoji nenegativna realna funkcija f takva da je za sve realne bro-

jevea<b, Pa<X<b)= | f(x)dx, $to je ekvivalentno tome da je pripadna funkcija distribucije od X jednaka
a

F(x) = r f(x)dx , X € R . Uvodenjem funkcije distribucije F moze se izbjeci koriitenje integrala za racunanje

vjerojatnosti dogadaja opisanih (generiranih) s X u kontekstu ove teme (bilo da je F zadana formulom ili tablicom, ili
da se ra¢una pomocu kalkulatora ili ra¢unala).
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Vjerojatnosni modeli za neprekidne razdiobe Cesto su parametrizirani. Da bismo
to naglasili (uz argument bilo gustoce, bilo funkcije distribucije od X), navodimo i
parametar: f(x;0), F(x;0), gdje je O parametar ili, ako ih ima viSe, vektor parame-
tara, s vrijednostima u skupu (parametarskom prostoru) ® . Na primjer, u ovome
poglavlju (Primjeri 6. i 7.) posebno ¢emo gledati normalnu razdiobu s parametrima
ui 0%, uoznaci N (,u,oz) . Ovdje su: vektor parametara 0 = (u,az), parametarski
prostor ® =R x(0,+0) , gustoca

1 (x=p)’
f(x:0)= f(x;u,0°)=———e 2% ,xeR,
2m0°

i funkcija distribucije:

F(x;0) =F(x;,u,02) =¢)(ﬂj, xeR.
o

® oznacava funkciju distribucije jedinicne normalne razdiobe, tj. normalne razdiobe
N(0, 1) koja je tabelirana.

U Primjeru 6. pokazat ¢emo kako se pomocu x” -testa testiraju jednostavne, a
u Primjeru 7. slozene hipoteze o neprekidnim razdiobama. Za oba testiranja zajed-
nicko je da prvo treba odrediti intervale vrijednosti od X na osnovi ¢ijih ¢emo fre-
kvencija, izvedenih iz opazenog uzorka, sprovesti test. Dakle, moramo podijeliti skup
realnih brojeva R (ili barem sliku od X) na intervale koji su medusobno disjunktni
i koji prekrivaju cijeli skup R . Te intervale zovemo jo$ i razredi. Pretpostavimo da ih

ima r. Tada su razredi:

A =(-0,a,], A, =(a,a,],... A, =(a,5,a,,], A, =(a,_,,+0),

pri ¢emu su a, <a, <...<a,_, granice razreda. Za svakii =1, 2, ..., r ozna¢imo s 7;
vjerojatnost da varijabla X poprimi vrijednost u intervalu A,. Dakle,

w,=P(XeA)i=12,..,r.

U nacelu broj razreda i razrede zadajemo po volji. Ipak, i tu postoje neka ograni-
¢enja. Na primjer, broj razreda r ne smije biti prevelik u odnosu na broj n podataka u
uzorku jer ¢e u suprotnom biti previse intervala s premalom frekvencijom. Nadalje,
intervali moraju biti odabrani tako da ocekivana frekvencija svakog od njih ne bude
premala (obi¢no se uzima da ocekivane frekvencije bude barem 5 za (unutarnje” ili
«sredi$nje” razrede, a barem 1 za .vanjske” ili .rubne” razrede)*.

Ukoliko imamo jednostavnu nul-hipotezu, tj. da X ima neprekidnu razdiobu sa
zadanom gustocom f (Cesto je f = f(0,), gdje je O, zadana vrijednost parame-
tra 0), tada se preporuca da se razredi biraju tako da svi imaju jednake ocekivane

'8 Vidjeti [3] str. 19. 1 20.
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frekvencije. U tom slucaju ¢e nam y” -testna statistika imati najmanju varijancu'.
Dakle, granice razreda a, i = 1, 2, ..., r — 1, rjeSenja su jednadzbi (F je pripadna funk-
cija distribucije):

F(a,)

-

F(a,')_F(aifl)

|
N|=SN|=N-
-
Il
N
3
|
=

-

1—-F(a,_,) =

sto je ekvivalentnos F(a;)=i/r,i=1,2,..,r-1,0dnosno, a je (i/r) -ti kvantil funk-
cije distribucije Fza sve i = 1,2, ..., 7 — 1. ) *-statistika tada je oblika

2
r |1 _nj r
e —Z(Tr—izl:nf —n. (21)

ne
r

U slucaju slozene nul-hipoteze, tj. da X ima neprekidnu razdiobu s gusto¢om
f(:;8) koja pripada nekoj parametarskoj familiji, za neku vrijednost 0 € ® , razrede
najces¢e odredujemo unaprijed, tako da su unutarnji razredi jednake duljine. Kada
ih odredimo, racunamo funkcije

p,(0):=F(a;;0), p;(0):=F(a,;;0)—F(a,_;0),i=2,...,r=1, p,(0):=1-F(a,;0).

Nul-hipoteza tada se moze zapisati i na poznati nacin:
H,:m, =p;(0), zasvaki i=12,...,r ineki 0€0O.

Primijetimo da za svaki 0, vektor (p,(0),...,p,(0)) pripada familiji P definiranoj s
(10). x* -test se dalje sprovodi na uobi¢ajeni nadin (opisan u drugom poglavlju).

Primjer 6. Generirajmo slucajni uzorak duljine #» = 84 iz normalne razdiobe
N(144, 36) pomocu generatora sluc¢ajnih brojeva u nekom matemati¢ckom program-
skom paketu (npr. MATLAB-u). Zelimo testirati da su podaci dobro izgenerirani, tj.
da je varijabla X, za koju su ti podaci nezavisne realizacije njenih vrijednosti, normal-
na s razdiobom N(144, 36). Dakle, testiramo

H,: X ima N(144,36)-razdiobu,
a alternativna hipoteza je

H,: X nema N(144,36)-razdiobu.

postize u slucajudaje 7, =---=m, =1/r (vidjeti [3], str. 5.).
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Tablica opazenih i teorijskih frekvencija je:

razredi frekvencije | ocekivane frekvencije

A, n, nlr n’
(—0,136.3] 8 8.4 64
(136.3,139.0] 9 8.4 81
(139.0,140.9] 7 8.4 49

(140.9,142.5] 2 8.4 4
(142.5,144.0] 12 8.4 144
(144.0,145.5] 4 8.4 16
(145.5,147.1] 10 8.4 100
(147.1,149.0] 9 8.4 81
(149.0,151.7] 8 8.4 64
(151.7,+00) 15 8.4 225
ukupno 84 84 828

Broj razreda r = 10 uzeli smo proizvoljno, ali smo granice razreda birali tako da
sve teorijske frekvencije budu jednake i iznose n / r = 8.4. Do granica za razrede dosli
smo rjesavajuci sustav jednadzbi:

144 i
(D(a’ g j:i, i=1,2,..9.

Izratunajmo vrijednost Pearsonove y -testne statistike (21):
1

10
, ., 828
=t —n="""—84=145714,
x 8.4

Za razinu znacajnosti od & =5% i10 - 1 =9 stupnjeva slobode, kriti¢na vrijed-
nost jednaka je ¢ ,s(9) =16.9190 . Kako je 14.5714 < 16.9190, ne odbacujemo nul-
hipotezu da su podaci normalno distribuirani s parametrima u =144,0” = 36.
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Primjer 7.2 U svrhu istrazivanja porijekla etrurske kulture i Etrus¢ana, izvrSeno
je mjerenje maksimalne Sirine lubanja 84 Etru$c¢ana. Podaci su izrazeni u milime-
trima. Aritmeticka sredina tih n = 84 brojeva je x =143.8, a uzoracka standardna
devijacija s = 6.0. Neka je X maksimalna $irina lubanje slu¢ajno odabranog Etrus¢ana
iz populacije. Zeli se testirati

H,: X je N(u,0?)-distribuirana za neke u i o7,
nasuprot alternativnoj hipotezi

H,: X nije normalno distribuirana varijabla.

Uocimo odmah da je broj nepoznatih parametara v = 2. Parametar 0 = (u,0°)
treba procijeniti metodom minimuma x> ili maksimalne vjerodostojnosti u sku-
pu ©=Rx(0,+0), kako je to opisano u drugom poglavlju*. Odabiremo me-
todu maksimalne vjerodostojnosti. Koristit ¢emo logaritam vjerodostojnosti

(o) = Zi=1nf In p;(0) za raéurjanje procjene Razredi A, Frekvencije n.
maksimalne vjerodostojnosti 6. Ako pogle-
) o o (=0,129.1] !

damo funkciju ¢ , onda vidimo da vjerojatno-
sti p,(0) ne ovise samo o parametru 6, nego (129.1,133.3] 3
i o razredima A (i=1,...,1), pa je ra¢unanje
maksimuma takve funkcije kompleksan pro- (133.3,137.5] 8
blem koji se moze rijesiti numeri¢kim meto- (137.5,141.7] 16
dama uz pomo¢ ra¢unala. Budu¢i da je vjero- St
jatnosni model koji testiramo normalan, do (141.7,145.9] 23
zadovoljavajuce procjene za 0 = (1,06°) moze-
mo doéi i jednostavnije, na sljede¢i nacin. (145.9,150.1] 25

Neka je r = 9. Granice razreda odredi- 5
mo tako da su unutarnji razredi jednake du- (150.1,154.3]
ljiine i simetri¢no postavljeni u odnosu na (154.3,158.5] 3
aritmeticku sredinu podataka X =143.8.
Opazene frekvencije za tako odabrane razrede (158.5,+00) 0
dane su u tablici: ukupno n 84

» Podaci i problem su preuzeti iz knjige: F. DALY i ostali, Elements of Statistics, Addison-Wesley, 1995., str. 96.,
Example 3.1.

2! Ukoliko u ovome primjeru procijenimo nepoznate parametre normalne razdlobe metodom maksimalne vjerodo-
stojnosti iz negrupiranih podataka u razrede, dakles =X i 62 =((n-1/n)s? (x je aritmeticka sredina, a s
uzoracka varl)anca) as1mptotska razdloba X funkcue izraCunate na osnovi tako doblvemh proqenltel}a bit ¢e jed-
naka razdiobi od x + /11.51 + 125 2, gdje su X » &1, &, nezavisne slucajne varijable, X s x°(r —1) -razdiobom,
£, 1 &, sN(0, 1) -razdiobom, te 4;, >0 i 4, > O su neke konstante. To je posljedica Cernov-Lehmannovog teorema
primijenjenog na normalnu razdiobu (vidjeti [3], str. 102.-106.).
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Neka su a,, ia, granice razreda A, za i=1...,r. Stavimo da je a, = 1249 i

a,= 162.7 tako da se ¢ini da su i vanjski razredi jednake duljine s unutarnjim. Neka su
a,_, +a,
x, =———=%, i=12,...,1,
2

sredine tih razreda. Sada imamo frekvencijsku tablicu:

x, | 127.0 | 131.2 | 135.4 | 139.6 | 143.8 | 148.0 | 152.2 | 156.4 | 160.6
1 3 8 16 23 25 5 3 0

i

Procjena parametra 6 = ( ,u,oz) racuna se kao aritmeticka sredina i varijanca
podataka iz te tablice. Dakle, procjena 0 = (i,6%) dobije se pomocu formula:

I 1N ~\2
=—)> xn =143.7, 6" == ) n(x; —[i)" =34.23.
" T

Nakon $to smo procijenili parametre i pomocu njih izracunali ocekivane fre-
kvencije, imamo novu tablicu:

A, n, e, :==np,(0) (n,—e,) /e,
(=0,129.1] 1 0.5156
(129.1,1333] | 3 |4 2.5952 3.1108 0.2541
(133.3,137.5] | 8 8.8754 0.0863
(137.5,141.7] | 16 18.5073 0.3397
(141.7,145.9] |23 23.5499 0.0128
(145.9,150.1] | 25 18.2911 2.4608
(150.1,154.3] | ° 8.6690 1.5529
(154.3,158.5] | 3 2.5052
(158.5,40) | 0 |3 0.4912 2.9964 0.0000
ukupno 84 84 4.7066

Budud¢i da su ocekivane frekvencije prvog i zadnjeg razreda premale, zdruzit
¢emo prvi A idrugi A, razred, kao i predzadnji A, i zadnji A, razred, u nove razrede
A=A UA, i A, =A; UA,. Novodobiveni broj razreda je r’=7.
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P v . .s 2 T .
Sada nam samo preostaje izracunati vrijednost ¥ “-testne statistike obzirom na

nove razrede, XZ (é) , koja iznosi (vidjeti tablicu):

22 (0) = % (143.7,34.23)' = 4.7066.

Za razinu znacajnosti od @ =10% i r'—v—-1=7—-2-1=4 stupnjeva slobode,

kriti¢na vrijednost jednaka je y¢,(4)="7.7794 . Bududi da je 4.7066 < 7.7794, ne od-
bacujemo nul-hipotezu da su maksimalne Sirine lubanja Etru$¢ana normalno distri-
buirane na razini znacajnosti od 10%.
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