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IZ NASTAVNE PRAKSE

Grafovi trigonometrijskih funkcija:
moze li drukcije?
PETAR MLADINIC

U ovom ¢emo clanku razmotriti grafove definirane istom procedurom, ali na
temeljnim objektima razli¢itima od kruznice. Raspravit ¢emo odredene aspekte tih
sinusoida i pokusati povezati nekoliko poznatih elementarnih ¢injenica.

Definiranjem i istrazivanjem eksplicitno ¢emo ilustrirati kako se na primjeru
sinusa, odnosno sinusoide mogu ostvariti neki zahtjevi Nacionalnog okvirnog kuri-
kuluma (NOK-a):

- ... uspostaviti i razumjeti veze i odnose medu matematickim objektima, ideja-
ma, pojmovima, prikazima i postupcima te oblikovati cjeline njihovim nadoveziva-
njem,

- ... pratiti, stvarati i vrjednovati lance matematickih argumenata razli¢itih vrsta
te primjenjivati analogiju, generalizaciju i specijalizaciju,

- ... kreativno, kriti¢ki i fleksibilno misliti,

- ... primijeniti koordinatnu geometriju za prikazivanje i istrazivanje svojstava
geometrijskih oblika,

Dakle, ¢lankom se ilustrira moguci razvoj osjecaja za analogiju koja u¢enicima
omogucuje drukdije razmisljanje. Na ovaj nacin oni mogu otkriti i spoznati mnoge
«nove” zanimljive ¢injenice.

X% %

Podsjetimo se

U pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu zadana je sredisnja jedi-
ni¢na kruznica. Tu kruznicu zovemo i jedinicna trigonometrijska kruznica.

! Petar Mladini¢, V. gimnazija, Zagreb
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Skup realnih brojeva R preslikamo na jedini¢nu kruznicu tako da njegov pri-
padni brojevni pravac .namotamo” oko kruznice: pozitivni dio namotamo suprotno
kretanju kazaljki sata, a negativni dio u smjeru kretanja. Ishodiste O brojevnog prav-
ca pridruzi se tocki (1,0).
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.
Freos x, kin 1,

Slika 1.

Definirajmo funkcije sinus i kosinus. Uobicajeno je u srednjoj $koli to u¢initi po-
mocu sljedece procedure. Na jedini¢noj trigonometrijskoj kruznici odaberemo tocku
T. Toc¢ka T ima koordinate (cos x, sin x) gdje je x pripadni broj s brojevnog pravca (ili
mjera kuta u radijanima $to ga zatvaraju pozitivni dio osi apscisa i polupravac koji je
odreden ishodistem O koordinatnog sustava i danom to¢kom T, (v. sl. 2.).

Dakle, cos x je apscisa X, asin x ordinata y, to¢ke T.
Funkcije sinus i kosinus definirane su
sin: R->[-1,1], x> sin x,
cos:R->[-1,1], x> cos x.

Graf funkcije sinus naziva se sinusoida i vidi se na slici.
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Sinusoida defifirana na jediniénoj kruznic

Slika 2.
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U slucaju da kruznica nije jedini¢na, tj. da joj je polumjer r = 1, dobiva se sinuso-

ida uvecana za faktor r kad je r > 1 ili umanjena za rkad je 0 < r < 1 (v. sl. 3.).
Teos x, sin x)

L

Slika 3.
Dakle, toc¢ki na temeljnom objektu u pravokutnom Kartezijevom koordinatnom

sustavu pridruzene su koordinate (apscisa i ordinata) koje ¢emo i sad nazvati kosinus

i sinus.

Ogranicit ¢emo se samo na definiranje i istrazivanje sinusa. Kosinus se dobiva na
isti na¢in pomocu apscise tocke na temeljnom objektu.

Pitanje
Na pocetku ovog razmatranja postavit ¢emo pitanje:
moZe li oblik morske zvijezde (v. sl. 4.) posluZiti za definiranje trigonometrijskih funkcija?

Slika 4.
U trazenju odgovora na postavljeno pitanje razmotrimo najprije neke .jedno-

stavnije” oblike.
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Kvadrat i pravokutnik

Uzmemo li za temeljni objekt kvadrat, dobit ¢emo sljedeci graf.

fix)=sin x

Trigomometrijska fonkeija telinirana na bvadm Slika 5.

Ako se sinus definira pomocu pravokutnika, onda ¢e se dobiti isti graf, ali rastegnut.

i flx=sin x
‘ \

fix)zsin z

Slika 6. |

Graf ovisi i 0 polozaju stranica kvadrata prema koordinatnim osima.
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Pravilni peterokut

Graf ima grubi” oblik klasi¢ne sinusoide (definirane kruznicom) i opet ovisi o
polozaju peterokuta, tj. o tome ima li jednu stranicu paralelnu ili ne s jednom koor-
dinatnom osi.

Slika 8.

Pravilni Sesterokut

Graf se profinjuje” povecanjem broja stranica. To se otkriva usporedbom ove
sinusoide s prethodnim sinusoidama.
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Slika 9.

Gielisova krivulja
Johan Gielis, belgijski matematicar i biolog, otkrio je da se ravninski objekti
mogu dizajnirati /crtati pomocu formule

1
)

+ ‘%-cos[imﬁ]

£(6)= [‘l - cos[l mle}
a 4

ny ,Tl
] sa,bym,m,n,n,n € Rabz0

Mijenjanjem realnih koeficijenata a, b, m, m,, n, n,, n, dobivaju se razliciti obli-
ci/objekti. Uporabom Gielisovih krivulja dobivaju se razli¢ite sinusoide (v. sl. 10.).
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En i m

Simusi definirani natzatvorenim Gielisovim krivuljama .
Slika 10.

Pogledajmo kako se ponasaju sinusoide definirane na Gielisovim medusobno
inverznim krivuljama.

Sinusi defirirani |'m|lnvur;m'tm Gielisovim krivuljama Slika 11.

Gielisova je formula posluzila generiranju krivulja f(x) i g(x) koje su medusobno
inverzne, te njihovih sinusa. Mijenjajuci parametre, mogu se dobiti razlic¢ite krivulje.

Vidi se da svi ti grafovi imaju vise ili manje «grubi” oblik sinusoide na koju smo
navikli.

Elipsa
Pogledajmo graf koji nastaje kad se za temeljni objekt uzme elipsa.

Elipsu mozemo zamisliti da nastaje dilatacijom ili kontrakcijom kruznice duz
koordinatne osi. Naslu¢ujemo da ¢e se nova sinusoida isto tako ponasati: bit ce dila-
tirana ili kontrahirana duz iste koordinatne osi.

| 21



Poucak 46

sinusoida définirana na elipsi
Ql:1. 19
L L.

OLIKG 1

Na ovaj se na¢in mogu razmotriti, primjerice, tetivni i tangencijalni cetverokut,
bilo koji poligon - konveksni ili nekonveksni, te ostali ravninski objekti.

Normiranje objekta i grafa

U pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu zadana je sredisnja kruzni-
ca polumjera r # 1. Tu kruznicu zovemo i trigonometrijska kruznica.

Ovakva trigonometrijska kruznica definira sinusoidu (v. sl. 13.).

Slika 13.

Ako ordinatu y,. tocke T na kruznici podijelimo s udaljenos¢u |OT| tocke T od is-
hodista koordinatnog sustava, tj. s duljinom polumjera r, dobit ¢emo ordinatu tocke
na jedini¢noj trigonometrijskoj kruznici. Ta nova normirana ordinata definira nor-
miranu sinusoidu (v. sl. 13.).
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Na isti nacin postupimo s objektima razli¢itima od kruznice. Kad ordinatu tocke T
na objektu, kojom definiramo graf, podijelimo s udaljenos¢u tocke T od ishodista koor-
dinatnog sustava, dobit ¢emo ordinatu kojom definiramo normirani graf (v. sl. 14.).

Slika 14.

Tocke T,i T,s razlicitih pravilnih peterokuta definiraju isti normirani graf. Na
sl. 15. vidi se da se, bez obzira kakvi su poligoni uzeti za temeljne objekte, dobiva isti
normirani graf.

Slika 15.

«Pozadina“ i neka pitanja

Mozemo, dovoljno uvjerljivo, zakljuciti da ¢e grafovi definirani na pravilnim po-
ligonima .teziti” klasi¢noj sinusoidi. U nasem se zakljucivanju zrcali zamisljanje da
pravilni poligoni povecanjem broja stranica oblikom postaju sve zaobljeniji i da je
kruznica grani¢ni .poligon”.

Sli¢no zakljuc¢ivanje moze se prihvatiti i za ostale objekte.
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Normirani graf je, bez obzira koliko je bio .grub/kvrgav” prije normiranja, uvi-
jek klasi¢na .glatka” sinusoida (v. sl. 16.).

Slika 16. g

Na sl. 17. ishodiste za polumjer r nije u ishodistu koordinatnog sustava. Tada
jedini¢na sinusoida nije potpuno .glatka” Spustili se tocka S na os apsica, tj. u noziste
visine iz tocke S na os apscisa, dobije se normirana sinusoida.

N
TN

Slika 17.

U svim ovim slu¢ajevima u pozadini je isti racun.

Imamo pravokutni trokut TOT, gdje je tocka T
tocka na objektu, T _je njezina ortogonalna projekci-

ja na os apscisa, a O ishodiste koordinatnog sustava. 5 L
Neka su duljine |OT| =1, |OT | =x,i|TT | = y,, te neka
je mjerakuta £T OT =6
Dakle, imamo omjer duljina stranica pravokutnog fl
| 2 T,
trokuta ==l =2 Oyo je '
o] r Slika 18.
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[TT]_ yo

|OT]| o

>

tj. trigonometrijski omjer sinusa u pravokutnom trokutu koji «najavljuje” da ¢e graf
biti sinusoida.

Na kraju se u naSem razmatranju namece nekoliko pitanja. Kako sve ovo izgleda
za kosinus? Sto je s tangensom? Kako izgleda njegov graf definiran na ovim temelj-
nim objektima? Sto se dogada ako umjesto normiranja/dijeljenja s faktorom r mno-
zimo ordinatu tocke T na objektu?

Ova pitanja traze novo istrazivanje utemeljeno na iskustvu iz razmatranih postu-
paka. No, to je sadrzaj za neki drugi ¢lanak.

Zakljuc¢ak

I na kraju, odgovorimo na postavljeno pita-
nje u naslovu ovog ¢lanka. Grafovi trigonometri-
jskih funkcija mogu se dobiti i na drugi nacin.
Umjesto jedini¢ne kruznice, za definiranje moze
posluziti bilo koja ravninska zatvorena krivulja.

Tlustracije radi, na slici je prikazana pripad-
na sinusoida morske zvijezde s pocetka ovog
teksta, i njezin normirani graf.

Slika 19.
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