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Medunarodni matematicki
turnir gradova

Eva Spary 1 MaTmja Bucié

Medunarodni matematicki turnir gradova vrlo je ugledno i zanimljivo matema-
ticko natjecanje koje od 1980. godine organizira skupina entuzijasta iz Moskve, na
¢elu s profesorom Nikolajem Nikolajevicem Konstantinovim. Na Turniru gradova
danas sudjeluje preko 100 gradova iz cijeloga svijeta, odnosno preko 10 000 ucenika,
ve¢inom srednjoskolaca. Nakon Medunarodne matematicke olimpijade to je najvaz-
nije matematicko natjecanje na svijetu. Grad Zagreb od 2005./2006. godine (s jed-
nom godinom prekida) redovito sudjeluje. Od 2009./2010. organizaciju je preuzela
Udruga Mladi nadareni matematicari.

Turnir gradova specifi¢no je natjecanje: po vremenu odrzavanja, organizaciji,
vrsti zadataka i njihovoj prezentaciji. Odrzava se u nekoliko faza:

« jesensko kolo s dvije varijante (pripremna i osnovna) u obliku klasi¢nog natjeca-
nja; odrzava se u razmaku od tjedan dana, obi¢no krajem listopada;

« proljetno kolo, takoder s dvije varijante, krajem veljace i poc¢etkom ozujka;

« ljetna zavr$na konferencija kao susret najuspjesnijih ucenika iz prethodnih kola.

U svakome kolu jesenskog i proljetnog ciklusa Turnira gradova ucenici zadatke
rjeSavaju u svojim gradovima, u organizaciji Odbora Turnira za taj grad. Organizato-
ri su obavezni pridrzavati se pravila koje daje Sredi$nji ocjenjivacki sud iz Moskve, a
kojim upravlja prof. N. N. Konstantinov. Gradski (Lokalni) ocjenjivacki sud ispravlja
i ocjenjuje testove i $alje ih na dodatnu provjeru Sredi$njem ocjenjivackom sudu.
Rezultat ucenika najbolji je rezultat u bilo kojem pojedina¢nom kolu. Po zavrsetku
proljetnog kola i svih provjera, najuspjesnijim natjecateljima Sredi$nji organizacijski
komitet Turnira izdaje diplome, a najbolji medu njima pozivaju se na Ljetnu konfe-
renciju Turnira gradova. Ljetna se konferencija odrzava pocetkom kolovoza u raznim
gradovima Rusije (ponekad i u nekim drugim zemljama) i traje desetak dana. To je
zapravo prava mala znanstvena konferencija. Medunarodni ocjenjivacki sud pripre-
mi niz zanimljivih istrazivackih zadataka, ¢esto otvorenog tipa, na razne teme koje
ucenici samostalno ili skupno rjesavaju nekoliko dana. Pisana rjeSenja predaju se u
dva roka (pripremni i zavr$ni), a vrednuje se napredovanje u rjeSavanju. Najuspjesniji
dobivaju diplome i nagrade, a najvrednije od svega je druzenje, upoznavanje vr$njaka
s istim interesima, te razmjena znanja i iskustava. Vise informacija o Turniru gradova
i odrzanim Ljetnim konferencijama mozete procitati na

'Eva Spalj, Matija Buci¢ XV. gimnazija, Zagreb
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Prosle skolske godine na Turniru gradova u Zagrebu sudjelovalo je tridesetak
ucenika. Matija Buci¢, u¢enik 3. razreda XV. Gimnazije, ostvario je izvrstan rezultat
postigavsi 21 bod, te je pozvan na Ljetnu konferenciju kao jedini u¢enik iz Hrvatske.
Ja sam, kao njegova profesorica matematike, imala Cast i srecu da ga pratim na tom
uzbudljivom putovanju. Za nas mentore bila su organizirana predavanja i izleti, a
upoznala sam i profesore iz raznih zemalja sudionica. Matija je radio u timu s Pre-
dragom Milosevi¢em, u¢enikom gimnazije ..S. Markovic¢a” iz Ni$a, na zadatcima ve-
zanim uz Shapirovu nejednakost, te je postigao maksimalni napredak.

Shappirova nejednakost

Lokalni dio turnira gradova

Turnir gradova je medunarodno matematicko natjecanje u kojem mogu sudjelo-
vati svi gradovi. Natjecanje se odrzava lokalno, odnosno ucenici se natje¢u u svojemu
gradu. Natjece se 4 puta tijekom godine, a za rezultat u¢enika uzima se najbolji rezul-
tat na bilo kojem od pojedinacnih kola. Postoje dvije dobne skupine: 1.1 2. razredi ¢ine

1. skupinu, a 3. i 4. razredi 2. skupinu. Rezultati prvih razreda se mnoze s koeficjentom
%, a tre¢ih razreda s koeficjentom % Lokalni organizatori nakon ispravljanja izabiru
najbolje radove i $alju ih na ponovno ispravljanje u Rusiju gdje se skupljaju rezultati
iz cijeloga svijeta i odreduje broj bodova potrebnih da se dobije poziv na ljetnu konfe-

renciju. Ove godine bodovni pragovi bili su 16 za mladu, a 18.75 za stariju skupinu. Ja
sam imao 21 bod u mladoj skupini i time zavrijedio poziv na ljetnu konferenciju.

22. Ljetna konferencija turnira gradova

Dvadest i druga ljetna konferencija turnira gradova odrzavala se od 2. 8. 2010.
do 10. 8.2010. u gradu Teberdi u Rusiji. Na njoj je sudjelovalo 59 ucenika iz razlicitih
drzava, medu kojima su, Bugarska, Hrvatska, Iran, Izrael, Kanada, Malezija, Njemac-
ka, Rusija i Srbija. Na konferenciji u¢enici dobiju teme od kojih biraju jednu do dvije
koje rjesavaju samostalno ili timski. U svakoj temi su zadatci, a rezultat ucenika je
broj rjeSenih zadataka. Unato¢ natjecateljskom dijelu glavni cilj konferencije je me-
dusobno upoznavanje ucenika iz razli¢itih dijelova svijeta koji se bave matematikom
i upoznavanje ucenika s istrazivackim aspektom matematike.

Teme zadane ove godine bile su:

- Random walks throgh electrical networks
- Colorings and clusters

- Miguel point and on isogonal conyugacy
- Shappiro inequality

- Coverings and growth of functions
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Shappiro inequality

Ja sam se zajedno s Predragom Milosevi¢em iz Srbije odlucio baviti temom Shap-
pirova nejednakost pa navodim nekoliko zadataka za koje vjerujem da dobro opisuju
ideju natjecateljskog dijela ljetne konferencije.

1954. u ¢asopisu American monthly objavljen je zadatak Harolda Shappira:

Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve Xp Xy ors X, vrijedi nejednakost

fl

X 1
—
4 Xie1 +x42 2

I
Gdjejex =xix =x,
Gornja nejednakost je dobila ime Shappirova nejednakost i ispostavilo se da nije
tocna za sve n. Nasi zadatci su se uglavnom odnosili na dokazivanje da nejednakost
vrijedi ili ne vrijedi za specifi¢cne n te primjerice dokazati Shappirovu nejednakost
ako je niz x, monoton.

Zadatke sam numerirao onako kako su bili zadani, a ja sam ih povezao kako smo
mi to ucinili dok smo rjesavali te naveao nekoliko lema koje smo koristili u dokazima
tih zadataka.

U svim sljede¢im zadacima Xp Xy .. X, SU pOZitivni realni brojevi, a X, =X,

Definirajmo sada nizove a, , &, ¢,

. . Xs X X ,
Neka sua,a,..a, brojevi = == .. — urastucem poretku.
’ Xy Xz Xn
1 . 2 .

b= akoje @@y y—; = 1,a by = ———————=,a akoje ajit, ;- < 1.
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Zadatak 1.11 a:

Dokazite da vrijedi

L n

— = AT . S
Xipr + Xigz (1 + apyy-4)

=1 i=1

Dokaz:

H n Fl

S et TR ER T
Xip1 + Xisz 'I.'*_'..i_xl_"xfﬁ_ c(1+c,)

=1 =173 7 X X4y 1

Zbog toga $to je niz (f] padajudi, a niz (—I-—:] rastudi i zbog toga $to je ( - )

i £ T e Ci
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1
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} permutacija niza ( = :I vrijedi prema monoto-
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nom preuredenju vektora sljede¢a nejednakost:
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§to je i trebalo pokazati.

Zadatak 1.11 b :

Dokazite da vrijedi:

Z i— = Z bl'
Xigy + Xigz —

i=1
Dokaz:
Lema 1:
Neka su x,y realni pozitivni brojevi tada vrijedi:
i) Akojexy =1

L o 1 .1
x(1+y) y(l+x) xy

ii) Akoje xy < 1.
1 1 2
+ =
x(1+y) y(1+x) " xy+ fxy

Dokaz leme 1:

i) xy=1
1 N 1 }1 -
x(1+y) y(l+4x) xy
x+y+2xy 1 sy

xy(1+x)(1+y) = xy
x+y+2xyz(1+x)(1+y) <

xy=1
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Kako posljednja tvrdnja vrijedi zbog niza ekvivalencija zaklju¢ujemo da i prvi
dio leme 1 vijedi.

i) xyve<1
1 i 1 g 2 i
x(1+y)  y(1+x) xy+ Jxy
X+¥y+2xy - 2 g

xy(+x)1+y) " xy+ [xy
(x+y+2x)(xy+ Jxy) 2 201 +x)(1+y) &
X2y + xfxy + xy? + yxy + 2627 + 2y fxy = 2xy + 2x%y + 2yt + 2y o
Jolx+y+2xy)zxy2+x+y) =
x+y+2_r}r2v-"x_y(2+x+y] =

Wx -y = Jox- =20 =
(VE-3) (- =0

Budu¢i da zadnja tvrdnja nuzno vrijedi zbog niza evivalencija vrijedi i pocetna
pa smo time zavrsili dokaz leme 1.

Iz zadatka 1.11a vrijedi

n L] !

T B S S
]*’fr'+:|‘|"-'fr'+z_E (1 + Qyyq-) ‘ Qi(1+ appy-i)  Apyq-i(1+a)/’

iz leme 1 vrijedi

n ]

z(a[(] +];z,,+l_‘] . r:.[rH_,_l-{il - a,}) = Zb'

=1 =1

Dakle zaklju¢ujemo

§to je i trebalo pokazati.
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1.11¢c
Neka je g maksimalna konveksna funkcija koja nije ve¢a od svake od funkcija
e i 2(e* +e¥3),

Dokazite:

n

2.1‘; -
Z T T— Z ﬂ{lﬂ“hﬂrwl—in 2ng(0)
Xig1 T Xj42 =1

i=1
Dokaz:
Iz definicije funkcije g zaklju¢ujemo da je g(x) < min (e™*,2(e* + e*/2) D)

1
OanSDO H[ln{ul'”rlrl"ij) = min [{”fﬂrlvl—i]_lyE(Hir{uf]-f + Qi l'J} :I = bi
zasvakii =1..n

1z zadatka 1.11 b imamo
1

i
} .
Zx'“ +x,u bJ _Zg{]“{a*ﬂﬂ'f!w}}

i=1 i=1

Kako je g(x) konveksna funkcija mozemo primjeniti Jensenovu nejednakost i
dobiti:

Zg{ln{u Ape1-i)) = g (Zin(ﬂ 1 t]) =ng| In (ﬂ )) =ng(In{1)) = ng(0)

=1

To je trazena lijeva strana nejednakosti, ¢ime je tvrdnja zadatka dokazana.
19¢
Dokazite da je

Dokaz:

1z zadatka 1.11c imamo:
n

zm 2 zmln(ﬂ Mp1-1)) = n g(0)

=1

odnosno

n
X; g0
Z - i }”
> 1x|+l+xa+2 2

Dakle dovoljno nam je pokazati da je g(0}) = :
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Buducdi da je g jedinstveno definirana pokusat ¢cemo ograditi g(0).

Uvedimo oznake:

flx)=e™

odnosno
glx):=2(e* + E_I...'._"]_.J.

Promotrimo drafove funkcija:

\

A
N\
N :f(
72000 N\
N
081 A
~ \
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06 =
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0 N

b S~ T

05 = =

a
-1,5 -0,5 0,5 1,5

Slika 1: Grafovi funkcija f, q i duzine koja spaja diralista
zajednicke tangente i funkcija fiq

y=t(>)° =)

N\,
\ N
AY
N\
\\ .
AY
AN
N\
fix)=e \\
q(x)= 2 x \
ef+e? 095 N
6.9
o N
: A

Slika 2: Uveéani prikaz

Primijetimo da je funkcija f ve¢a od funkcije g na intervalu (—e, 0) da postizu
istu vrijednost za x = 0 te da je funkcija g veca od funkcije f na intervalu (0}, =}).

Kako #(x) : = min(f(x), g(x)) nije konveksna funkcija, to za funkciju g vrijedi: g
je jednaka funkciji g na intervalu {—==, b}, a jednaka linearnoj funkciji koja odgovara
pravcu zajednicke tangente funkcija fi g na intervalu (b, a}, te jednaka funkciji g na
intervalu {a, =} gdje je a apscisa diralista zajednicke tangente funkcija fi g s grafom
funkcije f, a b apscisa diralista te tangente s grafom funkcije g.
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-4

Primjetimo i da je nuzno a > (i b < {1,

Vrijedi da je
flx)=—e>
, e*/? 4 2e*
q'(x) = _{E.r.-fz + e*)?
Mora vrijediti
f'la) =q'(h)
fla) —q(h)
il e & SO
=3 q'(h)
1z
f'la)=q'(b)
Dobivamo
el’? 4 2g"
el =——
(e? +et)2 (1)
eb/2 4 o2 obf2(] 4 ebl2y2 e3b(2 b eb
u=(w2+21= 1{+2 wz] =‘E’h’rhrnz—*’fz”i(w b)
e e e e 14 2¢2) (2)
Aiz
f(a) —q(b)
i .t PR
= q'(b)
g™ N bz b
eb bz _ € 124 2e
a—b T (eb/2 + eb)?
Koristeéi 1. dobivamo:
ebiZ 4 2pb 2
(P72 + eP)2 @b 4 gb/2 B b2 4 2ab
a—h T (eb/2 4 eb)2
e?/? 4 2¢P 2
(sz + Eb}z T b 4 b2
eb/2 4 2gb =b-a
(€72 + eP)?
e/2 4 2eP — 2(e® + %/2)
=h—a

2el +el/?
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1

——=g—-b
2et2 41

1

2ebi2 41 ()

a=b+

et = Eb+2r5ﬂ+:

Koristeéi 2. dobivamo:

1 b
b+ ’ e
Bz = all = a2
g i+l =g¥ =g 14
( 14+ 23'”'?)

E+ 1 Eb
ge zebii4] = 1+

b
1+ 2e2

1 Eb

b
s o

LT ——
e

(4.)

Definirajmo

Ex

x 1
hix) = gi+2e1’ 4] - —
() 14 2e*/2

Mozemo dobiti

Xt ) ax EEx,f:!

x, 1 1
r R v ey e _
bl 2“( 152672 ' (2677 + 1)2

2 (2e%% 4 1)2

Sada ¢emo pokazati da je za sve x

hix)=0
x 1 1 it ex gixfi
G =gt (2 2e7% ¥ 1}2) 1+ 2652 | (26" + 1)

x, 1 f(4e* +2e*? +1 e¥¥f2 4 p*
R(x) =e? 26341 = : >
2{2&”2 + 1}2 {Zex“ + 1}2

x f4e* + 2e%2 41 g3xfl 4 gt 4e3%/2 4 2pX 4 o1 = 2e3%/2 _ Qpx
'”( 2(2ex/2 + 1)2 )_ ((2exf2 - 1}2) a ( 2(2e*/2 + 1)2 ) a

223-5:'.-"2 + Et.."z

—_——>0
2(2e%2 +1)2
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Dakle za sve x

Rix)>0
$to znaci da je h(x) strogo rastuca, a primjetimo i da je neprekidna. (5.)

Koristec¢i program Wolfram Mathematicu mozemo dobiti da je
1.0002 < h({-0.20) < 1.0003

09972 < h(=0.21) < 0.9973

Odnosno fi(=0.20) = 1 i h{(-=0.21) < | pa mozemo zakljuciti da postoji b takav

I 1 Eh

iiedi @2 2eb/241 — =~
da vrijedi e? 2eP741 T et = 1

I za taj b vrijedi
—0.21 < h < =020

Koriste¢i definiciju funkcije ¢ dobivamo da vrijedi

0) —q(b
a( }bml }=-q‘[b]|

Odnosno opet koriste¢i Wolfram Mathematicu dobivamo

2 PLIEIE 2 =021 L 9,021
Tz

+b > +(=0.21)=

L (a2 abyl p=010 4 =020 (e=0104 p=020y2

g(0) = q(b) = bq'(h) = =

Lo @0l L D p=021 5
52+ (—0.21) (e—010 4 g-020)2 >098> 1z

Dakle dobili smo g{0) = % $to je i trebalo pokazati.





