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lluzija linearnosti

NINA PAVLIN-BERNARDIG' 1 VESNA VLAHOVIC-STETIE?

Farmeru je potrebno 8 sati kako bi obradio komad zemlje oblika kvadrata sa stra-
nicom duljine 200 metara. Koliko mu sati treba kako bi obradio komad zemlje oblika
kvadrata koji ima stranicu dugu 600 metara?

Na ovaj zadatak postavljen u jednom istrazivanju ucenicima u dobi od 12 do
16 godina, visSe od 80% ucenika netoc¢no je odgovorilo: .24 sata” [1]. Slicno tome,
na zadatak .Velika pizza promjera 30 cm stoji 32 kn. Koliko bi trebala stajati mala
pizza iste debljine, ali promjera 15 cm?” vecina srednjoskolaca odgovara: .16 kn’,
zakljucujudi da, ako je promjer dvostruko manji, i cijena treba biti dvostruko manja,
ne uzimajudi u obzir povrsinu [2].

Ovaj fenomen poznat je pod nazivom .iluzija linearnosti” ili .zamka linearnosti”
(odnosno proporcionalnosti) i predstavlja sklonost miljenju da su odredene velicine li-
nearno ili proporcionalno povezane ¢ak i u situacijama u kojima to nije opravdano [3].

Linearni i proporcionalni odnosi imaju $iroku primjenu i korisni su za razumije-
vanje mnogih situacija u svakodnevnom Zivotu, kao i problema u matematici i fizici.
Djeca se od malena susrecu s ovakvim odnosima (. Auti¢ ima Cetiri kotaca, pa dva
auti¢a imaju osam kotaca’, .Potrebne su dvije ¢ase vode kako bi se napunila kantica,
tako da je za tri kantice potebno Sest ¢asa vode”).

Tijekom $kolovanja ucenici takoder mnogo slusaju o proporcionalnim odnosi-
ma, a oni im se ¢ine vrlo jasnima i intuitivno razumljivima [4]. No, mnogi istrazivaci
i nastavnici matematike upozoravaju da ovo moze dovesti do tendencije da ucenici,
ali i odrasli, koriste linearni model «svugdje”. Brojni su primjeri koristenja linearnih
odnosa kada to nije opravdano, a Van Dooren i sur. [4] navode neke od najstarijih:
u Platonovom dijalogu Menon, Sokrat trazi covjeka da nacrta kvadrat koji ima po-
vr$inu dvostruko ve¢u od zadanog kvadrata, a ovaj smatra da je to kvadrat koji ima
dvostruko dulje stranice od zadanog. Aristotel je, pak, smatrao da ¢e objekt koji ima
deset puta vecu tezinu od drugog objekta padati deset puta brze od njega.
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Kako se pokazalo da je podloznost iluziji linearnosti vrlo rasirena i da ima bit-
ne obrazovne implikacije, provedena su brojna istrazivanja koja se njome bave, a u
2010. znanstveni casopis Mathematical Thinking and Learning posvetio je ¢ak cijeli
specijalni broj ovom fenomenu. U razlic¢itim je istrazivanjima podloznost ovoj iluziji
utvrdena kod ispitanika razli¢itih dobi - predskolaca, osnovnoskolaca, srednjoskola-
ca i studenata - i u razli¢itim podrucjima matematike kao $to su aritmetika, algebra
i vjerojatnost. No, najviSe je proucavana u podrucju geometrije, gdje predstavlja mi-
$ljenje da ¢e se mnozenjem ili dijeljenjem duljine stranice geometrijskog lika ili tijela
odredenim brojem, povrsina (za geometrijske likove) ili volumen (za geometrijska ti-
jela) tog lika ili tijela takoder povecati ili smanyjiti toliko puta, kao u primjerima nave-
denima na pocetku ovog teksta (naravno, ispravno bi bilo smatrati da povrsinu treba
pomnoziti ili podijeliti kvadratom danog faktora, a volumen kubom danog faktora).

Sto pokazuju istrazivanja?

Istrazivace je, izmedu ostalog, zanimalo shvacaju li djeca predskolske dobi, koja
jos nisu izlozena obrazovnim utjecajima, koncepte linearnih i nelinearnih odnosa.
Stoga su provedena ispitivanja s djecom u dobi od 5 i 6 godina [5], [6], u kojima su
ona trebala procjenjivati rast neke koli¢ine koji se kretao ili linearno ili eksponenci-
jalno. Primjerice, pokazivane su im kuglice koje su oznacavale rast populacije zeceva
na nekoj livadi svake godine, a djeca su trebala procijeniti koliko ¢e zeceva biti na
livadi nakon 5, 6 i 7 godina. Pokazalo se da i petogodi$njaci mogu procijeniti ekspo-
nencijalan rast kolic¢ine, iako su ga ¢esto podcjenjivali i procjenjivali blize linearnom
rastu. Kada je rast populacije bio linearan, djeca su ¢inila puno manje pogresaka u
procjeni. Ovo pokazuje da djeca predskolske dobi intuitivno razumiju linearne i ne-
linearne odnose, iako su ve¢ tada sklona iluziji linearnosti.

Istrazivanja na ucenicima osnovnoskolske i srednjoskolske dobi, kao i na stu-
dentima, u kojima su koristeni nelinearni zadaci sli¢ni onima na pocetku ovog teksta,
pokazuju da su ispitanici vrlo losi u njihovom rjesavanju. Naravno, kada su im zadani
zadaci iste forme, no koji zahtijevaju linearno rezoniranje (.Radnik sloZi deset sen-
dvica u roku od pola sata. Koliko ¢e sendvica sloziti u radnom danu koji traje osam
sati, ako uvijek radi istom brzinom?”), svi su ispitanici vrlo uspjes$ni u tome. Kako bi-
smo otkrili koji su sve razlozi u podlozi ovakvih rezultata, u nekim su istrazivanjima
provedeni dubinski intervjui s uc¢enicima [7]. Oni su pokazali da je vecina ucenika
koristila linearni model pri rjeSavanju nelinearnih zadataka spontano i intuitivno,
bez svjesnog odabira. Dio ucenika je, pak, bio uvjeren da se linearni odnosi mogu
primijeniti .svugdje” i namjerno su odabrali linearni nacin rjesavanja zadatka. Tako-
der, mnogi su ucenici pokazali nedostatke u znanju geometrije, pa su tako mislili da
samo pravilni geometrijski likovi imaju povrsinu. Uz to, mnogi su imali neadekvatna
uvjerenja u vezi rjeSavanja matematickih zadataka, primjerice da slikovni prikaz za-
datka nije koristan.
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Istrazivaci su takoder pokusavali utvrditi kakve intervencije mogu utjecati na
smanjenje iluzije linearnosti kod ucenika. Jedan od nacina koji su koristili je pokazi-
vanje crteza koji prikazuje zadatak — primjerice, uz zadatak s pocetka teksta moze biti
nacrtan kvadrat koji prikazuje komad zemlje sa stranicom od 200 m, a pored njega
veci kvadrat koji prikazuje komad zemlje sa stranicom od 600 m, s mrezom na kojoj
je vidljivo da u takav kvadrat stane 9 kvadrata sa stranicom od 200 m. Drugi nacin je
suocavanje ucenika s kognitivnim konfliktom - to se moze provesti tako da se nakon
neispravnog rjesavanja zadatka ucenika suoci s rezoniranjem ucenika koji je ispravno
rijesio zadatak. Primjerice, nakon $to ucenik kaze da je za obradivanje veceg komada
zemlje potrebno 24 sata, istraziva¢ mu kaze: .Jedan drugi ucenik rjesavao je isti ovaj
zadatak i razmisljao ovako: Komad zemlje sa stranicom od 200 m ima povrsinu od
40 000 m?, dok komad zemlje sa stranicom od 600 m ima povrsinu od 360 000 m?,
dakle 9 puta je veci. To znaci da je za obradivanje takvog komada zemlje potrebno
9 puta viSe sati, pa je rjeSenje 72 sata”. Ovakva bi intervencija trebala djelovati na to
da ucenik razmisli o svom prvotnom rjeSenju, kao i da kasnije ne primjenjuje odmah
linearnu shemu rjesavanja [8], [9].

U jednom od istrazivanja koje su u Hrvatskoj proveli Vlahovi¢-Steti¢ i sur. [2],
ucenicima gimnazije zadani su linearni i nelinearni zadaci u kojima je format odgo-
varanja bio viSestrukog izbora. Jedna skupina ucenika rjesavala je nelinearne zadatke
u kojima je medu ponudenim odgovorima bilo i neto¢no rjeSenje koje se dobiva pri-
mjenjujudi linearni model, dok je druga skupina rjesavala te iste zadatke, no medu
ponudenim odgovorima nije bilo takvo rjesenje. Na ovaj nacin, kod druge je skupine
izazvan kognitivni konflikt — nakon $to bi vidjeli da medu ponudenim odgovorima
nije onaj na koji su prvi pomislili, mogli su promijeniti svoju shemu zadatka i zaokru-
Ziti to¢no rjesenje. Ova skupina je, naravno, bila uspjesnija od prve skupine (u kojoj
je 98% ucenika zaokruzivalo linearna rjeenja), iako ni njihova uspjes$nost nije bila
izrazito visoka jer je samo 37% ucenika iz ove skupine to¢no rijesilo svih 5 zadanih
zadataka.

U drugom istrazivanju provedenom kod nas [10], Vlahovi¢-Steti¢ i Lapaine na-
stojali su utvrditi utjece li ponudenost linearnog rjesenja i veli¢ina faktora promjene
geometrijskog lika na uspjesnost gimnazijalaca u rjeSavanju nelinearnih zadataka.
Ustanovljen je utjecaj obiju varijabli, i to u o¢ekivanom smjeru: uspjesniji su bili sudi-
onici koji nisu imali ponudeno linearno rjesenje, kao i oni koji su imali manje faktore
promjene veli¢ine geometrijskog lika. Najuspjesniji su bili sudionici koji istovremeno
nisu imali ponudeno linearno rjesenje, a faktori promjene veli¢ine geometrijskog lika
bili su im manji. Dakle, iluziju linearnosti moguce je u odredenoj mjeri smanjiti po-
ticanjem na provjeru rjeSenja i stvorene predodzbe o zadatku, a stvaranje adekvatne
predodzbe o zadatku moze biti otezano ako je faktor smanjenja ili povecanja geome-
trijskog lika velik (200, 300, 400). U skladu s ovim nalazima su i nalazi ovog istraziva-
nja o sigurnosti u to¢nost rjeSenja. Naime, sigurnost u netocno rjesenje bit ¢e prilicno
velika ako se osobi na odreden nacin ne dade do znanja da je njezino prvotno rjesenje
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pogresno. Tako su najmanje sigurni u neto¢na rjeSenja bili sudionici kojima je to
dano na znanje na dva nacina: nepostojanjem ponudenog linearnog rjesenja i lak§om
mogucéno$c¢u usporedbe povrsina dvaju likova.

Drugi su autori proveli i nesto dulja istrazivanja u kojima su kroz period od
nekoliko tjedana na satima matematike zadavali djeci razli¢ite nelinearne zadatke,
raspravljali s njima o nac¢inima njihovog rje$avanja, davali u¢enicima da sami ra-
spravljaju o zadacima i koristili razlicite slikovne materijale [4]. Iako sve navedene
intervencije umanjuju kod ucenika podloznost iluziji linearnosti, to smanjenje, na-
zalost, nije veliko. Najve¢i uc¢inak pokazalo je koristenje zadataka iz stvarnog Zivota.
Primjerice, u jednom su istrazivanju [11] ucenici trebali .pomo¢i” eksperimentatoru
napraviti pravu kucicu za lutke. Stranica poda jedne sobe bila je tri puta dulja od
stranica manje sobe, za Cije su poploc¢avanje bile potrebne 4 plocice. Ucenici su tre-
bali odrediti koliko je onda plocica potrebno za poploc¢avanje poda vece sobe. Vec¢ina
ucenika (20 od 24) to¢no je rekla da je potrebno 36 plocica. Druga skupina ucenika
dobila je crtez ovog zadatka umjesto pravljenja prave kucice i rijesila ga losije (16 od
24 ucenika dalo je to¢no rjesenje), dok je skupina koja je dobila samo zadatak zadan
rije¢ima bila najlosija (samo 3 u¢enika uspjesno su ga rijesila). Cini se da zadaci zada-
ni u poznatom, .$kolskom” formatu kod uc¢enika odmah bude asocijacije na najcesce
kori$tene, linearne nacine rje$avanja.

Istrazivace je zanimalo i imaju li ovakve intervencije dugorocan ucinak, pa bi
nakon nekog vremena ponovno ispitali svoje ispitanike slicnim zadacima, kako bi
vidjeli je li se njihova uspjesnost povecala ili barem zadrzala. Rezultati su bili prilicno
obeshrabrujuéi - djeca su ponovno radila iste pogreske podlijezuci iluziji linearnosti,
a nekima se ¢ak i pogors$ao ucinak u linearnim zadacima jer su na njima pokusavali
upotrijebiti sheme za rje$avanje nelinearnih zadataka [3]. Naime, ovakva istrazivanja
iz prakti¢nih razloga traju izmedu jednog dana i nekoliko tjedana, pa je u¢inak njiho-
vih intervencija samo kratkorocan, a za dublju konceptualnu promjenu kod ucenika
ocigledno je potrebno dulje razdoblje od toga.

Kod nas su sli¢no istraZivanje provele Pai¢-Antunovi¢ i Vlahovi¢-Steti¢ [12].
Ucenici tre¢ih razreda opce gimnazije u dva su navrata rjesavali ispit koji se sastojao
od 6 linearnih i 6 nelinearnih zadataka. Unutar svake od ovih skupina zadaci su se
odnosili na jedan od tri tipa geometrijskih likova. Nakon prvog ispitivanja provje-
rena je uspjesnost ucenika u linearnim, odnosno nelinearnim zadacima s razli¢itim
geometrijskim likovima. Rezultati pokazuju da su ucenici vrlo uspjesni u rjesavanju
linearnih zadataka, i to narocito ako se radi o zadacima s nepravilnim likovima, dok
zadatke s kvadratima i krugovima rjesavaju slabije. Nelinearne zadatke ucenici opce-
nito rjeSavaju lo$e, a pritom najslabije rjeSavaju one s nepravilnim likovima, potom
one s krugovima, dok su u zadacima s kvadratima najuspjesniji. Prije primjene dru-
gog ispita, polovica ucenika dobila je povratnu informaciju o uspjesnosti u prvom
ispitu i moguc¢nost da dio zadataka iz prvog ispita rijese ponovo kako bi ustanovili u
¢emu su pogrijesili. U¢enici iz ove skupine u drugom su ispitivanju bolje rijesili neli-
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nearne zadatke od ucenika iz kontrolne skupine, no istovremeno su postigli i slabije
rezultate u linearnim zadacima od njih.

Implikacije za poucavanje

Nalazi dobiveni u razli¢itim istrazivanjima imaju, naravno, i prakti¢ne implika-
cije za poucavanje. Istrazivanja s djecom predskolske dobi ukazuju na to da ona poka-
zuju intuitivno shvacanje linearnih i nelinearnih odnosa (iako su ve¢ tada podlozna
iluziji linearnosti), te je stoga ve¢ od mlade dobi moguce jednostavnim primjerima
djecu podsjecati na to da nisu svi odnosi uvijek linearni. Vise autora navodi da se na
nastavi matematike vrlo ¢esto koriste stereotipni zadaci koji su, primjerice, ogranice-
ni na usku skupinu linearnih zadataka. Stoga ucenici vi$e razvijaju «rutinsku struc-
nost” u rjeSavanju zadataka, koja im omogucuje da rjesavaju zadatke brzo, na temelju
povrsnog prepoznavanja forme u kojoj su zadani, nego «adaptivnu stru¢nost” koja
bi im omogudila da svjesno odluce o primjenjivosti razli¢itih matematickih modela
na temelju dubinskog razumijevanja zadatka [11], [13]. Autori preporucuju da se
u nastavi koriste i slozeni zadaci koji zahtijevaju dubinsko promisljanje, a ne samo
rutinsku primjenu naucenih algoritama, te da se koriste zadaci koji imaju primjenu
u stvarnom svijetu.

Istrazivanje Vlahovi¢-Steti¢ i sur. [2] pokazuje da ve¢ promjena u formi zadatka
moze dovesti do odredenog smanjenja utjecaja iluzije linearnosti, te ovo moze biti je-
dan od jednostavnih nacina za razbijanje neadekvatnih shema zadataka kod ucenika.
Kratke intervencije koje su provedene u nekim istrazivanjima koja smo naveli svaka-
ko pokazuju put kako se ucenicima moze pomoci, medutim, one nisu bile dovoljno
duge da bi imale jake dugoro¢ne efekte, tako da na njihovoj primjeni kroz nastavu
matematike treba kontinuirano raditi kroz osnovnu i srednju skolu.
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