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IZ NASTAVNE PRAKSE

Doprinos matematike razvoju osobe

SEFKET ARSLANAGIC!

Matematika danas prozima cjelokupno drustvo, a njezina uloga stalno raste jer
se njena pomo¢ trazi u situacijama i problemima koji se javljaju i izvan same matema-
tike. Matematicke metode nisu vise privilegij samo znanstvenika, inZenjera i tehno-
loga; one se sve vise koriste za analizu individualnih ponasanja i izu¢avanja stavova
i trendova u drustvu kao cjelini. Ovaj razvoj svakako povecava zahtjev za matema-
tickom sposobnoscu - sposobnos¢u u matematickom modeliranju, u algoritamskim
tehnikama. Zato je matematika integralni dio ljudske kulture, socijalne, ekonomske i
tehnicke okoline, i to ne samo u sadasnjem obliku, nego i u svim oblicima koji ¢e se
sigurno razviti kao posljedica sve Sire sposobnosti brzog racunanja.

Ovdje se postavlja jedno iznimno vazno pitanje: koliko matematika i dobra na-
stava matematike pridonose razvoju mlade osobe. Moguce je predavati matematiku
na razne nacine koji pridonose individualnom razvoju sklonosti, sposobnosti i mo-
gucnosti shvacanja.

Posebne individualne sklonosti koje se mogu probuditi su:
- samopoStovanje;
- samopouzdanje; ukljuc¢ujuci volju za preuzimanjem odgovornosti;
- samodisciplina;
- sposobnost sa suradivanje s drugima;
- strpljivost, posebno u procesu rjesavanja problema.

Posebne vjestine koje treba usadivati su:
- promatranje;
- interpretacija (tumacenje);
- priop¢avanje.

Mogu¢nosti shvacanja koje se mogu njegovati su:

- shvacanje ljepote i elegancije matematickih dokaza;
- shvacanje odnosa matematike i Zivota.

1Sefket Arslanagi¢, Odsjek za matematiku Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, B i H
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Sada ¢emo kroz vise rijesenih zadataka pokazati kako se gore navedene osobine
mogu uspjes$no razvijati kod ucenika i studenata. Dat ¢emo razne vrste zadataka.

Zadatak 1. Desifrirajte mnozenje abcd -4 = dcba , gdje je abcd Cetveroznamen-
kasti broj ¢ije su znamenke a, b, cid.

Rjesenje: Ogromna je vecina mojih studenata, na jednom od sati predmeta
Metodika nastave matematike, koji sam im predavao na Odsjeku za matematiku
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Sarajevu, krenula rjesavati ovaj za-
datak na sljedeci nacin:

Cetveroznamenkasti broj abcd moze se zapisati kao:
abcd =a-1000+b-100+c¢-10+d, (1)

gdje b,c,de{0,1,2,..,9}, ae{l,2,3,..,9}.

Sada na osnovi (1) imamo:
abcd -4 =dcba

< (a-1000+b-100+¢c-10+d)-4=d-1000+¢c-100+b-10+a
< 4000a + 400b + 40c + 4d —1000d —100¢c —10b—a =0
< 1333a+130b—20c —332d =0. (2)

Ocito (2) je linearna Diofantska’ jednadzba s Cetiri nepoznanice a, b, ¢ i
d € N,. Nadi rjeSenje ove jednadzbe nije nimalo lagan posao; zahtijeva prilicno vre-
mena i strpljenja.

Sre¢om, naslo se tu nekoliko studenata koji su ovaj zadatak rijesili efektno i brzo,
koriste¢i pravila o djeljivosti brojevima 2, 3, 4, 5, 6, 8 1 9. Evo tog rjesenja.

Budu¢i da je umnozak ¢etveroznamenkastog broja abcd brojem 4 ponovo ce-
tveroznamenkast broj dcba, to a mora biti paran broj. Kako su jedine dvije znamenke
koje bi mogao uzeti za znamenku a jednake 1ili 2, zaklju¢ujemo da je a = 2. Sada

imamo: _ _
2bcd -4 =dcb2 .

Odavde zaklju¢ujemo da mora bitid =3 ilid =8jerje4-3=12,te4-8=321i
4 -2 = 8, pa zaklju¢ujemo da je d = 8. Dakle, sada imamo:

2bc8-4=8cb2 .

Sada zaklju¢ujemo da mora biti b€ {0,1,2}. Kako broj 8cb2 mora biti djeljiv
brojem 4, ocito je b = 1, tj. dobivamo da je:
21c8-4=8cl2.

2 Diofant, starogr¢ki matematicar koji je Zivio u Aleksandriji u 3. stoljecu.
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Budu¢idaje4 -7+ 3 =28+ 3 =31, slijedi da mora biti c = 7. Kona¢no dobivamo:
abcd =2178,1j.2178 - 4 =8712.

Zadatak 2. Ako je x =2011(a—b), y =2011(b—c), z=2011(c —a), izratunaj-
te vrijednost brojevnog izraza:
2 2 2
+y +
rryre (xp+yz+2zx#0),
gdjesua, b,c eR. Xy sty
RjeSenje: Opet se vecina ucenika (ili pak studenata) odlucuje na uvrstavanje da-
nih brojeva x, y, z u dani koli¢nik, s namjerom da nakon nesto duljeg racunanja dode
do rezultata koji iznosi -2. Sre¢om, uvijek se tu nade onih koji ovaj zadatak rjesavaju
mnogo jednostavnije i krace, na sljedeci nacin:

Imamo
x+y+2z=2011(a—b+b—c+c—-a)=2011-0=0,
=x+y+z=0/°

:x2+y2+zz+2(xy+yz+zx)=0

=>x*+y +27 =-2(xy + yz + 2x),
a odavde, nakon dijeljenja ove jednakosti s xy + yz +zx # 0, dobivamo:

4yt +zt )
Xy + yz +zx '

Citatelji ¢e se sigurno sloziti da je ovo rjesenje kudikamo elegantnije i ljepse od
onog prvog. Ovo rjeSenje u potpunosti opravdava i afirmira sve ono re¢eno u prvom
dijelu ovog ¢lanka, a odnosi se na posebne, individualne sklonosti koje se javljaju kod
buduéih matematic¢ara, sada ucenika ili studenata.

Zadatak 3. Dokazite da su svi brojevi oblika n* +4; (n eN,n> 1) sloZeni brojevi.

Rjesenje: Svi znamo da su prosti brojevi oni prirodni brojevi razli¢iti od 1 koji
su djeljivi samo sami sobom i jedinicom. Znaci, slozeni brojevi imaju bar jo$ jedan
djelitelj koji nije 1 ili sam taj broj.

Moji ucenici (pa ¢ak i studenti) uglavnom pridu rjesavanju ovog zadatka na je-
dan uobicajen i prirodan nacin. Naime, prvo uzmu da je n paran broj, pa je i broj
n* + 4 takoder paran broj, a samim time je i slozen. Ako je pak # neparan broj, tada

je broj n* +4 neparan, ali nije lako dokazati da je i slozen. Ako je n =2k + 15 (k e N
zbog n > 1), tada dobivamo:

n' +4=(2k+1)" +4=16k" +32k> +24k> + 8k +5,

a sada je tesko utvrditi je li dobiveni neparan broj prost ili slozen. Sto raditi sada?
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Postoji jedan identitet u matematici koji glasi:
a* +4b* = (a2 +2b% + Zab)(a2 +2b* — 2ab) (a,beR), (3)
a naziva se Identitet Sophie Germain®. Ocito vrijedi:
a' +4b* =a* +4a’b* + 4b* — 4a°b’
= (a2 +2b° )2 —(2ab)’
= (az +2b° + 2ab)(a2 +2b° - 2ab),

$to je trebalo dokazati.

Sada na osnovi (3) imamozaa=nib=1:
nt +4:(n2 +2n+2)(n2 —2n+2),
a ovaj broj je svakako slozen jer je n* —2n+2>1 zasve ne N, n> 1.

Lijepo rjeSenje, nema $to!

Zadatak 4. Treba dokazati da su svi cijeli brojevi oblika n’ +5n; (n€Z) djeljivi

brojem 6, tj.
6|A(n)=n’+5n; (neZ).

Rjesenje: Bio sam svjedok ovakvog rjeSenja ovog zadatka: Za n = 0 dobivamo
A(0) = 0, a ovaj broj je djeljiv brojem 6, tj. 0 : 6 = 0. Zaljubljenici u princip mate-
maticke indukcije sada dokazuju da vrijedi 6|A(n), ne N . Naime, za n = 1 slijedi
A(1) = 6, a ovaj broj je djeljiv brojem 6.

Neka vrijedi 6|A(n)=n’ +5n za sve n > 1. Tada imamo:

A(n+1)=(n-|—1)3-|—5(n-|—1)=n3+3n2+3n+1+5n+5=n3+5n+(3n2+3n+6)=
=A(n)+3(n2 +n+2)

tj. A(n+1)=A(n)+3[(n+1)(n+2)-2n],

a ovaj broj je djeljiv brojem 6 jer je prema pretpostavci 6|A(n), a broj (n+1)(n+2)

je umnozak dvaju uzastopnih prirodnih brojeva od kojih je jedan paran, pa je broj
(n+1)(n+2)—2n djeljiv brojem 6. Ima ovdje dosta posla!

Kako dalje? Sto uciniti ako je n < 0; neZ ? Stavimo da je n=-m <0; (meN).
Sada imamo
A(n)=A(-m)=(-m)’ +5-(-m)=—(m" +5m),
a ovaj broj je djeljiv brojem 6 jer smo dokazali da je broj m’ +5m; (meN) djeljiv
brojem 6, pa je i broj —(Jm3 + Sm) djeljiv brojem 6.

* Sophie Germain, 1776.-1831., francuska matematicarka koja je imala uspjeha u rjeSavanju Fermatovog velikog
teorema. Dopisivala se s Gaussom, D’Alambertom, Legandreom, itd.
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Komplicirano, nema $to! No, jedno kratko elegantno rjesenje zadatka za koji je
potrebna jedna sjajna ideja oblika 51 = 6n — n donekle nas ostavlja bez daha. Naime,
imamo:

A(n)=n’+5n=n’ —n+6n=(n-1)n(n+1)+6n,

a ovaj broj je ocito djeljiv brojem 6 jer je (n—1)n(n+1) umnozak triju uzastopnih
cijelih brojeva za sve neZ (doduse, za ne {—1, 0, 1} dobivamo da je taj broj 0 koji
je djeljiv brojem 6) od kojih je bar jedan paran, a jedan djeljiv brojem 3, pa je taj broj
djeljiv brojem 3 -2 = 6.

Napomena: Gornju smo ¢injenicu mogli dokazati uz uvjet da je n = 3k ili
n=3x1(keZ).

Zadatak 5. Duzine AD i BE su visine trokuta AABC; (D e BC,Ec AC ). Ako
je |AE| =5, |CE| = 31 |CD| = 2, koliko iznosi x =|BD|?

RjeSenje: Ucenici (pa i studenti) uglavnom su zaljubljeni u Pitagorin* poucak, pa
nije ¢udo da, nakon $to nacrtaju sliku i uoce dva pravokutna trokuta AACD i ABCE
, polete ovaj zadatak rijesiti pomocu tog poucka.

Slika 1.

Sada na temelju Pitagorinog poucka za trokut ACD vrijedi (Slika 1.):
|AD|* =|AC|* -|CDf’
= |AD’ =8 -27 =60
= |AD| =60 =215 .
Nadalje, za trokut ABD vrijedi (sl. 1.):
|AB* =|AD|® +|BD|’
= |AB] =60+ x*

= |AB|=60+x7,
* Pitagora, starogrcki matematicar iz 6. stoljeca prije n. e.
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za trokut ABE vrijedi (sl. 1.):
|BE" =|AB[" —|AE[’

= |BE] =60+ x* —25

= |BE|=+/35+x7,
a za trokut BCE vrijedi (sl. 1.):
|BC|* =|CE[* +|BE[’
= (x+2)=9+35+x>
= x*+4x+4=44+x"

= x=10.

Tocno, pretjerali smo s Pitagorom. Teska srca prihva¢am i one koji su na ovaj
nacin dodli do rjeSenja i dajem im lijepu ocjenu.

Opet, sre¢om, oni lucidni pojedinci vrate mi raspoloZenje i osmijeh na lice kada
rijeSe ovaj zadatak u tri reda, koristeci ¢injenicu da su pravokutni trokuti AACD i
ABCE sli¢ni (Zasto?). 1z te slicnosti trokuta slijedi razmjer:

|CD| : |CE| = |AC| : |BC|, ;.
2:3=(5+3):(x+2),
2(x+2)=3-8,
x =10.

Jo§ me vise obraduju oni koji uo¢e da zbog |ZAEB|=|ZADB|=90° tocke D i
E pripadaju kruznici k ¢iji je promjer duzina AB. Sada iskoriste teorem o potenciji
tocke C u odnosu na kruznicu k, te dobivaju:

|CE| - |CA| = [CD] - |CB], .

3.8=2(2+x)
24 =4+ 2x
x=10.

Neki kazu na kraju da smo zadatak mogli rijesiti koristeci izracunavanje povrsine
_|BCI|AD| _|AC]|BE|
= ; =

geometriju, $to je to¢no. Ali - zasto komplicirati kada sve moze biti jednostavno?

trokuta ABC, tj. p,asc , ili trigonometriju, ili pak analiticku

Zadatak 6. Treba izrac¢unati maksimalnu vrijednost izraza log x +1log y +logz
ako su x,y,z >0, a da pri tome vrijedi jednakost x +4y+16z=120.
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Rjesenje: Uh, zadatak u vezi nalaZenja ekstrema, i to uvjetnog, funkcije od tri

varijable, uz koriStenje Lagrangeovog multiplikatora 4! Pa to je matematicka analiza!
U pitanju je funkcija:

F(x,y,z,A)=logx +log y +logz + A(x + 4y +16z —120).
Parcijalne derivacije, prvi diferencijal funkcije i jos kojesta?! Uistinu tesko!?

Ali - nije tako! Tu je sjajna ideja koristiti nejednakost izmedu aritmeticke i geometrij-
ske sredine tri pozitivna broja, kao i pravilo za logaritam produkta. Sitnica! Imamo:

ELDLIOE > frdy 165 (3,302 >0)

3

@%213/6496)/2

< 4024-3/xyz

< xyz <1000

< logx+logy+logz<3

< Max (logx +log y +logz)=3,

akoje x =4y =16z, tj. %:Z:z

4
Izvrsno rjeSenje!
Zadatak 7. Akoje S, =1’ +2° +3° +..+n’, treba izra¢unati
! + ! + ! +..+ !
BE R
Rjesenje: Znamo mi da vrijedi pravilo:

EC)

2

dokazali smo ga pomocu principa matematicke indukcije.

Imamo sada:

N N _2(1_1]
JS,  n(n+1) n(n+1) n n+l)

Ovo se svodi na poznate postupke. Sjajno!
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Slijedi

1 1 1 1
2(—+—+—+... —j:

( 1 11 1 1 1 1)
=2l ————|=
2 2 3 3 4 2011 2012

-2 (1 - L) _ 20l
2012/ 1006
Misljenja smo da ¢e se ovih sedam zadataka i njihovih raznih rjesenja svidjeti ¢i-
tateljima ovoga ¢lanka. Sigurno ¢e im dati put i neke ideje za bavljenje matematikom

u buduc¢nosti. Tu pretezno mislim na mlade matematicare i nastavnike koji rade s
ucenicima koji pokazuju veéi interes za matematiku.
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