Poucak 48

Matematicko modeliranje na
autentiénim kontekstima
za srednju skolu

TINE GOLEZ*

Uvod

U Poucku [1] zapisano je: Osnovna karakteristika modeliranja je da se temelje na
autenticnim kontekstima koji se mogu susresti u stvarnom Zivotnom okruZenju. Medu-
tim, to ne iskljucuje umjetne i izmisljene zadatke koji su zasnovani na stiliziranom pri-
kazu problema. Odluka da umjesto autenti¢nih primjera uzmemo stilizirane proizlazi
iz poteskoca na koje nailazimo kad Zelimo uporabiti autenti¢ne primjere. Mozda je
bas profesor fizike pozvan da, zbog prirode predmeta - fizika je s eksperimentima i
mjerenjem svakako u realnom svijetu - pomogne kolegi matematicaru, da mu suge-
rira neke autenti¢ne primjere.

U c¢lanku su opisana tri primjera u kojima obradujem realne primjere modelira-
nja. Svaki primjer ima varijantu za drugi (ili treci) razred gimnazije, a pored toga i za
Cetvrti, gdje se upotrebljava pristup s infinitezimalnim ra¢unom.

1. Odbijanje lopte

Zajednicki dio za drugi i Cetvrti razred

Pokus s loptom radimo u drugom razredu gimnazije na nastavi fizike. Postupak

je opisan u Poucku [2]. Senzor je bio iznad lopte. Kad je lopta pustena, senzor je iz-
mjerio dva odbijanja (slika 1.).
A
X Y
Slika 1. Iznad lopte
je senzor kretanja.

Loptu pustamo na
pod i ona se odbija

v

'Tine Golez, Zavod sv. Stanislava, Skofijska klasi¢na gimnazija, Ljubljana

64 |



MATEMATIEKO MODELIRANJE...

Ucenici imaju grafove koje smo dobili pomocu senzora kretanja. Kod nastave fizi-
ke iz grafova potrazimo akceleraciju gravitacije. Isti graf dajem kolegi koji predaje ma-
tematiku. Naravno, uz graf mu dajem i uputu kako upotrijebiti graf za modeliranje.

Profesor matematike donosi na sat kopiju grafa. Ucenici ga prepoznaju jer se
takav graf ve¢ nalazi u udzbenicima za fiziku (slika 2.).
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Slika 2. Ovaj graf dobivamo na nastavi fizike za vrijeme izvodenja eksperimenta —
pustanja lopte ispod senzora kretanja. Skala na horizontalnoj osi jednaka je za oba
grafa - razmaci su 0.2 sekunde. Na vertikalnoj osi skale se razlikuju jer je gornji graf
koordinata lopte (razmak je 0.2 metra), dok je na donjem grafu prikazana brzina
lopte u metrima na sekundu (na razmak”).

Ako pogledamo graf x(f) s matematickog gledista, to bi bila slozena funkcija jer
bismo za tri razlicita intervala varijable ¢ zapisali tri razlicite funkcije. No, to bi bilo su-
vi$e naporno, tako da uzimamo u ra¢un samo dio izmedu t,=0.74sit =1.46s;tamo
je x =0. Zbog jednadzbe, koja opisuje bacanje gore i padanje dolje kod zanemarivog
otpora zraka (x = gt*/2), pogadamo da se radi o dijelu parabole. Umjesto matemati-
¢kog zapisa parabole, y = a(x - x,)(x - x,), uzimamo varijable iz danog primjera:

x=A(t-t)(t-t),
to jest (pisano bez fizikalnih jedinica),

x=A(*-2.20t + 1.08).
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Jasno je da je dimenzija ¢lanova u zagradi sekunda na kvadrat, dok je dimenzija
konstante A m/s”.

Potrazimo jo$ koordinate tjemena (1.10; 0.62) i, konacno,

A=-4.8.
Dakle,
x = -4.812 + 10.56¢ + 5.15.

To nije niSta drugo nego parabola koja je pomaknuta iz ishodista koordinat-
nog sustava. Ako uzmemo u obzir fizikalnu jednadzbu (x = gt*/2), koeficijent - po-
red kvadrata vremena - jest polovina akceleracije. U nasem primjeru to znaci da je
a = -9,6 m/s’. Sasvim logi¢no, bududi da je os x usmjerena gore, akceleracija gravi-
tacije usmjerena je dolje (s minusom). Ne brine nas dva posto manja akceleracija od
ocekivane.

Sada smo matematizirali prvo odbijanje. Jednadzba nam moze prognozirati koja
je, primjerice, bila visina u trenutku ¢ = 0.88 s. To radimo u drugom razredu gimna-
zije na nastavi matematike.

Dodatak za Cetvrti razred

U cetvrtom razredu opet na sat matematike donesemo ove grafove. Prvo pono-
vimo postupak i napisemo jednadzbu:

x =—-4.8# + 10.56¢ + 5.15.

Ali, sada ucenici ve¢ znaju derivaciju. Ovaj realisticki primjer tako moze poslu-
ziti za upotrebu derivacije funkcije. Potrazimo, dakle, prvu derivaciju:

dx/dt = 9.6t + 10.56 = v(¢).

Prva derivacija, v(t), jest brzina lopte. U¢enici mogu provjeriti odgovara li ovako
izraCunata brzina onoj na grafu v(t) koji nam je nacrtao program senzora za kretanje.
Nacrtamo liniju kroz tocke v(t) na intervalu prvog odbijanja (slika 3.). Liniju produlji-
mo do osi v (0s, naravno, produljimo). Vidi se da se one sijeku bas u tocki koja je dobi-
vena derivacijom: 10.56 (m/s). To znaci da nam uopce ne treba graf v(t). Ako imamo
jednadzbu a x(¢) i ako smo ve¢ usvojili derivaciju, sami mozemo dobiti graf v(t).

Postupak nastavimo i jo§ jednom potrazimo derivaciju
dv/dt =-9.6 = a = g (m/s?).

Druga derivacija dala nam je akceleraciju; u nasem primjeru to je akceleracija
gravitacije. Matematizacija fizikalne pojave, koja se odrazava u jednadzbi x(t), daje
nam mogucnost da upoznamo ovu pojavu s matematickog gledista (derivacije) i u
vidu drugih fizikalnih veli¢ina. Zapravo je znanost (narocito fizika) mogla raditi ve-
like korake razvoja tek onda kada su ljudi saznali da se zakone prirode moze zapisati
jezikom matematike koji omogucava daljnje spoznaje o mnogim pojavama.

66 |



MATEMATICKO MODELIRANJE...

|
g
F i
L8 P yor e
4 l:"‘.,
3
n
' i
10 e &
snanaasans (NINDRNNE] Ed
FEE LT |5 uarasnnic mutsn ANEPE A

Slika 3. Ako nacrtamo liniju kroz tocke v(t) za prvo odbijanje (i produljimo je dalje),
vertikalnu os v sijecemo bas tamo gdje to nalaze” prva derivacija x(t),
to jest u v = 10.6 m/s.

2. Hladenje

Za Cetvrti razred

Uzmemo oko pola litre vruce vode. U posudu stavimo elektronski termometar
(priklju¢en na racunalo) i mijesalo. Dodatno uzmemo ventilator koji se nalazi na
udaljenosti od oko dva metra i po¢nemo s mjerenjem hladenja vode (slika 4.).

Slika 4. Mala posuda, mijesalo i ventilator

Dobijemo niz podataka o hladenju vode, tablica 1.

Tablica 1. Niz podataka za hladenje vode

t [min] T [°C] ¢t [min] T [°C] ¢t [min] T [°C]
0 84.6 8 65.7 16 53.1
1 81.6 9 63.9 17 51.9
2 78.9 10 62.1 18 50.6
3 76.4 11 60.4 19 494
4 74.1 12 58.8 20 48.4
5 71.8 13 57.2 21 47.3
6 69.6 14 55.8 22 46.3
7 67.6 15 54.5 23 45.3
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Prvo trebamo potraziti jednadzbu (model) hladenja vode. Ocekivano je da je
brzina hladenja (-dT/dt; minus je za hladenje) razmjerna s temperaturnom razlikom
izmedu temperature vode (T, promjenjiva) i temperature okoline (konstanta T',, tem-
peratura prostora u kojem se nalazimo):

-dT/dt=k(T-T),)
Ucenici vjerojatno znaju rijesiti jednadzbu
dyldx = -ky,
koja daje rjeSenje

Y=)E€

U nadem je primjeru y = (T - T,) iy, = (T, - T,), pa zato dobivamo:
T(t) = (T,- T,)e" + T,

Uzimamo tri podatka iz tablice: T(0), T(5 min) i T(10 min), i stavimo ih u model
hladenja:

71.8=(84.6 - T,)e™ + T,

62.1=(84.6 - T,)e" + T,

Imamo, dakle, dvije nepoznate konstante (k, T,), ali uz dvije nezavisne jedna-
dzbe mozemo izracunati njihove vrijednosti. Prvu jednadzbu preuredimo u oblik

718 - TP _ e,k5

84.6—Tp
i kvadriramo. Tako obje jednadzbe imaju jednak eksponent, $to nam omogucava da
izracunamo

T,=31.7ik=0.0554.

(Jasno je da je jedinica za T stupnjevi Celzija, a jedinica za k je min™)
Dobili smo model hladenja vode:
T(t) = 52.9¢"%55* + 31.7.

Ako zelimo znati kolika je bila temperatura za vrijeme t = 3.5 min ili
t = 12.0 min, samo uporabimo jednadzbu, nas model. Uz to nas model kaze da se
hladenje odvijalo u prostoru s temperaturom 31.7 Celzijevih stupnjeva. Pogledajmo
jos graf izmjerenih vrijednosti i na§ model (slika 5.).

68 |



MATEMATIEKO MODELIRANJE...

100

1 =

E arust i for; Cita St | ¥

i, ¥ = Al La B
= - A 5190

= G S0
S B
s | T
b

0
2

w

Slika 5. Mjerenja i modelirana funkcija hladenja

Trebamo biti svjesni da je na§ model izgraden na temelju samo triju mjerenja
temperature. Dogadanje u realnom svijetu ima male fluktuacije i trebamo se pitati
koliko je dobar nas model. Naravno da nemamo vremena (ni znanja) da bismo za
stvaranje modela uzeli sva mjerenja, no to umjesto nas moze uciniti racunalo. Une-
simo mjerenja i trazimo od programa (uporabili smo LoggerPro [3]; ovaj program
radi sa senzorom kretanja, a sluzi i za matematicko modeliranje) da pronade takve
koeficijente T, k i T, koji najbolje prilagodavaju krivulju danim mjerama. Program
upotrebljava metodu Runge-Kutta cetvrtog stupnja. Dakako, ovo u¢enicima ne znaci
nista. Dovoljno je objasniti im da ra¢unalo uzima u obzir razli¢ite vrijednosti koefi-
cijenata (T, ki T,) i trazi onu kombinaciju koja je najmanje udaljena od izmjerenih
vrijednosti. Rezultat je ispisan na slici 6. Svakako se moze nadi i neki drugi program
sa slicnim performansama.
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Slika 6. Racunalo je izracunalo vrijednosti (T, -T,)=A,k=C iT,=B
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Ve¢ na prvi pogled uocavamo da se ova krivulja bolje prilagodava izmjerenim
vrijednostima. U prilog koeficijentima koje je izra¢unao program govori i ¢ovjek koji
je mjerio hladenje. On je rekao da je temperatura prostora bila 26.2 °C. Ovaj model
doista dobro opisuje realnost: za temperaturu okoline izra¢unao je 26.6 °C.

Naravno, od programa mozemo potraziti da izmjerene podatke aproksimira
polinomom, primjerice, petog stupnja. Sto se ti¢e interpolacije, polinomska apro-
ksimacija je dobra, no kod ekstrapolacije polinomska aproksimacija ne daje pravih
rezultata (slika 7.). Ne nudi nikakve relevantne informacije o temperaturi okoline za
vrijeme eksperimenta (hladenja vode).
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Slika 7. Polinomska aproksimacije: tocna za interpolaciju,
neupotrebljiva za ekstrapolaciju

Pristup za drugi razred srednje Skole

U drugom razredu gimnazije, bar u Sloveniji, obraduje se i eksponencijalna funk-
cija. Ucenici vjerojatno nacrtaju mnostvo grafova funkcija, na primjer graf funkcije
zadane izrazom y = 3exp(-2x) + 4. Nudi se puno primjera koji su samo matematicka
teorija, kao neki larpurlartizam. Dajmo ucenicima nesto konkretno!

S ovim ucenicima mozemo pristupiti zadatku i podacima hladenja na laksi na-
¢in. Uzimamo, dakle, tablicu s podacima kako se smanjivala temperatura. Uz malo
razmisljanja dolazimo do zakljucka da je smanjivanje temperature uzrokovala razlika
u temperaturi okoline i vode, a brzina hladenja ovisila je o nekom parametru koji
proizlazi od fizikalnih svojstava (povrsina posude razmjerna je volumenu, toplin-
skom kapacitetu vode, zraka...). Svakako, to je neka konstanta. Modeliramo s ekspo-
nentnom funkcijom:

T= (Tpoé - A)exp(-Bt) + A

U modelu je razlika izmedu pocetne temperature (T ) i temperature okoline
(A), dok je parametar B determiniran dimenzijama posude (i drugih osobina). Sva-
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kako trebamo logi¢no utemeljiti koristeni model. Nag argument moze biti u smislu:
za vrijeme t = 0 model mora dati pocetnu temperaturu, a poslije duljeg vremena
mora dati temperaturu okoline. Ovaj je model u suglasju s oba zahtjeva.

Otvorimo Excel i napiS$emo parametre A i B. Za A uzmemo, primjerice, 20 (toliko
bi stupnjeva moglo biti u sobi za vrijeme hladenja), dok za parametar B uzmemo, za
pocetak, primjerice 0.07 (slika 8.). Dakako, ove vrijednosti nisu sasvim adekvatne za
dani primjer. Kako do¢i do pravih (zapravo boljih) vrijednosti - opisano je u nastavku.

U polje C2 zapisemo:
=(84,6-$E$1)*EXP(-$E$2¥A2)+$ES$1

Produzimo izrac¢un dolje. Tako smo, uz vrijeme u minutama i izmjerene tempe-
rature, u tre¢em stupcu dobili modelirane temperature. Sada samo odabiremo druge
vrijednosti za parametre A i B. Jednim parametrom pomicemo modelirane tocke
(modeliranu funkciju) dolje i gore, dok drugim parametrom «reguliramo” zakrivlje-
nost modelirane eksponencijalne funkcije (iako je dana samo po tockama). To radi-
mo tako dugo dok ne postignemo najbolje prilagodivanje izmedu izmjerenih vrijed-
nosti i modela. Svakako, na kraju nam samo parametar A daje neku informaciju koju
mozemo predociti (temperatura sobe za vrijeme hladenja), dok je parametar B tesko
predociti.

Mozda bi, zbog nedostatka racunara u $koli, ovaj zadatak bilo uputno dati kao
domadi rad.
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Slika 8. Podaci hladenja unoseni su u Excel i modelirani s dva parametra. Parametar
A je temperatura okoline (za vrijeme hladenja), dok je parametar B ovisan o brzini
hladenja (fizikalne dimenzije, toplinski kapacitet ...). S predlozenom metodom brzo

dodemo do puno boljeg prilagodivanja nego je prikazano na slici 8.
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Mozda bi, zbog kontinuiteta nastave, bilo dobro da profesor matematike poslije
upotrebe ovog primjera napomene da ce se nastava za dvije godine ponovno vratiti na
primjer bas ovog hladenja i tada ga razmotriti s viSeg stupnja razumijevanja. To bi isto
mogao uciniti s primjerom parabole, koji je predstavljen kao prvi. Svakako je unapre-
divanje znanja poput neke spirale na kojoj se vracamo na isti polozaj, ali na visoj razi-
ni. Sli¢no se moze uciniti i s primjerom jajeta, koji je predstavljen kao treci primjer.

3. Jaje

Za Cetvrti razred

Primjena integrala je tema matematickih predmeta. Ucenici su iznenadeni spo-
znajom da posjeduju znanje za izraCunavanje obujma kugle i nekih drugih tijela, koje
su ranije morali uzeti samo kao ¢injenicu. Ali, dobro je da izrac¢unaju i neki obujam
koji ne mogu izracunati koristenjem formula, nego samo pomocu integrala. Na kraju
ucenici nalaze obujam jajeta mjerenjem u vodi.

Fotografiramo jaje i metar (slika 9.). Pri tome preporucujem da zari$na udaljenost
fotoaparata bude oko 200 mm, a jaja oko 2 metra. Tako smanjujemo efekt perspektive
koji je izrazitiji kod manjih Zari$nih udaljenosti. Pritom jaje mora biti u horizontal-
nom polozaju. Dobro je snimiti vi§e fotografija, pri ¢emu jaje svaki put malo okrene-
mo, tako da na kraju odaberemo onu fotografiju gdje je jaje zaista horizontalno.

Slika 9. Jaje i iznad jajeta metar

Fotografiju jajeta otvorimo u Paintu ili slicnom programu. Na gornjoj polovi-
ni jajeta (na rubu) .procitamo” koordinate oko 15 toc¢aka. Program omogucava da
zbog velikog povecanja slike vrlo precizno zabiljezimo koordinate. Ove koordinate
pretvorimo uz pomo¢ ravnala. Tako dobijemo koordinate jajeta u prirodnoj veli¢ini.
Koordinate na x-osi postavimo tako da apsolutna vrijednost x bude jednaka na oba
kraja jajeta (slika 10.).
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Slika 10. Kontura jajeta u koordinatnom sustavu prikazana s 14 tacaka (Logger Pro)

Koordinate unesemo u koordinatni sustav. Sada trebamo kroz toc¢ke pronaci
funkciju koja je najbliza konturi jajeta. Umjesto elipse uzimamo deformiranu elipsu
s jednadzbom [4]:

xK*la* + (y?10%) (1 + kx)/(1 - kx) = 1

Umjesto a* uzimamo A, sli¢no b* = Bi k = C. Program trazi funkciju y(x), zato
je zapiSemo kao:
y=sqrt((1 - x*/A)B(1 + Cx)/(1 - Cx))

Mogli bismo iz koordinata ve¢ zapisati A i B, ali program moze potraziti tri parametra:
A, BiC, da bi podudarnost izmedu grafa funkcije i konture jajeta bila najbolja (slika 11.).
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Slika 11. Program je izracunao parametre funkcije kroz konturu jajeta
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Na kraju jo$ izvedemo integriranje jer je:
X3
V=mn I yrdx
xl

2.894 2
(1_ x ]'4.946_1+0.01917x

V=n dx

2.894 8.378 1-0.01917x

U nasem primjeru integral je 60.0, $to znaci da je zapremnina 60.0 cm®. Pretpo-
stavljamo da je pogreska ispod 1%.

Jaje onda pomocu vrlo tankog konopca lagano spustamo u posudu s vodom, pri
¢emu se ta posuda nalazi na preciznoj vagi (preporucujem osjetljivost od najmanje
0.1 g). Dakako, jaje ne smije dodirivati posudu, a istovremeno mora biti sasvim u
vodi. Na taj je nacin sila uzgona (ili masa uzgona) jednaka sili teze istisnute vode
(masi istisnute vode). U nasem primjeru vaga je pokazala 60.2 g. Svakako poznajemo
gustocu vode, dakle obujam jajeta je 60.2 cm’.

Do obujma jajeta moze se do¢i i koristenjem jednadzbe koja pretpostavlja da
je jaje prikazano kao dvije polovine elipsoida. Uzimamo, dakle, veliki polarni pro-
mjer (u naSem primjeru D = 2%2.894 cm) i ekvatorijalni polumjer (u nasem primjeru
E =2.244 cm). Zapremina je:

V= (2n/3)E’D =61.1 cm’®

Naravno, integriranjem smo dobili bolji rezultat. Na kraju krajeva, $to koke zna-
ju o elipsoidima i zasto bi se brinule o njima...

Za treéi razred

U tre¢em razredu ucenici upoznaju jednadzbu elipse. Zato predlazem da se toc-
ke konture gornjeg dijela jajeta ne unose u LoggerPro nego u Excel. Pored tocaka
stavimo i sada ve¢ poznatu funkciju koja sadrzi parametre A, Bi C:

y =sqrt((1 - x*/A)B(1 + Cx)/(1 - Cx))

Varijabla x ide od -2.89 do 2.89, po koracima od 0.01. Prvo stavimo da je
C = 0. Tako ucenici uocavaju da je u igri elipsa — to¢nije, gornja polovina elipse. S
parametrom C, koji u sljede¢em koraku vise nije jednak nuli, elipsa postaje sve vise
nalik jajetu odebljalom u jednu stranu (pozitivni C) ili u drugu (negativni C). Mije-
njanjem vrijednosti parametra mozemo postic¢i krivulju koja je dobro prilegla danim
tockama (slika 12.). Tada smo pronasli adekvatne vrijednosti parametra.

Manipulacijom parametra potrazili smo matematicku krivulju kroz dane tocke.
A $to sada? - pitaju se ucenici. To je trenutak kada im profesor obecava da ¢e im
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gradivo matematike Cetvrtog razreda omoguciti izra¢unavanje obujma jajeta. Prvi je
korak ucinjen u tre¢em razredu, no ovaj zadatak zavrsit ¢e se tek u iducoj godini.

25

Slika 12. Pokusaj nalaZenja pravih vrijednosti za parametre A, B i C da bismo dobili
krivulju koja opisuje konturu jajeta. To smo radili u Excelu.

Zakljucak

Ova tri primjera pokazala su koje su prednosti i teskoce koje se pojavljuju u rea-
listicnim kontekstima modeliranja. Bas zato je opravdano upotrebljavati i izmisljene
zadatke. Ali, svejedno bi trebalo pred ucenike do¢i i s autenti¢nim primjerima.

Svi autenti¢ni primjeri izradeni su tako da je jedan njihov dio moguce ostvariti
u drugom ili tre¢em razredu, dok je posljednji primjer tako zahtjevan da trazi pozna-
vanje infinitezimalnog rac¢una. Ovakvim pristupom gradi se kontinuitet nastave u
obliku spirale znanja.

Ucenici svakako oc¢ekuju da i ucitelj matematike u 21. stolje¢u upotrijebi racu-
nalo. Jasno, ne svugdje, nego samo tamo gdje bez ra¢unala ne mozemo dobro mo-
delirati. Ali, treba napomenuti: osim empirije (mnozine podataka), za postavljanje
modela treba nam masta, a najcesce i racunalo koje ¢e izracunati trazene parametre.
Racunalo bez empirije i naSe maste (za postavljanje modela) ne vrijedi nista - tek
ovo dvoje daje mu vrijednost. Uvjeren sam da takav pristup moze obogatiti nastavu
matematike, narocito kod modeliranja.
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