RAzNI DOKAZI. ..

Razni dokazi Cauchy-Schwarz-
-Bunjakovskijeve nejednakosti

LjtLJANA ARAMBASIC! T ANA KRALJ?

Neka je X unitaran prostor uz skalarni produkt (-,-). Tada za sve x, y € X vrijedi

ey ) <[+l

pri ¢cemu je ||x|| =,/(x,x) norma elementa x . Slucaj |(x,y)| = ||x||||y|| nastupa to¢no
onda kada su x i y linearno zavisni vektori. Ovo je jedna od najosnovnijih i naj-
poznatijih nejednakosti u matematici, a naziva se Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijeva
nejednakost (Sto ¢emo kratiti u CSB nejednakost). Naziv je dobila po trojici pozna-
tih matematicara koji su prvi objavili nejednakost ovog tipa za posebne slucajeve:
A.-L. Cauchy (1821.) za sume, te V. Bunjakovski (1859.) a zatim i A. Schwarz (1888.)
za integrale. CSB nejednakost Cesto koristimo u rjeSavanju raznih zadataka, ali i u
dokazima teorema iz svih podrucja matematike. To je i razlog zbog kojeg i u novijim
radovima Cesto nailazimo na njene generalizacije.

Mnogi nama poznati skupovi zapravo su unitarni prostori. Na primjer, za svaki
ne N, skup svih uredenih n-torki realnih brojeva R" je unitaran prostor uz skalarni
produkt elemenata

a,beRa=(a,a,...,a)b=(b,b,...,b) definiran kao
(a,b)=ab, +ab, +..+ab,.
Tada CSB nejednakost poprima oblik

S\/af +a; +...+aj\/bf+b§ +..+b,

(1) |a1b1 +a,b, +...+ab,

za proizvoljne a,...,a,,b;,...,b, € R. Pritom se jednakost postize ako i samo ako po-
stojiceR, takodaje a, =b, zasve i=1,..,n,ili b, =ca, zasve i=1,...,n.

Dokazati CSB nejednakost nije tesko. Stoga je zanimljivo da se i danas smisljaju
novi nacini kako je dokazati, odnosno interpretirati. U ovom radu iznosimo nekoliko
razli¢itih dokaza CSB nejednakosti (1).

'Ljiljana Arambasi¢, PMF-Matematicki odsjek Sveucilista u Zagrebu
*Ana Kralj, prof. mat.



Poucak 51

Prije nego prijedemo na dokaze, uo¢imo da je za (1) dovoljno provjeriti da za sve
Aoy, by5..5 0, € Rvrijedi

)

ab +ab, +..+ab, < \/af +a;+..+a \/bf +b; +..+b.
To je posljedica poznate relacije
lab, +a,b, +...+ab,|<|a||b|+|a,|

i primjene (2) na pozitivne brojeve |a,|,....|a, |,|b,]..

by|+...+|a,

b,|

.|b,| s desne strane nejednakosti.

1. Dokazi

Za pocetak navodimo jedan vrlo jednostavan i kratak dokaz. Unato¢ tome, ovaj
nacin dokazivanja nije jako Cest u standardnim udzbenicima.

Dokaz 1. Za zadane n te a;,b, €R, i =1,...,n, ozna¢imo
n n n
A:ZZaiZ, B:ZZaibi, C:ZZbiZ.
i=1 i=1 i=1

Mozemo pretpostaviti da je C >0, jer je za C=0 tvrdnja trivijalno ispunjena.
Tada je

B 2 n B n B2 n
i__bij = 1'2_2_ ibi+_ biz
z(a b =2a 20y an &Y

i=1 i=l1
2 2 2
=A—ZB—+B—=A—B—.
C C

2

n 2
Zbog Z(ai _gb’) >0 slijedi A—%Zo,tojest B*<AC. O
i=1

Sljede¢i dokaz provodi se koriste¢i kvadratnu funkciju. Dobro je poznato da, ako
je f(x)=ax" +bx+c kvadratna funkcija takva da je f(x)>0 zasve x € R, tada je
a>0 i D<0, pri ¢emu je D diskriminanta kvadratne funkcije f.

Dokaz 2. Neka su A, B, C kao maloprije, pri ¢emu je A >0.Promatrajmo kva-
dratnu funkciju

f(x)= Ax* —2Bx +C.
Uocimo da je

f)=3 (a2 ~2abx+87)= 3 (ax b’

Prema tome, f(x)>0 zasve x € R, dakle D <0 . Kako je

n 2 n n
D=4B*-4AC= [ZZaibij -4y ar Y b,
i=1 i=1 i=1

slijedi CSB nejednakost.
18 |



RAzNI DOKAZI. ..
Jednakost u (2) znac¢i D =0, a tada fima realnu nultocku c.

n 2
Tadaje 0= f(c) = Zizl (a,c—b;) odakle slijedib, = ca,,i =1,...,n.

O
Za sve a,be R vrijedi(a—b)’ >0, uz jednakost ako i samo ako su a i b jednaki.
Ovo mozemo zapisati i kao
2 b2
3) a-+
2
Sljedeci dokaz zasniva se na ovoj jednostavnoj nejednakosti.

Dokaz 3. Oznadimo

ab<

1 1
A:z[zn:aizjz, B:Z(Zbizlz.
in1 i=1

Mozemo pretpostaviti daje A#0 iB#0 (na primjer, A = 0 bi znacilo da su svi
a, jednaki 0, a tada je (2) trivijalno ispunjena). Prema (3) vrijedi

a,b,_1(a’ b
4 L L+ |, i=L..,n
@ AB 2(142 sz

odakle sumiranjem po svimi =1, ..., nslijedi

1 & 2 Db
_zaibi < i=1 + i=1
AB

— 2| A B

1 L
Zn:aibi <AB= [Zn:ainz Lbe}z .
i=1 i=1 i=1

Jednakost e se dostici to¢no onda kada je postignuta jednakost u (4) za sve i, a
to je ako i samo ako je

=1,
odnosno

a, b

—=—,i=1..,n,
A B
odnosno, a;, =cb;, i

A
1,...,n, gdje smo stavili ¢c=—.

O
Kao i svaki put kada imamo relaciju koja ovisi o prirodnom broju n, metoda
matematicke indukcije prirodno se namece kao nacin dokazivanja. Navodimo dva
induktivna dokaza.

Dokaz 4. Za n = 1 tvrdnja je trivijalna, a za n = 2 vrijedi sljedeci niz implikacija:
(ab,—ab) 20 =

2a,a,bb, <a’b; +ab;
= a’b! +ab; +2a,a,bb, <a’b} +ab; +a’b; +ab;

| 19



Poucak 51

= (‘Jlbl+azb:)2£(“l:+a§){bl:+b§]
= |a1b1 +a2b2|S\/a12 +as b} +b;
= ab, +ab, <\a’ +a; b} +b;.

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki , tj. da je

Zn:aibis ,Zn:aiz fzn:bf ,
i=1 i=1 i=1

zasve a,...a,,b,....b, € R. Dokazimo da vrijediizan + 1.

Prema pretpostavci indukcije, odmah mozemo zakljuciti da je

n+l n n n
2 2
(5) zaibi = Zaibi +a,,b,, < Zai zbi +a,,b,,
i=1 i=1 i=1 i=1

Nadalje, kako znamo da tvrdnja vrijedi za n = 2, uzimajuci

A=\lal +a+..+a’, B=\bl+b+..+b

dobivamo ogradu za desnu stranu u (5):
n+1 n+l

AB + an+lbn+1 < \/A2 + aﬁﬂ \/B2 + br21+1 = Zarz szz >
i=1 i=1

$to kompletira nas dokaz za n + 1. Prema aksiomu matematicke indukcije zakljucu-

jemo da tvrdnja vrijedi za sve neN.
O

Dokaz 5. Za sve a, 3 €R1i x,y >0 lako provjerimo da vrijedi

(a+p) & B
I+}’ X }’

(6)

(Nakon raspisivanja, ova se nejednakost svodi na (ay — ﬂx)2 >0.). Zanimljivo
je da ova nejednakost sama sebe generalizira. Naime, ako su y € Ri z >0, tada za-
mjenom 3 <>+ yiy < y+ z dobivamo

(a+(B+7)) &  (B+y)
x+(y+z)  «x y+z
pa primjenom (6) na drugi ¢lan zdesna slijedi

(a+B+y) @ B v

<—4—+
X+ytz b 4 ¥ z
Induktivno se dobije da za sve n vrijedi
(a,+..+a,) G, LG
X+t X, X, X

gdjesu a,,..,a, € Ri x,..,x, >0.
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Odavde, uvrstavajuci

2 .
a;=ab, x,=b, i=L.,n,

slijedi

2 112 272
{a,b, +... +a,,b,,] ab; ab, 5 4
- - S—r+.t+t—=a +..+a,,
b +..+b; b; b

i time je dokaz upotpunjen.
O
Zadrzimo se sada na slucaju n = 2 i dajmo nekoliko interpretacija. Iako se u slje-
de¢em dokazu spominje trigonometrijska funkcija, dokaz je prikladan i za osnovnu
$kolu jer se spominjanje sinusa moze izbjeci ¢injenicom da od svih paralelograma
zadanih stranica, najvecu povrsinu ima onaj koji je upravo pravokutnik.

Dokaz 6. (Slucaj n = 2.) Neka su a,,a,,b,,b, pozitivni realni brojevi. Nacrtajmo
pravokutnik sa stranicama duljinag, +b, i a, + b, i razdijelimo ga kao na slici.

a b,

a,

v a,

b, a,

Ocito je povrsina nacrtanog pravokutnika jednaka zbroju povrsina dvaju pravo-
kutnih trokuta sa stranicama duljina a, i a,, dvaju pravokutnih trokuta sa stranica-

ma duljina b, i b,, te paralelograma sa stranicama \/alz +a; i \/bf +b; . Dakle,

(a,+b,)(a,+b) = 2-%+2-%+w/a3+a§,/bf+b§sin6
< aa, +bb, +Ja; +a; b} +b;,

(a,+b,)(a,+b)=aa, -bb, <\a’ +al\b’+b;.

Kako je lijeva strana jednaka a,b, +a,b, , slijedi

ab, +a,b, <\al +a; b} +b;.

odakle slijedi
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Dokaz sli¢an prethodnome moze se pronaci na internetskoj stranici http://www-
stat.wharton.upenn.edu/~steele/Publications/Books/CSMC/New Problems/paintings.pdf
(strana 4).

Za ucenike koji su obradili vektore u ravnini moze biti zanimljiva sljedeca inter-
pretacija. Naime, ovdje se CSB nejednakost svodi na ¢injenicu da duljina ortogonalne
projekcije vektora u smjeru nekog drugog vektora nikad ne moze premasiti duljinu
samog vektora.

Dokaz 7. (Slucaj n =2.) Neka su a i b dva vektora u ravnini, oba razli¢ita od nul-
vektora. Tada se a moze napisati kao zbroj dvaju vektora od kojih je jedan kolinearan
vektoru b, a drugi okomit na b. Drugim rije¢ima,

a=2Ab+c,
zaneki Ae Ri cLb.Skalar | lako je odrediti. Naime, okomitost vektora b i c
znati da je njihov skalarni produkt b-¢ jednak nuli. (U ravnini se skalarni produkt
moze zadati kao a-b=a,b, +a,b,, pritemuje a=ai+a,j i b=bi+b,j.) Tadaje

0=b-c=b-(a-Ab)=b-a—Ab-b=>A=2"2

Pritom smo s ‘E‘ oznadili duljinu vektora b .

Rt

Sy

Vektor p:= 2 bE predstavlja ortogonalnu projekciju vek- p N

v

=

tora a usmjeru vektora b.

Kako vektori @, p i ¢ ¢ine pravokutan trokut, prema Pitagorinom pou¢ku imamo
-2 —|2 2
" =Ia[ +1e

$to zajedno s r -

daje ‘* 132
2 a-‘ ) S22 = =2 =212
o =+ [el = Jaf B =[a-5f + [ o]

Kako je |E|2 ‘E‘z >0, slijedi |E : Er <

B, sto je upravo CSB nejednakost.

Ovaj dokaz je zanimljiv i zato $to pokazuje da je greska (tj. razlika | | ‘b‘ —‘ ‘ )
u CSB nejednakosti jednaka | | ‘b‘ Takoder, jasno je da slucaj jednakosti nastupa

ako i samo ako je ¢ =0 , to jest, ako su a i b kolinearni vektori.
O
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Za kraj navedimo dva zadatka koji se mogu lako rijesiti pomoc¢u CSB nejednakosti.

Zadatak 1. Za svaki n € N isve pozitivne realne brojeve a,,...,a, vrijedi
n

a.
Z Z>nton.

i,j=1G%j) 4j
1 1
Primjenom CSB nejednakosti na /4, ,...,,/a,, t¢ —,...,—— imamo
4 \Ja,
1 1),
(7) (@ +.ta,)| —+..+— |20’
a, a,

a. a; v
Lijeva strana jednaka je Zn ‘Y =n+ Zn _—, pa odavde slijedi trazena
.. LiElg. i,j=10#]) g .
relacija. i i
Jednakost ¢e nastupiti ako i samo ako imamo jednakost u (7), tj. ako i samo po-
stoji ¢ >0 tako daje \/a, =c—=, i =1,...,n, tj. ako i samo ako su svi a, medusobno

Jar

Zadatak 2. Za svaki n i sve pozitivne a,,...,a, vrijedi

jednaki.

2 2 2
a,a, +a,a, +..+a, a,+a.a <a; +a, +..+a,.
Direktno iz (2) slijedi

aa, +a,a, +..+a,_a +aa < \/af ta+..+a \/aj tota ta.

Uoc¢imo da se jednakost postize ako i samo ako postoji ¢ >0 sa svojstvom da je

a, =ca,, a,=cay, a,, =ca,, a,=ca,

odakle je a, =ca, =c’a, =...=c"a,. Kako je a, #0 i ¢ >0, slijedi ¢ =1, pa se jedna-
kost postize ako i samo ako je a, =a, =...=a,,.
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