Poucak 51

Novih pet dokaza leptirovog teorema

SEFKET ARSLANAGICG!, ALJA MUMINAGIG?

U [3] su dana cetiri dokaza Leptirovog teorema (Butterfly’s theorem), a u [2]
jos Cetiri dokaza istoga teorema. Slijedi jo$ pet dokaza ovog teorema.

Ovaj teorem glasi:

Neka je dana tetiva AB kruznice k, a njeno poloviste je tocka M. Tockom M na-
crtane su dvije proizvoljne tetive EF i CD . Tetive CE i FD tada sijeku pravac AB re-
dom u tockama Q i P. Tada je tocka M ujedno i poloviste duzine PQ, tj. |MP| = |MQ)|.

Dokaz 1. Nacrtajmo tetivu DH, DH I AB; H ek teduzinu MN, MN | DH,
N e DH kao i duzine MH, QH i EH (sl 1). Kako je DH || AB i M_Nlﬁ,toje
MN L AB, §to znadi da simetrala MN tetive AB prolazi kroz srediste O kruznice k
paje [MD| = |MH)|, te je zbog toga:

AMND = AMNH ,

odakle slijedi da je |ZDMN|=|£HMN|, odnosno a=f, gdje je a=|£ZDMP| i
B=|/HMB|.

Slika 1.
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NOVIH PET DOKAZA...

Sada zbog DH || AB i ‘;TD

=|BH] sljed::
a=%([@‘+‘51§‘), g.

az%({@‘+‘@‘), te zbog a = f:

=)

Alj, vrijedi takoder |ZCEH| =l‘a—4\H ‘ . Nakon zbrajanja dviju posljednjih jed-

nakosti, dobivamo: 2
1 1~ |
B+|ZCEH| = E(IBH‘ +[CB|+|caH)),
a odavde, zbog ‘@‘ + ‘@‘ + ‘EXH‘ =360°, vrijedi da je
B+|ZCEH| =180°,

pa je cetverokut MQEH tetivni te se oko njega moze opisati kruznica. Sada slijedi
da je |ZMHQ|=|£MEQ|, tj. w = z (obodni kutovi nad istim lukom MQ). Sa slike
1. uocavamo da je |ZFDC|=|ZFEC]|, tj. v = z (obodni kutovi nad istim lukom FC

kruznice k). Sada zbog a =g, [MD| = |[MH| i v = z slijedi da je AMPD = AMQH , a
odavde |[MP| = |]MQ

, $to je trebalo dokazati.

Dokaz 2. Totkom P nacrtajmo pravac p, p||CE. Neka je EFNp={K} i
CDNp={L} (sl. 2). Slijedi da je | ZPLC|=|ZECL|, pa je sada:
APML ~ AQMC,

IcQl  [MQ|
Kako je |[ZPKM|=|ZQEM]|, to je ta-
koder
AKMP ~ AEMQ,
te je @ = —|MP| . 2)
QE| [MQ|
Nakon mnozenja jednakosti (1) i (2)
dobivamo:
2
Slika 2. [PL|-|KP| _ |MP[_ 3)
Q| |QE|  |MQf

3

Zb| - mjera (duljina) luka AD ,a |£DMP| - mjera (veli¢ina) kuta ZDMP
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Kako je |ZFDM|=|/MEC| i |£PKF|=|£MEC
| ZKPF|=|£DPL| (vrsni kutovi), pa slijedi da je

AKFP ~ ADLP ,

, to je |ZFDM|=|£PKF| kao i

te odavde
[PL| _|FP| .

IDP|  |KP|”

|PL|-|KP| =|DP|-|FP|. (4)

Sada iz (3) i (4) dobivamo:
|MP|* _ |DP|-|FP|

IMQI" |CQl|QE|

(5)

Prema teoremu o potenciji to¢aka P i Q u odnosu na kruznicu k, imamo:

|DP|-|FP|=|AP|-|PB] (6)

ICQ|-|QE|=[BQ|-|Q4]. (7)
Sada iz (5), (6) i (7) dobivamo:
|MP" _|AP|-|PB| _ (IMA|-|MP|)(|MA|+|MP|) _|MA|’ —|MP[’
IMQI*  [BQ|-|Q4|  (|MB|-|MQ)(MB|+|MQ]) |[MB[ -|MQ

a odavde:
[MPF-|MB[* = |MQf - |MAF,

te zbog |MB| =|MA|:
|MP
|MP| = |MQ

2 =|MQJ, .

, §to je trebalo dokazati.

Dokaz 3. Tockom E nacrtajmo pravac
g, q|| AB inekaje q |l k ={G},tj. EG|| AB.
Neka je MN L EG, gdje N € GE . Nacr-

tajmo duzine PG,MG i DG (sl.3).
Sada imamo:

|£GDP|(|£GDF|)=|£GEF|, (1)

|£PMG|=|£MGE]|. 2)
Slika 3.
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Ocigledno je duzina MN simetrala duzine GE pa je trokut AMGE jednako-
kracan, stoga vrijedi:

|GM| = |ME| i | £GEF|=|/MGE|. (3)
Iz (1), (2) i (3) slijedi:
|£GDP|=|ZPMG|. (4)

Dakle, tocke P, M, D i G su konciklicke, tj. ¢etverokut PMDG je tetivni, pa je:
|£PGM|=|4PDM| . (5)

Kako je
| /CEF|=|£PDM|(|£FDM]), (6)

to iz (5) 1 (6) slijedi:
|£PGM|=|ZQEM)|(|£CEF).

Prema tome je

|/QME|=|/MEG| i |/MGE|=|/MEG

,azbog (2) je |£PMG|=|ZMGE].

Dakle, | ZPMG|=|ZQME], te slijedi:
APMG = AQME ,
a odavde
|MP| = [MQ), $to je trebalo dokazati.

Dokaz 4. Neka je duzina D'F' (D',F'e€k) simetri¢na slika duZine DF u
odnosu na promjer kruznice k koji prolazi tockom M i okomit je na duzinu AB
(s1.4). Neka je D'F'AB={P'}.

Tada je

1 f—~ | —
|4MFA|:E(IFA‘+‘BED, (D) 4,

kao i

| £FMA|=|£F'MB| (zbog simetrije i AB L MO),

te
‘1/3_’:4‘ = ‘ﬁ‘ (zbog simetrije).

Sada iz (1) dobivamo:

| LF'MB| =1(Iﬂ§‘ +‘ﬁ‘}l‘ﬁ‘. 2)
2 2

Slika 4.
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Takoder, vrijedi: 1—
| /F'CE|= E‘F’E‘ . 3)
Iz (2) i (3) slijedi:

|£F'MB| =|£F'CE|.

Dakle, ¢etverokut F'CMQ je tetivni te se mozZe upisati u kruznicu. Sada dobivamo:

|£MF'Q|(|£MF'D'|)=|£MCQ|(| £MCE]), (4)
|£MCE|=|£DFE|, (5)
|£DFE| =|£D'F'M| (simetrija) (6)
|£D'F'M|=|£P'F'M|. (7)

Sada iz (4), (5), (6) i (7) slijedi:
|£MF'Q|=|£MF'P'|,

a odavde slijedi da se tocka P’, simetri¢na tocki P u odnosu na tocku M, podudara s
to¢kom Q, te je |MP| = [MQ), sto je trebalo dokazati.

Dokaz 5. Oznacimo s p, p,, p, i p, redom povrsine trokuta AMFP, AMCQ,
AMDP, AMEQ (sl. 5). Kako je | ZDFM|=|£ECM)| i | ZFDM|=|£CEM]| (obodni ku-
tovi nad istim lukom kruznice k), to imamo:

&:—lFPHFMl kao i
2 |CQ||CM

p, _|DP[-|DM]|
ps  |QE|[[EM

a odavde nakon mnozZenja:

>

pi-ps _|FP|-|FM|-|DP|-|DM|
p.-py  |CQI-|CM]-|QE]-|EM]

1) Slika 5.

Kako je takoder:
|/FMP|=|ZEMQ| i |£DMP|=|£CMQ

>

to slijedi:
) Py _|MP||MD| . p, _ |MF|-[MP)

2 B |MQ||MC| Ps B |ME||MQ| ’
a odavde nakon mnozenja:
po-py _|MF-[MP|MP |MD|
p2-ps [MQJ|CM]|ME|[MQ)

2)
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Sada iz (1) i (2) dobivamo:
|FP|-|DP|  |MP[’

CQ|-|QE|  [MQ*

3)

Na temelju teorema o potenciji tocaka P i Q u odnosu na kruznicu k, dobivamo:

|FP|-|DP|=|AP|-|BP| (4)
Q- |QE|=|AQ]-|BQ- (5)
Zbog kratkoce pisanja stavimo da je |AM|=|BM|=a, [PM|=x, |QM|=y.

Sada iz (3), (4) i (5) dobivamo:
(a—x)(a+x) :x_2
@+y)a-y) »*

ili 5 5 5
a-x" x
2 yz yz
<:>)’2 (az —x2)=x2 (az —)’2)
P a2y2 — a2x2
oxt=y’
Sx=y
< |PM|=|QM]|, $to je trebalo dokazati.
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