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Poucak 52

Tangenta krivulje drugog reda

ZVONIMIR SIKIC', ZAGREB

Ako je analiticki zadana krivulja 2. reda i jedna tocka na krivulji, kako analiticki
odrediti tangentu na tu krivulju kroz tu tocku? Postupak opisujemo rjesavajuci kon-
kretan zadatak.

Zadatak 1:
2

Zadana je hiperbola y? —x” =1 itocka D(1, 2) koja lezi na hiperboli.

Odredi jednadzbu tangente na zadanu hiperbolu s diralitem u D(1,2).
Rjesenje:

a) Odredimo jednadzbu zadane hiperbole u sustavu Ax, Ay cije je ishodiste u tocki
D(1,2). Dakle,x =1+ Axiy=2+ Ay, paimamo:

2(1 + Ax)* -2+ Ax)*+2=0,
2+4Ax+2Ax -4 -4Ay - Ay*+2=0
4Ax - 4Ay + 2Ax° - Ay* =0

Linearni dio te jednadzbe je jednadzba trazene tangente:
4Ax - 4Ay =0,
4(x-1)-4(y-2)=0,
4x-4y+4=0
y=x+1.
Dakle, trazena je tangenta y = x + 1.
b) Jednadzba tangente na krivulju Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0 u njezinoj
tocki (x, y,) je:
Axjx+ B(xy +xy,) + Cyy + D(x+x) + E(y+y,) + F=0.
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U nadem slucaju krivulja je 2x* - y*+2 =01 (x,, y,) = (1, 2), pa imamo:
2x -2y +2=0,
y=x+1.

Dakle, trazena je tangenta y = x + 1.

c) Trazena tangenta je pravac koji se iz jednadzbe hiperbole u sredenom obliku:
2 -y2+2=0

dobiva tako da se na njezinu desnu stranu dopisu isti kvadratni ¢lanovi, ali uz zamje-
nuxsax-x,iysay-y,gdjeje (x, y,) zadana tocka. Zbog tog oblika desne strane
kvadratni e se ¢lanovi pokratiti, pa je dobivena jednadzba stvarno linearna. To je
jednadzba traZene tangente s diraliStem D(x, y,). U naSem slucaju:

2 -y +2=2(x-1-(y-2)°
270 -y +2=2x"-4x+2-y"+4y-4
4x-4y+4=0
y=x+1
Dakle, trazena je tangenta y = x + 1.

Naravno, trebamo dokazati da su kori$teni postupci rjeSavanja korektni.

Razmotrimo najprije postupak a). Ako algebarska krivulja P(x, y) = 0 prolazi
ishodiStem, ona je oblika

ax+by+(.)=0,

gdje su u (...) sabrani ¢lanovi stupnja veceg ili jednakog 2. Tangenta u ishodistu naj-
bolja je linearna aproksimacija funkcije P(x, y) = 0 u nekoj okolini ishodista. To ¢e
o’ito biti pravac

ax+by=0,

jer su u dovoljno maloj okolini ishodista ¢lanovi stupnja veceg ili jednakog 2 zanema-
rivi prema linearnim ¢lanovima.

Ako nas zanima tangenta na P(x, y) = 0 u diralistu D(x, y,) koje nije ishodiste,
dovoljno je iz sustava x, y prijeci u sustav Ax = x - x, Ay = y - y,, Cije jeishodiste po-
maknuto u D(x;, y,). JednadZzba krivulje P(x, y) = 0 u tom sustavu postaje:

P(x, + Ax, y, + Ay) = eAx + fAy + (...) = 0.
TraZena tangenta je:
eAx +fAy =0, e(x-x)+fly-y)=0.

To objasnjava postupak a).
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Razmotrimo sada postupke b) i ¢) koji nisu primjenjivi na sve algebarske kri-
vulje, nego samo na one 2. rada. Dakle, kako odrediti tangentu na krivulju drugoga
reda zadanu sa:

(1) Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F =0,
u njezinoj tocki D(x, y,)?

Ako znamo diferencijalni ra¢un - lako! Jednadzba tangente na krivulju f(x, ) =0
u njezinoj tocki (x, y,) je:

Lty 53 + [g—ﬂ (3379 (-3 =0
Dakle, trazena tangenta je :
(2Ax, + 2By, + D) (x-x,) + (2Bx, + 2Cy, + 2E) (y-y,) =0,
Ili, nakon sredivanja:
(2) Axpx + B(xy + xy,) + Cyy + D(x+ x)) + E(y+y) + F=0.
To objasnjava postupak b).
Medutim, u 3. razredu srednje $kole, u kojem obradujemo krivulje drugog reda,

jo$ se ne koristimo diferencijalnim ra¢unom. Kako do¢i do ovog rezultata bez dife-
rencijalnog ra¢una? Vidjet ¢emo nakon $to obradimo postupak c).

Promotrimo krivulju kojom smo se koristili u postupku c):
(3) Ax* +2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F= A(x - x))* + 2B(x - x)) (y - y,) + C(y - »,)* .

Zasto bas tu krivulju? Zato Sto (x,, y,) zadovoljava (3), tj. krivulja (3) prolazi
tockom D(x;, y,). Osim toga, kvadratni ¢lanovi desne strane od (3) ponistavaju kva-
dratne ¢lanove s lijeve strane pa je (3) stvarno jednadzba pravca. Ukratko, (3) je pra-
vac koji prolazi tockom D(x,, y,).

Dokazat ¢emo da taj pravac ne prolazi ni jednom drugom tockom krivulje 2.
reda (1), $to znaci da je on trazena tangenta.
Nas pravac kroz (x, y,). moZe se parametrizirati s:
(4)x-x,=at y-y, =bt
gdje je (a, b) vektor smjera tog pravca. Uvrstimo li (4) u (3), dobit ¢emo jednadzbu:
(5) Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = (Aa® + 2Bab + Cb*)f.

Svaka tocka (x, y) na naem pravcu ima svoj ¢, i obrnuto - svaki ¢ ima svoju tocku
(x, ). Za t = 0 radi se o tocki (x,, y,). To je i jedina tocka u kojoj nas pravac sijece
krivulju (1). Naime, moguca su dva slucaja:
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I. Aa* + 2Bab + Cb* = 0. U tom slucaju jednadzba pravca (5) identi¢na je jednadzbi
krivulje 2. reda (1), tj. radi se o degeneriranoj krivulji 2. reda (koja je degenerirala
u dva pravca koji mogu biti i identi¢ni).

II. Aa® +2Bab + Cb* # 0. U tom slucaju, samo za ¢ = 0 imamo tocku koja zadovoljava
(1), tj. koja lezi na toj krivulji 2. reda. To smo i trebali dokazati.

To objasnjava postupak c).
No, lako je vidjeti da su (3) i (2) ekvivalentne jednadzbe (ako (x,y,) lezi na kri-
vulji), $to objasnjava postupak b) bez uporabe diferencijalnog racuna:
(3) Ax* +2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = A(x - x)* + 2B(x - x)) (y - y,) + C(y - y,)* .
Ax* +2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F =
= Ax* - 2Axx, + Ax + 2Bxy + 2Bxy, - 2Bxy, - 2Bx y + Cy* - 2Cyy, + Cy’.
Skratimo li identi¢ne izraze lijevo i desno, dolazimo do:
2Dx +2Ey + F = -2Axx, + Ax + 2Bx y, — 2Bxy, - 2Bxy - 2Cyy, + Cy *.
Nadopunimo obje strane s 2Dx, + 2Ey, + F:
2Dx + 2Ey + F+2Dx +2Ey + F =
=2Dx, + 2Ey, + F - 2Axx + Ax + 2Bxy, - 2Bxy, - 2Bx;y - 2Cyy, + Cy 2.

Tako smo desno dobili 2Dx, + 2Ey, + F + Ax* + 2Bx y, + Cy % $to je 0, jer (x,, y,) lezi
na (1). Iskoristimo li tu ¢injenicu,imamo:

2D(x + x,) + 2E(y + y,) + 2F = -2Ax x - 2B(x, y + xy,) - 2Cyy.
To je konacno:
(2) Axpx + B(xy + xy,) + Cyy + D(x+ x)) + E(y+y)) + F=0.

Zanimljivo je ispitati $to predstavlja jednadzba (2) kada tocka T(x,, y,) ne lezi
na krivulji (1). Dokazat ¢emo da (2) tada predstavlja jednadzbu polare koja pripada
tocki T(x,, y,) u odnosu na krivulju 2. reda (1).

Polara je definirana kao spojnica
tocaka DD,u kojima tangente, nacrta-
ne tockom T na krivulju 2. reda, diraju
tu krivulju; vidi sliku. (Naravno, ako T
lezi na krivulji, onda su obje tangente i
polara isti pravac.)
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Dokazali smo kako izgledaju jednadzbe tangenti na krivulju (1) u dirali$nim
tockama D, (x,, y,) i D,(x,, y,):

(6) Axx +B(xy +xy,) + Cyy+D(x+x)+E(y+y)+F=0.

(7) Axx + B(x,y + xy,) + Cy,y + D(x+ x)) + E(y+y,) + F=0.
Buduci da se tocka T(x, y,) nalazi na oba pravca (6) i (7), imamo:

(8) Axx, + B(xy, + xy,) + Cyy, + D(x,+ x,) + E(y,+ y,) + F=0.

(9) Axx, + B(x,y, + x,y,) + Cyy, + D(x,+ x,) + E(y,+ y,) + F=0.

No (8) i (9) takoder nam kazu da pravac (2) prolazi kroz tocke D (x,, y,) i
D,(x,,y,), tj. da je (2) jednadzba polare. To smo i trebali dokazati.

Jednadzba polare omogucava nam da jednostavno rijesimo i zadatak odrediva-

nja tangente na krivulju 2. reda, koja prolazi tockom izvan te krivulje. Evo primjera.

Zadatak 2: )

Zadana je hiperbola y? —x” =1 ito&ka T(1, 1) koja ne pripada hiperboli.

Odredimo jednadzbu tangente na zadanu hiperbolu koja prolazi tockom T(1, 1).
Rjesenje:
Jednadzba polare tocke T(1, 1) u odnosu na hiperbolu 2x*- y*+ 2 = 0 dana je s:
2xx, - yy,+2=0.
U nasem slucaju to je:
2x-y+2=0.
Trazena polara je y = 2x + 2. Sjecista te polare i hiperbole 2x* - y*+ 2 = 0 diralista
su trazenih tangenti. To su rjesenja sustava:
2 -y*+2=0
2x-y+2=0.

Uvrstavanjem druge jednadzbe u prvu nalazimo x, ,, a uvrStavanjem tih vrije-
dnosti u drugu jednadzbu nalazimo y, ,. Kona¢no nalazimo:

-1 2J3+2
Ploar 37 J3+2

Trazene tangente su (vidi sliku) TD, i TD,, ¢ije su jednadzbe:

1+£/3 1F3
y= 5 X+ >
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