OsJECKI MATEMATICKI LIST 13 (2013), 43-60

O univerzalnoj paraboli¢koj konstanti

Bojan Kovaci¢ * Ivana Bozi¢ * Tihana Strmecki

Sazetak

U ¢lanku se razmatra univerzalna paraboli¢ka konstanta kao analo-
gon broja 7 u slu¢aju kruznice. Pritom se zasebno navode svi bitniji
pojmovi i rezultati iz algebarske teorije brojeva, elementarne matema-
tike i diferencijalno-integralnoga ra¢una nuzni za potpunost i isprav-
nost cjelokupnoga razmatranja. Promatra se omjer duljine luka para-
bole odredenog pravcem koji prolazi ZariStem parabole usporedno s
njezinom ravnalicom i udaljenosti Zarista parabole od njezine ravna-
lice. Pokazuje se da taj omjer ne ovisi o izboru parabole, pa se time do-
kazuje dobra definiranost pojma univerzalne paraboli¢ke konstante.
Uz primjenu Lindemannova rezultata o transcedentnosti broja 7 za-
kljucuje se da je ta konstanta transcendentan, dakle i iracionalan broj.
Ukratko se razmatra i svojstvo sli¢nosti krivulja, pa se utvrduje da ono
vrijedi za sve kruZnice i za sve parabole, a ne vrijedi za elipse i hiper-
bole. Kao primjeri primjene promatrane konstante, izra¢unavaju se
oplogja rotacijskih tijela dobivenih vrtnjom grafova dviju elementar-
nih funkcija oko osi apscisa, te prosjeci udaljenosti svih to¢aka jedini¢-
noga kvadrata od sredista toga kvadrata, odnosno od proizvoljnoga,
ali fiksiranoga vrha kvadrata. Za probleme izracuna prosjeka navodi
se i njihova formulacija u terminima teorije vjerojatnosti.

Kljuéne rije¢i: univerzalna parabolicka konstanta, svojstva, pri-
mjene
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On the universal parabolic constant

Abstract

In this article the universal parabolic constant is defined as the ana-
log of the number 7t in relation to the circle. For this purpose, all rele-
vant terms and results in algebraic number theory, elementary mathe-
matics and calculus are stated, necessary to consider the subject com-
pletely and adequately. It is shown that the ratio of arc length of the
parabolic segment, determined by the line through the focus parallel
to the directrix, and the distance between the focus and the directrix,
does not depend on the particular parabola, justifying the constant’s
definition. Applying the Lindemann’s result that the number 77 is tran-
cedental, the proof is given that the universal parabolic constant is a
transcendental and hence an irrational number. Furthermore, the pro-
perty of similarity of curves is analyzed, establishing that all circles
and parabolas satisfy this property, while ellipses and hyperbolas do
not. Two sets of examples of the application of the parabolic constant
are given. One is calculating the surface area of certain rotational so-
lid objects, created by rotating graphs of elementary functions around
the x-axis. The other involves analyzing problems of determining the
average distance of points in a unit square to the center of the square,
or to any randomly chosen but fixed vertex of the square. As to the
latter, their probability theory counterparts are stated.

Keywords: the universal parabolic constant, properties, application

1 Uvod

Neka je k kruZnica polumjera » > 0 ¢ije je srediste tocka S. Povuce li se
tockom S proizvoljan pravac p, on ¢e presjeéi kruznicu u tockama Sq 1 Sp
(vidjeti Sliku[T). Te dvije tocke dijele cijelu kruznicu na dvije sukladne po-
lukruZznice. Prema definiciji kruznice vrijedi jednakost |SS1| = |SS,| = .
Omjer duljine bilo koje od dobivenih polukruznica i polumjera kruznice je
konstantna vrijednost i ne ovisi niti o izboru kruZnice, niti o izboru pravca
p. Ta se konstanta oznacava s 71. Njezinu pribliZnu vrijednost na 35 deci-
mala prvi je izra¢unao nizozemski matematicar Ludolph van Ceulen. Za
prakti¢ne je potrebe dovoljno uzeti 7t ~ 3.141592654.

U ovom ¢e se ¢lanku razmotriti analogon opisanoga svojstva kruznice
koji vrijedi za bilo koju parabolu. Prema definiciji, parabola je geometrij-
sko mjesto toc¢aka jednako udaljenih od ¢vrste tocke F (tzv. ZariSta para-
bole) i ¢vrstoga pravca r (tzv. ravnalice parabole). Stoga je svaka parabola
jednoznacno odredena zadavanjem tocke F i pravca r. Parabolin analogon
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Slika 1: KruZnica, 1(5;92) r=T

srediSta kruznice jest Zariste parabole, dok je analogon pravca p pravac q
koji prolazi Zaristem F usporedno s pravcem r. Takav pravac g je jedins-
tven i sije¢e parabolu u to¢no dvije tocke: A i B (vidjeti Sliku [2). Pokazat

e se da je omjer duljine luka parabole AB i udaljenosti zarista F od pravca
r konstantan i da ne ovisi o izboru parabole. Taj se omjer naziva univer-
zalna parabolicka konstanta. Definicija i osnovna svojstva te konstante mogu
senadiu [2] i [5].

Slika 2: Parabola y* = 4ax i njezin latus rectum
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2 Pregled osnovnih matematickih definicija i
rezultata

U ovoj se tocki pregledno iznose osnovne matematicke definicije i rezultati
koji ée se efektivno koristiti u daljnjem tekstu rada.

2.1 Pregled definicija i rezultata iz algebarske teorije
brojeva

Definicija 2.1. Realan broj a je racionalan ako postoje (barem jedan) cijeli
broj m i (barem jedan) prirodan broj n takvi da vrijedi a = 2. Skup svih
racionalnih brojeva standardno se oznacava slovom Q. Realan broj koji nije

racionalan naziva se iracionalan.

Definicija 2.2. Realan broj a je algebarski ako postoji netrivijalan polinom
g jedne realne varijable s cjelobrojnim koeficijentima takav da je q(a) = 0.
Realan broj koji nije algebarski naziva se transcendentan.

Primjer 1. Broj v/2 je algebarski broj.

Dokaz. Polinom g(x) = x> — 2 ima cjelobrojne koeficijente i svojstvo g (v/2) =
0. Prema Definiciji , to znadi da je broj v/2 algebarski broj. O

Primjer 2. Broj /2 + 1 je algebarski broj.

Dokaz. Polinom g1 (x) = x? — 2x — 1 ima cjelobrojne koeficijente i svojstvo
71(v/2 +1) = 0. Prema Definiciji , to znaci da je broj v/2 + 1 algebarski
broj. O

Teorem 2.1. Svaki transcendentan broj je iracionalan.

Napomena 2.1. Njemacki je matematicar F. Lindemann 1882. godine do-
Feri.ma“d Vo kazao da je 7t transcendentan broj. Prema Teoremu to znaci da je 7
indemann

(1852-1939.)  iracionalan broj.
njemacki matematicar,
zasluZan za dokazivanje

da je e transcedentan broj.  Definicija 2.3. Skup realnih brojeva S = {ay,ay,...,a,} je linearno neza-
n

visan nad skupom Q ako iz jednakosti ) _ a; - a; = Oslijediay = ap = - -+ =
i=1

Ay = 0.

Skup koji nije linearno nezavisan naziva se linearno zavisan.

Primjer 3. Skup A = {7, 7%} C R je linearno nezavisan nad skupom Q.
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Rjesenje. Treba uociti da je za svaki a € Q\{0} broj ar iracionalan.
Doista, ako bi bilo b := am € Q, onda se dijeljenjem s a dobije jednakost

= é Broj b je racionalan jer je koli¢nik dvaju racionalnih brojeva, pa

slijedi da je i broj 7r racionalan.

Taj zakljucak proturije¢i ¢injenici da je 7r iracionalan broj. Stoga je pretpos-
tavka b € Q bila pogresna, tj. broj ar je iracionalan. Linearna nezavisnost
skupa S pokazuje se koristeci Definiciju[2.3] Pretpostavi se da vrijedi jedna-
kost a1 7T + a; %> = 0 za neke a1, 4, € Q. Dijeljenjem te jednakosti s 7w # 0
dobije se a1 + a;m = 0, odnosno a1 = —ay7. Ako bi bilo a; # 0, onda bi
lijeva strana posljednje jednakosti bila racionalan, a desna iracionalan broj
(prema tvrdnji s pocetka dokaza), $to je nemoguce. Stoga mora biti a, = 0,

paiz a; = —apm odmabh slijedi a; = 0. Time je pokazano da iz jednakosti
mr4amn? =0 slijedi a1 = a; = 0, $to znaci da je S linearno nezavisan
nad skupom Q. <

Primjer 4. Skup B = {\@ —1,V2+1, \ﬁ} C R je linearno zavisan nad
skupom Q.

Rjesenje. Tvrdnja izravno slijedi npr. iz jednakosti

1-(V2-1)+1-(V2+1) + (-2)- (V2) =0.

Teorem 2.2 (Lindemann,1882.). Za svaki algebarski broj a # 0 broj e’ je
transcedentan.

Dokazi Teorema i[2.2] mogu se naci npr. u [4] ili [1].

2.2 Pregled definicija i rezultata iz elementarnih
matematickih funkcija

Definicija 2.4. Neka su A,B C R. Funkcija f : A — B je parna ako za
svaki x € A vrijedi:

—x€A 1)
f(=x) = f(x). )

Propozicija 2.1. Za funkciju f(x) = Inx vrijedi jednakost: f(v/2 —1) =
—f(V2+1).
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Dokaz.
D em(Vio1) = 1 (Y2-D(V2+1)
f(VZ-1)=In(v2-1) = I v
= g
= Inl—-In(v2+1)
= —f(vV2+1)
Propozicija 2.2.

lim (y¥Iny) =0

y—0+
Dokaz. Primijenit ¢e se LHospitalovo pravilo (za detalje vidjeti npr. [3]):

f(x) f(x)

xlg& g(x) B xlir& g (x)

Dobiva se:

-1 3
= lim Y = lim A =0.

. . Iny
Li=1 3Iny) = lim —%
1 s (]/ ny) Yy -3 y—04 (—3)]/_4 y—04 -3

y—=0+ y—=0+ Y

2.3 Pregled definicija i rezultata iz diferencijalnog i
integralnog ra¢una

Teorem 2.3. (Newton-Leibnizova formula)

Neka je zadana neprekidna realna funkcija f na segmentu [a, b]. Neka je F

bilo koja realna funkcija takva da vrijedi F/(x) = f(x). Tada je

/abf(x)dx — F(b) — F(a).

Napomena 2.2. Funkcija F iz Teorema naziva se primitivna funkcija od

f. Svaka integrabilna realna funkcija ima beskona¢no mnogo razli¢itih pri-
mitivnih funkcija koje se medusobno podudaraju do na slobodni ¢lan, tj.
konstantu C. Radi jednostavnosti, prigodom ra¢unanja odredenih inte-

grala obi¢no se uzima C = 0.

Napomena 2.3. Newton-Leibnizova formula ima svoju varijantu i za slucaj
nepravih integrala. Npr. ako se funkcija f integrira na intervalu (—oo, b] ili

[a, +00), onda vrijede formule

a—r—oQ

/_ boo F(x)dx = F(b) — lim F(a),
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/am flxdx = lim F(b) - F(a).

Analogno, ako funkcija f nije definirana u donjoj granici podrudja integra-
cije (tj. u to¢ki x = a), onda vrijedi formula

/f F(b) — lim F(a).

X—a4

Propozicija 2.3. Neka je f parna funkcija definirana na segmentu [—a, a],
zanekia > 0. (KaZe se da je navedeni segment simetrican u odnosu na nulu.)

Tada je
/jaf(x)dx = Z/Oaf(x)dx

Propozicija 2.4. Neka je K krivulja zadana jednadzbom y = f(x). Duljina
luka krivulje iznad segmenta [a, b] ra¢una se prema formuli

z_Lﬂh+wwwn_éﬂh+@93x

Propozicija 2.5. Neka je ravninska krivulja K zadanajednadzbomy = f(x),
za x € [a,b]. Oplogje rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivulje K oko
osi x racuna se prema formuli

—27T/f 1+ [f'(x )]de
Dokazi Teorema[2.3], te Propozicija[2.3]{2.5] mogu se naci npr. u [3].

Teorem 2.4. (Fubinijev teorem)
Neka je f neprekidna realna funkcija dviju realnih varijabli definirana na
pravokutniku IT = [a,b] X [c,d]. Tada je vrijednost integrala funkcije f na
pravokutniku I'T dana formulom

/Hf(x,y)dxdy=/ab (/Cdf(x,wdy)dx:/cd(/abf(x/y)dX>dy~

Dokaz Teorema[2.4, moZze se nacinpr. u [6].

Definicija 2.5. Neka je f integrabilna funkcija dviju realnih varijabli defini-
rana na pravokutniku I'l. Prosje¢na vrijednost te funkcije ra¢una se prema
formuli

1
(D) /Hf(x/y) dxdy,
gdje je P(IT) povrsina pravokutnika IT.
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U Tablici 1. navode se neki manje jednostavni integrali koji ¢e se kasnije
efektivno koristiti. Pritom su A,B,C € R konstante. Provjera istinitosti
Tablice 1. prepusta se Citatelju.

f(x) /f(x)dx
VEEFE LA+ Dn(ar e VAR B +C
¥ Inx %x3lnx—%x3+c
2In(VAZT1+1) —%x3+éxm+%x3m(m+l)f%ln(er 21 +C
In(Vax2 +1+1) —%x3+21—4x\/4x27--1+§x3ln(\/m+1)—%ln(Zx—&- Vi y1)+C

3 Izracun vrijednosti parabolicke konstante

Da bi se mogla izracunati vrijednost parabolicke konstante, nuzno je odre-
diti analiti¢cku jednadZbu parabole Cije je ZariSte F, a ravnalica r. Pritom se
pravokutni koordinatni sustav u ravnini postavlja tako da tjeme parabole
bude u ishodi$tu, zariste F na osi apscisa (osi x), a ravnalica pravac uspo-
redan s osi y, tj. pravac ¢ija jednadzba ima oblik x = A, za neku konstantu
A € R. Ovakva postavka vrlo pojednostavljuje analiticke izrac¢une, a ne
utjece na izracunate vrijednosti rezultata.

Spomenuta analiticka jednadZba parabole odreduje se sljede¢im teoremom.

Teorem 3.1. Neka je 2 > 0 konstanta. JednadZba parabole ¢ije je Zariste
tocka F = (a,0) i ravnalica pravac r...x = —a glasi y> = 4ax. Obratno,
parabola &ija je jednadba y? = 4ax ima Zariste u to¢ki F = (a,0) i ravnalicu

X = —da.

Dokaz. Neka je T = (x,y) bilo koja tocka parabole. Udaljenost izmedu

tocaka T i F iznosi
ITF| = y/(x —a)% +y2.

Udaljenost izmedu tocke T i ravnalice 7 iznosi d(T,r) = |x + a|.
Prema definiciji parabole, te dvije udaljenosti moraju biti jednake, pa mora

vrijediti jednakost
\ (x—a)?2 +y? =[x +al.
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Obje strane ovoga algebarskoga izraza su nenegativni realni brojevi, pa se
taj izraz smije kvadrirati. Tako se dobije ekvivalentan algebarski izraz

(x —a)> +vy* = (x +a)%

Sredivanjem toga izraza dobiva se y*> = 4ax. Time je dokazana prva tvrdnja
teorema.

Obratno, akoje T = (x,y) bilo koja to¢ka parabole y?> = 4ax, onda je njezina
udaljenost od tocke F = (a,0) jednaka

|TF| = \/(x—a)2+y2: \/(x—a)2+4ax: \/(x—l—a)2 =|x+a| =d(T,r).

Dakle, toc¢ka T je jednako udaljena od tocke F i od pravca r, pa iz definicije
parabole slijedi da je F Zariste parabole, a r njezina ravnalica. O

Tockom F = (a,0) povuce se pravac usporedan s ravnalicom 7.
Jednadzba toga pravcaje q...x = a. Taj pravac sijece parabolu y? = 4ax u
dvije tocke A i B. Lako se vidi da te to¢ke imaju koordinate A = (a,24) i
B = (a, —2a). DuZina AB obi¢no se naziva latus rectum (Lat. latus = strana,
rectum = ispravan) (vidjeti Slzku.

1z jednadZbe parabole y? = 4ax izrazi se varijabla x

2
=7
x=
Derivacija toga izraza (kao funkcije varijable y) po varijabli y je
x_y
dy 2a

Duljinaluka! (ABB) jednaka je duljini njezina luka iznad segmenta [—2a, 2a].
2
Lako se provijeri da je funkcija h(y) = 1+ (2ya) parna funkcija. Stoga je

izraz za duljinu ! dan u Propoziciji zapravo odredeni integral parne
funkcije na intervalu simetri¢nom s obzirom na nulu. Rac¢unanje takvoga
integrala pojednostavljuje se primjenom Propozicije[2.3}

I(AOB) 1/1+ dy— /2” 2+ aa2dy = - /\/y + 4a2dy.

Pripadni neodredeni integral | Vy? +4a’dy odredi se izravno iz prvoga
retka Tablice 1. Pritom treba odabrati A = 1, B = 2a, te preimenovati
varijablu x u varijablu y. Slijedi

/\/y2+4a2dy: %\/]/2+4a2+2a21n(y+ \/y2+4a2) +C
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Zaklju¢uje se daje npr. funkcija F(y) = % Y2+ 4a2 +2a% In(y + 1/ y2 + 4a2)

primitivna funkcija funkcije f(y) = /y? + 442. Lako se provjeri valjanost
jednakosti:

F(2a) = 24%[V2 +1In(2a) + In(v2 4+ 1)],
F(0) = 24 In(2a)

Primjena Newton-Leibnizove formule iz Teorema 2.3| daje
I(AOB) = %[P(Za) ~ F(0)] = 242 + In(v2 + 1)].

Udaljenost Zzarista F od pravca r jednaka je d(F,r) = 2a, pa je omjer duljine

luka AOB i udaljenosti Zari$ta F od pravca r jednak

I(AOB) B
AED - V2 +1In(v/2+1) = const.

Konstanta P, = v/2 +1In(1/2 + 1) naziva se univerzalna paraboli¢ka kons-
tanta.

Njezina priblizna vrijednost iznosi P, ~ 2.29558715. 1z provedenoga iz-
voda je vidljivo da njezina vrijednost ne ovisi o vrijednosti konstante 4, a
samim tim ni o izboru polazne parabole. Time je dokazan sljedeéi teorem.

Teorem 3.2. Za proizvoljnu parabolu je omjer luka odredenoga njezinim
latus rectumom i udaljenosti njezina Zarista od njezine ravnalice konstan-
tan ijednak P,.

Napomena 3.1. Funkcija area sinus hiperbolni definirana je formulom
arcsinhx = In(x + v/ x2 4+ 1).

Lako se provjeri jednakost P, = v/2 + arcsinh 1.

4 Neka svojstva univerzalne parabolicke
konstante

U odjeljku 3. priblizno je izra¢unata vrijednost univerzalne paraboli¢ke kons-
tante P,. Time se odmah namede pitanje je li P, racionalan ili iracionalan
broj. Odgovor daje sljedeci teorem.

Teorem 4.1. D, je transcedentan, dakle i iracionalan broj.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je P, algebarski broj. Tada postoji
polinom ¢, s cjelobrojnim koeficijentima takav da je g2(P,) = 0. Razlika
P, — v/2 = In(v/2 + 1) je tada takoder algebarski broj jer je, prema dokazu
Propozicije[l}, taj broj korijen polinoma g3(x) = g2(x) — x5 + 2. Primjenom
Definicije lako se pokazuje da je jednoclani skup S = {In(v/2 + 1)} li-
nearno nezavisan nad skupom Q. Jedini element skupa S je algebarski broj
In(v/2 +1). Prema Teoremu , broj en(V2+1) — \/2 4 1 mora biti transcen-
dentan, tj. broj v/2 + 1 nije algebarski broj. Taj je zakljuak u suprotnosti
s Primjerom[2| Stoga je pretpostavka da je P, algebarski broj bila pogresna.
Dakle, P, je transcendentan broj.

Iracionalnost konstante P; slijedi izravno iz Teorema O

Napomena 4.1. Provede li se razmatranje analogno onom iz odjeljka 2. za
elipsu, odnosno hiperbolu, dobiva se da pripadni omjeri nisu konstantni.

. . . 2 2 1 2 2
Pritom treba napome?u’a da elipsa 77 + Z—z = 11 hiperbola 7; — Z—z =1
imaju ravnalicu x = %, gdje je c apscisa Zarista elipse, odnosno hiperbole.

U tim slucajevima spomenuti omjeri ovise o tzv. numerickom ekscentricitetu
(oznaka: ) elipse, odnosno hiperbole definiranom s ¢ = £. Grubo go-
voredi, numericki ekscentricitet "mjeri" odstupanje svake krivulje od pra-
vilnoga kruznoga oblika. U skladu s tim, svaka kruznica ima numericki
ekscentricitet jednak 0, dok svaka parabola ima numericki ekscentricitet

jednak 1.

Na temelju jednakosti numerickih ekscentriciteta definira se i pojam slic-
nosti dviju krivulja. Toc¢nije, dvije krivulje su slicne ako i samo ako imaju
isti numericki ekscentricitet. Iz gornje napomene slijedi da su sve kruZnice
medusobno sli¢ne i da su sve parabole medusobno sli¢ne, te da analogna
tvrdnja za elipse, odnosno hiperbole nije istinita.

5 Neke primjene univerzalne parabolicke
konstante u geometriji
U ovom ¢e se odjeljku pokazati kako se univerzalna parabolicka konstanta

javlja u izra¢unima povrsina rotacijskih ploha, te u geometrijskim proble-
mima izracuna prosjecnih vrijednosti.

5.1 Izracun povrSine rotacijske plohe
Primjer 5. Krivulja y = cosx, x € [—%, %], rotira oko osi x. Izratunati

oplosje nastaloga rotacijskoga tijela.
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Rjesenje. 1z postavke primjera slijedi f(x) = cosx, paje f'(x) = —sinux.
Primjenom Propozicije2.5 slijedi da je traZeno oplogje dano izrazom:

0= 27'(/7” cos xV/ 1 + sin? xdx.
-2
Najprije se odredi neodredeni integral

/cosx\/1+sin2xdx = /\/1 + sin? xd(sin x).

U prviredak Tablice 1. uvrsti se A = B = 1, a umjesto varijable x piSe sin x.
Slijedi

1 1
/cosx\/l +sin? xdx = Esinx\/l—ﬁ—sinzx—ﬁ—iln(sinx—i— 1+ sin?x) +C.

Npr. funkcija F(x) = % sinxV/1+ sin® x + % In(sin x + V1 + sin? x) je pri-

mitivna funkcija funkcije f(x) = cosxy/1 + sin® x.
Primjenom Newton-Leibnizove formule i Propozicije slijedi

T

F(2

) = %[\ﬁ+ln(\@+1)] = %Pz

F(—g) = %[f\ﬁJrln(ﬁ—l)] =

Stoga je trazeno oplosje jednako:

[-V2-In(V2+1)] = ,%pz_

N —

0 =2r[F(Z) - P(—g)] — 271P,.

N

Primjer 6. Krivuljay = e*, x € (—o0,0], rotira oko osi x. Izra¢unati oplosje
nastaloga rotacijskoga tijela.

Rjesenje. Okitoje f(x) = f'(x) = e*. Stoga je

0 0 0
O:27r/ e"\/1+(ex)2dx=27r/ e"\/l—i-ezxdx:/ VX +1d(e*).

Pripadni neodredeni integral odredi se tako da se u prvi redak Tablice 1.
uvrsti A = B = 1, te umjesto x pise e*. Slijedi

X
/e’u/1+ (e¥)%dx = % e +1+ %In(ex—l— e +1)+C.
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X
1
Funkcija F(x) = % e +1+ 3 In(e* + v/ e** + 1) je primitivna funkcija
funkcije
f(x) = e*y/1+ (e¥)2. Nije teSko provjeriti valjanost jednakosti

i () =0,

F(0) = %[\fz+ln(\fz+ 1)] = %Pg.

Primjenom varijante Newton-Leibnizove formule za neprave integrale iz
Napomene[2.3} slijedi da je trazeno oplosje jednako

O =2n[F(0) — lim F(x)] = nP.

X—r—00

5.2 Izracun prosjecnih vrijednosti

Primjer 7. Neka je zadan jedini¢ni kvadrat K Cije je srediste tocka S. Pro-
matra se skup A = {|TS| : T € K}. Izratunati prosjek vrijednosti svih
elemenata skupa A.

Napomena 5.1. Ekvivalentna formulacija Primjera [/} u terminima teorije
vjerojatnosti glasi: Neka je K jedini¢ni kvadrat. Na slucajan nacin bira se
jedna tocka unutar skupa K. Neka je X slucajna varijabla koja oznacava
udaljenost izabrane tocke od sredista kvadrata. Izracunati ocekivanje vari-
jable X.

Rjesenje. Bez smanjenja opéenitosti moZe se pretpostaviti da su vrhovi kva-
drata K tocke

1 1 1 1 11 11
Al — (2/2)/ AZ - (272)/ AB — (2/2>/ A4 — (2/2)-

SrediSte kvadrata je sjeciste dijagonala A1 A3 i ApAy4. Kvadrat je poseban
slucaj paralelograma, pa se njegove dijagonale medusobno raspolavljaju.
(Poznato je da se dijagonale svakoga paralelograma medusobno raspolav-
ljaju.) To znaci da je srediSte kvadrata K u polovistu npr. dijagonale A;As3,
“b+} -3+
2 72
P poloviste i dijagonale Ay Aj.
Nekaje T = (x,y) € A. Tada je udaljenost toc¢aka T i S dana formulom

|TS| = \/x%+y2.

atojetocka P = < > = (0,0). Lako se provjeri da je tocka

55



Bojan Kovaci¢  Ivana Bozi¢  TiHANA STRMECKI

Zbog proizvoljnosti tocke T, dobiveni izraz se moZe shvatiti kao realna
funkcija f dviju realnih varijabli. Njezina domena je kvadrat

11 11
k=[-z2]x|-23]

flxy) = /x> +y%

Povrsina kvadrata K jednakaje 1, pa se primjenom Definicije[2.5] i Teorema
dobiva da je traZeni prosjek dan izrazom

7=ty 0 =1 [y ([ )i [ ([ 2 )i

1
U izra¢unu odredenoga integrala / 21 \/ X% 4+ y?dx varijabla y shvaca se
2

kao realna konstanta. Pripadni neodredeni integral odredi se tako da se u
prviredak Tablice 1. uvrsti A =1iB =y:

)
[v2 L 2dy — X Jx2 2 Y /02 112
/x—i—ydxfz x+y+21n(x+ x2+y?) +C.

Odabere se C = 0, pa se dobije primitivna funkcija F; = F;(x) definirana

izrazom
2
_ X2 0 Y /v2 442
Fl(x)—2 x% +ys + > In(x 4 1/x% + y?).

Nadalje, lako se provjeri da je funkcija f parna. Ta se funkcija integrira
na segmentu simetri¢cnom u odnosu na nulu. Primjenom Propozicije

zakljucuje se
1 1
/i \/ X2+ yPdx = 2/02 \/ %+ y2dx.
2

Primjenom Newton-Leibnizove formule i pojednostavljivanjem dobivena
izraza slijedi

1
J2 VAT A = 2[Ri(3) — F(0)]
= VA2 132 n0A) + v In(VA2 +1+1) - (In2)y?

Stoga se izraz za f moZe zapisati u obliku

- [z 1 1
_ - 2 T2 2 2 2 . 2
f/% [4\/4y +1-3y"In(y") +y"In(y/4y? +1+1) — (In2)y ]dy-

te vrijedi

S
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Lako se provjeri da je gornji integral takoder integral parne funkcﬂe naseg-

mentu simetri¢nom u odnosu na nulu. Primjenom Propozicije[2.3| dobiva
se

_ 1

Fo= 2 [T )+ in( AT T ) — (252

_ 1 1 1 1
fo= 3 [E VA +Tdy — [ v In(y?)dy +2 [iF y*In(/AyT + 1+ 1)dy —2In2 [i7 y>dy.

Zasebno se racuna svaki od dobivena Cetiri integrala.

Prvi integral je odredeni integral. Pripadni neodredeni integral odredi se
tako da se u prvi redak Tablice 1. uvrsti A = 2, B = 1, a varijabla x preime-
nuje u varijablu y. Potom se odabere C = 0 i primijeni Newton-Leibnizova
formula. Redom se dobiva

1 1
B(y) = Ey\/4y2+1+iln(2y+ VAP +1) =

;/j a2+ 1dy = ;[B(;) Fz(O)] = %[ﬁﬂn(fzﬂﬂ

Drugi integral je nepravi integral jer podintegralna funkcija nije definirana
u donjoj granici podrudja integracije, tj. za y = 0. Pripadni neodredeni
integral odredi se pomocu jednakosti

v In(y?) = 2y°Iny, Yy >0,

i drugoga retka Tablice 1 uz odabir C = 0. Potom se primijene varijanta
Newton-Leibnizove formule za neprave integrale iz Napomene[2.3], te Pro-

pozicija2.2] Slijedi
23 23
By) =3y ny -5y =

1
P 202 dy = Fs (1) - 1 _p(hy=_ L 1
/Oyln(y)dy—Fg(z) J1(151})1-"3(x)—Fg,(z)— 3 12ln2.

Tredi integral je odredeni integral. Pripadni neodredeni integral odredi se
izravno iz Cetvrtoga retka Tablice 1. Odabere se C = 0, pa slijedi

1 1 1 1
Ey(y) = —§y3+ ﬂy\/4y2 +1+ §y3 In(y/4y2 +1+1) — @ln(2y+ Véyr+1) =

2 1 1,1 1
2100 [a,,2 L _ _— +
2/0 y-In(y/4y +1+1)dyf2{1:4(2) F4(0)} = 36+24\f2 24ln(\ﬁ 1).
Posljednji integral je "klasi¢an" tabli¢ni integral. Redom je

1
F5(y) = 53/3 ==
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1
202 g 1N _ _1
zmz/o y dy-21n2[1—"5(2> F5(0)} — 2

Stoga je trazeni prosjek vrijednosti svih elemenata skupa A jednak

f = {V2+In(V2+1)]+ %+ 5In2— %+ 5V2+ L In(v2+1) — &5 1n2

(V2 +In(v2+1)]

QN[O =0 —
>

Primjer 8. Neka je zadan jedini¢ni kvadrat K. Neka je S proizvoljan, ali
fiksiran vrh kvadrata. Promatra se skup B = {|TB| : T € K}. Izra¢unati
prosjek vrijednosti svih elemenata skupa B.

Napomena 5.2. Ekvivalentna formulacija Primjera|5| u terminima teorije
vjerojatnosti glasi: Neka je K jedini¢ni kvadrat i neka je S proizvoljan, ali
fiksiran vrh toga kvadrata. Na slu¢ajan nacin bira se jedna tocka unutar
skupa K. Neka je Y slucajna varijabla koja oznacava udaljenost izabrane
tocke od vrha S. Izracunati o¢ekivanje varijable Y.

Rjesenje. Bez smanjenja opéenitosti moZe se pretpostaviti da je S ishodiste
pravokutnoga koordinatnog sustava u ravnini, te da su vrhovi kvadrata K
tocke S, S1 = (1,0), S, = (1,1)i S3 = (0,1). Nekaje T = (x,y) € B. Tada
je udaljenost tocaka T i S dana formulom

ITS| = /22 + 2.

Zbog proizvoljnosti to¢ke T, dobiveni izraz se moZze shvatiti kao realna
funkcija f dviju realnih varijabli. Njezina domena je kvadrat

K =[0,1] x [1,0],

flx,y) = /32 +y%

Povrsina kvadrata K jednaka je 1, pa se primjenom Definicije[2.5] i Teorema
dobiva da je traZeni prosjek dan izrazom

te vrijedi

f = %fo(x,y)
= %f;(folf(x,y)dX)dy
=y (0 v
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1
Odredeni integral / 1/ x2 4 y2dx ra¢una se analogno kao u Prim 'eruH Re-
g 0 Y g ]

dom se dobiva

2
Fl(x):%\/x2+y2+y7ln(x+\/x2+y2):>
1 1 1 1
2 2 — _ — 2 =y’ 2 _ 2.2
/O Va2 +92dx = F(1) = B(0) = 51/ + 1+ 217 In(y/12 + 14+1) = 9P Iny.

Stoga se izraz za f moZe zapisati u obliku

f= / [ y? +1+ Y ln(\/y2+l+1)—;y21ny}dy:>
1
f—z/ \/mdy—i- /y In( +1+1)dy—7/ y? Inydy

Zasebno se rac¢una svaki od dobivena tri integrala.

Prvi integral je odredeni integral. Pripadni neodredeni integral odredi se
izravno iz prvoga retka Tablice 1. odabirom A = B = 1, te preimenovanjem
varijable x u y. Potom se odabere C = 0 i primijeni Newton-Leibnizova
formula. Slijedi

Fs(y) = y y+1+3 1n(1/+\/y2+1)

Drugi integral je odredeni integral. Pripadni neodredeni integral odredi
se izravno iz tre¢ega retka Tablice 1. Potom se odabere C = 0 i primijeni
Newton-Leibnizova formula. Slijedi

1 1 1 1
F(y) = —§y3+ 8y‘/y2+1+ gy31n(,/y2+1+1) - 6ln(er Viz+1l) =

%/Olyﬂn(\/yzi—i- L)dy = %[Fs(l) — F5(0)] = —% + %\6-&- %ln(ﬁ+1).

Treéi integral je nepravi integral jer podintegralna funkcija nije definirana

u donjem kraju podrudja integracije, tj. za y = 0. Pripadni neodredeni
integral odredi se izravno iz drugoga retka Tablice 1. Potom se odabere
C = 0, pa se primijene varijanta Newton-Leibnizove formule za neprave
integrale iz Napomene[2.3] i Propozicija[2.2] Slijedi

1 1
Fy) =3y ny - oy° =
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%/01 y*In(y)dy = %[F9(l) — lim Fy(x)] = %Fg(l) _ _1%

x—0

Stoga je traZeni prosjek jednak

r

1 1 1
Bt V2t pn(vV2+ 1)+ o

72%\/§+iln(\[2+1)— 5

F=3Vatin(Vat1)] =3P

Napomena 5.3. Potpuno jednaki rezultati, ali uz tehni¢ki nesto komplici-
ranije izra¢une, dobiju se ako se za proizvoljan, ali fiksiran vrh kvadrata
odabere bilo koji od preostalih triju vrhova kvadrata.

Napomena 5.4. 1z rezultata Primjera [/} i Primjera[8] izravno slijedi da ce
slu¢ajno odabrana tocka jedini¢noga kvadrata o¢ekivano biti dvostruko blize
sredistu kvadrata nego bilo kojem njegovu vrhu.
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