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METODE RACUNANJA VISEFOTONSKIH PROCESA
METHODS OF CALCULATING MULTIPHOTON PROCESSES

Marko Stojié

Pregledni rad

SaZetak: Racunanje visefotonskih procesa polazi od vremenskog racuna smetnje u kojem je glavni problem, pri
odredivanju vjerojatnosti procesa, provodenje beskonacne sumacije po medustanjima atoma. Za rjesavanje ovog
problema razvijeno je vise matematickih metoda. Osnovni cilj ovog rada je usporedba razlicitih metoda koje se
koriste u teoriji visefotonskih procesa. U tu svrhu izlozen je pregled metoda i provedena komparacija dobivenih
rezultata na dvofotonskim procesima. Racun je proveden na vodiku slicnim atomima, jer su ovi jednostavni sustavi
prikladni za racunanje svim izloZzenim metodama.

Kljucéne rije¢i: metoda implicitnog sumiranja, metoda Greenovih funkcija, Kelsey-Macekova metoda, metoda izravnog
sumiranja, visefotonski procesi, vodiku slicni atomi

Review article

Abstract: Calculating multiphoton processes starts from the time-dependent perturbation theory. The main difficulty in
determining the probability of the process is computing the infinite summation over intermediate states of atom. There
are several mathematical methods that can be used to solve this problem. The aim of the paper is to compare the
different methods used in the theory of multiphoton processes. For this purpose, we restricted ourselves to two-photon
transitions in hydrogen-like atoms, because these simple systems are suitable for numerical calculations in all the
approaches considered.

Key words: Method of implicit summation, Method of Green functions, Method of Kelsey and Macek, Method of direct
summation, multiphoton processes, hydrogen-like atoms

1. UVOD jednostavni sustavi su znacajni i po tome §to se koriste i

za testiranje osnovnih postavki bilo koje teorije.
Kvantnomehani¢ki procesi s istodobnim sudje- Odredivanje amplitude vjerojatnosti viSefotonskih
lovanjem vise fotona u pobudivanju, raspadu, rasprSenju procesa bazira se na provodenju sumacija po
i ionizaciji atoma sli¢nih vodiku ili heliju i nakon vise od ~ medustanjima atoma, koja obuhvaca diskretni i

pola stolje¢a ostaju predmet interesa fizicara. Prvi racun
vremena Zivota metastabilnog stanja atoma vodika, uz
pretpostavku da se deekscitacija obavlja simultanom
emisijom dvaju fotona, proveli su Breit Teller [2] 1940.
godine. Medutim, sama ideja dvofotonskih prijelaza
izmedu stacionarnih, diskretnih stanja u atomu potice od
Maie Goppert-Mayer [1]. Ona promatra rasprsenja fotona
na elektronima u atomu, te uspijeva reproducirati
eksperimentalno mjerene Sirine spektralnih linija [3]
kada se prijelazi izmedu diskretnih stanja odvijaju
istodobno emisijom ili apsorpcijom dvaju fotona. Od tog
vremena pa do danas$njih dana ne prestaje interes fiziCara
za ove zanimljive 1 slozene procese. Glavni razlozi
interesa su ispitivanje valjanosti odredenih hipoteza i
provjera efikasnosti razliCitih algoritama te ucinjenih
aproksimacija.

U ovom radu izlozen je pregled i usporedba
osnovnih metoda koje se koriste pri racunanju
viSefotonskih procesa. Usporedba metoda provedena je
na jednostavnim sustavima jer oni mogu jamciti
pouzdanost i tocnost svake od metoda. Osim toga,

kontinuirani dio spektra. U prikazu su opisane metode
kojima je ovaj problem na zadovoljavajuci nacin rijesen,
a to su: metoda implicitnog sumiranja, metoda Greenovih
funkcija i Kelsey-Macekova metoda. Rezultati dobiveni
spomenutim metodama usporedeni su s rezultatima koji
su u ovom radu dobiveni metodom izravnog sumiranja.
Racun je proveden za procese dvofotonske emisije u
vodiku i njemu sli¢nim atomima.

2. SPONTANA DVOFOTONSKA EMISIJA

Pri odredivanju vjerojatnosti visefotonskih procesa
osnovni problem predstavlja sumacija po medustanjima.
Racdunanje ukljucuje sumaciju po svim diskretnim
stanjima i1 integracija po kontinuiranom dijelu spektra.
Za ilustraciju ovog postupka uzet ¢emo odredivanje
vjerojatnosti spontane dvofotonske emisije koja je dana
izrazom [4]
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Vjerojatnost spontane dvofotonske emisije prema
izrazu (2.1) iskazat ¢emo preko funkcije spektralne
raspodjele pa ¢e biti

0

W, =% [4(v)av,, (2.5)

gdje je

210 6,4 )
A(Vl):%va; P> (2.6)
i predstavlja spektralnu raspodjelu  vjerojatnosti

dvofotnske emisije.
Posto su frekvencije emitiranih fotona medusobno

ovisne jer je

h +hv,=E, -E,,

(2.7)

za raCunanje spektralne raspodjele (2.6) bit ¢e glavni
problem odredivanje izraza (2.2). Da bismo odredili
sumaciju matricnih elemenata u izrazu (2.2), uzet ¢emo
valnu funkciju elektronskih stanja u atomu

(2.8)

[i)=R,, (r)Y,,, (@),

gdje je R, (r) radijalni dio, dok je Y, = (Q) kutni dio

funkcije stanja Uvrstavanjem Valne funkcije u 1zraze

n.l.m,

pri ¢emu su kutni dijelovi matriénih elemenata dani

izrazima

A

re, re,

1 (@){1 (@)
&, Q) (@)

re,

1, ()
1, (@) (210)

Za odredivanje izraza (2.9) treba provesti sumaciju
preko svih medustanja, S$to predstavlja stanovitu
poteskocu jer sumacija ide u beskonacnost. Da bi se ova
poteskoca na neki nadin prevladala, bit ¢e razradeno
nekoliko matematickih metoda.

4 I, (V1)2<Ytgmg (Q)

4, (n)=(1,., (@)

A—s

ré,

3. METODA IMPLICITNOG SUMIRANJA

Problem beskonac¢ne sumacije po medustanjima koji
se javlja u izrazima (2.9) mozZe se svesti na problem
rjesavanja diferencijalnih jednadzbi. Ovaj ,.trik* koristio
je Lennard-Jones 1930. godine [5] kod izvodenja pravila
suma. U literaturi se ovakav postupak pojavljuje pod
imenom Schwartz-Tiemonnova metoda [6], premda su ga
ve¢ prije koristili Dalgarno i Lewis [7] pri racunanju
djelovanja protona na vodikov atom. Godinu dana prije
Brown, Peierls i Woodward [8] kod racunanja rasprSenja
fotona na K elektronima u teSkim atomima koriste istu
ideju, ali ovaj put za Diracov elektron.

Postupak razraden ovom metodom ilustrirat ¢emo na
jednom od izraza iz relacija (2.9), pri ¢emo razmatrati
samo radijalne doprinose, tj.

PO (v)=Y < fX (3.1)

nelgngl,
st = g-@+g

gdjeje i=1,2.

Uvodenjem nove oznake za dio izraza koji obuhvaca
sumaciju po medustanjima

(32)

EE+E

izraz (3.1) poprima oblik
B ()= (n L ||t ). (33)

Izraz (3.3) moze se izraCunati nakon odredivanja

El%lfi)valfo pisanjem - operatora r o obliku r—rr izraza (3.2). Koristeci relaciju potpunosti
Slnt Jind =1 (34)
nl,
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mozemo pisati

) il V=rlnt ) 33

Ako izraz (3.5) pomnozimo i
nazivnikom u jednadzbi (3 2) imamo

L),

podijelimo s

nl). (36)

Bududi da je
> ; nrlc>, (3.7)

zamjenom u prethodnu jednadzbu dobivamo

nl>< >

cc
E, - En( +E,

(Hy~E, +E, )Y,

nl,

r‘n/l/>, (3.8)
odnosno

(H,~E, +E, )F|n,1,)=1]

nl ). (3.9)

Iznalazenjem rjeSenja Schrdédingerove jednadzbe
(3.9) bit ¢e rijesen i1 problem sumiranja u izrazu (3.1).

Uzimaju¢i hamiltonijan f7, u obliku

1a B z?
Hy=——| —— 5
2m | r dr r r

(3.10)

te uvrStavanjem u jednadzbu (3.9) i mnozenjem s 7,
nakon kraéeg sredivanja dobivamo jednadzbu oblika

Wd [z W (L+)
{E”"_E"’_Zzndrz_[_2]]U(rv) 2flf> (3.11)

rodmoor
gdje je
< ”flr>
;r ”>E ~E, +E,

Dobivenu diferencijalnu jednadzbu mozZemo rijesiti
koristenjem Laplaceovih transformacija.

Mnozenjem jednadzbe (3.11) s rli uvodenjem funkcije

o0

S(r,vl.):_[U(r,

0

v,)e " dr, (3.12)

nakon kraéeg sredivanja imamo

2 2 )
(Ev — _hpzjw_[%p—zezjm
' " 2m dp m dp

0

J.VAR”/I/ (r)e”’"dr.

0

L e-2]s(om)- (.13)

m

Na ovaj nacin dobili smo nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu koja se rjesava standardnim matematickim
metodama.

Ako znamo S (F,Vi) mozemo odrediti U (F,Vi ), a

nakon toga prema izrazu (3.3) bit ¢e

o0

B, )= R, (P (r,

0

v, )ridr. (3.14)

Metoda implicitnog sumiranja koriStena je za
racunanje udarnih presjeka kod ionizacije vodika.
Dobiveni rezultati pokazuju da viSefotonska ionizacija
ima rezonantnu strukturu [9,10].

4. METODA GREENOVIH FUNKCIJA

Metoda Greenovih funkcija je poznata matematicka
metoda za rjeSavanje nehomogenih diferencijalnih
jednadzbi. Kao i u drugim podruc¢jima fizike, i ovdje se
pokazala vrlo efikasnom.

Ideja se sastoji u tome da se
medustanjima zamijeni funkcijom

L v, (r)wi (7
GE(r,r ):;En)—_E()’

sumacija po

(4.1)
koju razvijamo po kuglinim funkcijama

G, (r.r)= IZ g (E.rr )0 (@)Y (Q).(42)

U nerelativistickoj aproksimaciji g,(E, r, r’) je

rjesenje pripadne Schrodingerove jednadzbe.

Metodu Greenovih funkcija ilustrirat ¢emo na
prethodnom primjeru dvofotonskih prijelaza [11]. Prvo
¢emo jednadzbu (3.9) prikazati u nesto prikladnijem
obliku, tj.

(H,=E)F|nl,)=r|n ), (43)
gdjeje E = En/ —Ev1 , (i = 1,2).

Iznalazenje rjesenja jednadzbe (4.3), tj. odredivanje
Flnd,) mozemo lako odrediti P2, (v,)iz
jednadzbe (3.1).

Da bismo nasli rjesenje jednadzbe (4.3) metodom

Greenovih funkcija, potrebno je odrediti rjeSenje
diferencijalne jednadzbe oblika
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(H,-E) g,(E,r,r'):_riz(s(r_r'). (44)
Nakon odredivanja g, (E,r,r') iz gornje jednadzbe,
rjesenje Schrodingerove jednadzbe (4.3) bit ¢e
IR, , (r)= —Tgl (E,r, r')r’Rn/lf (r')rlzdr'. (4.5)
0
Rjesenje jednadzbe (4.4) ¢emo potraZiti uzimajuéi

hamiltonijan s Coulombovim potencijalom.
Tako dobivamo diferencijalnu jednadzbu oblika

wPl1d(,d) ((I+1)]| z ,
| = - -2 _Elg(E
{ 2m|:7’2 dr[r drj r r g,( ,r,r)

:—%5(7”—/). (4.6)

Rjesenje gornje jednadzbe dano je preko poznatih
Whittakerovih funkcija

, ma F(l+l—n) v
E —_ 0
si(Brr)== r(2+2) zr

27r, 27,
M 1| W |\
n,l+5 na, n,l+5 na,

pri emu je @, Bohrov radijus.

(4.7)

Poznaju¢i rjeSenje jednadzbe (4.6) mozemo naci
rjeSenje jednadzbe (4.5), a zatim odrediti (3.3), tj.

Rf(,zl),nglg (Vi) = <nglg ‘rF‘nJ'lf>'

Metoda Greenovih funkcija pokazala se vrlo
uspjeSnom u racunanju jednostavnih prijelaza, kao i
slozenijih procesa visega reda [11-17].

5. KELSEY-MACEKOVA METODA

Moguc¢nost  odredivanja  vjerojatnosti  prijelaza
preformuliranom metodom implicitnog sumiranja
pokazali su Edvard Kelsey i Joseph Macek u svom radu
1975. godine [18]. Postupak je analogan, kao u veé
spomenutoj metodi implicitnog sumiranja, samo §to se
Schrédingerova jednadzba rjeSava na neSto drukciji
nacin. Uvodenjem valne funkcije preko diferencijalnih
operatora i koriStenjem funkcije izvodnice za Laguerrove
polinome Schrédingerova jednadzba se svodi na
Laguerrovu diferencijalnu jednadzbu c¢ija su rjeSenja
poznata.

Radi ilustracije elegantnosti ovog racuna krenut ¢emo

od izraza P}; ) (Vz) u (2.3), tako da uz zamjenu

V =V,,imamo

i i

Py ("):ZCZT (5.1)

gdje je EZEf—EV.

Uvodenjem diferencijalnih operatora izraz (5.1)
mozemo prikazati i na sljedeci nacin:

~a =3 (ge c><ce f>

Pf(;)(‘/): b5 gzafz E_E (52)

ik,r ik

g\ %)

ko =0,k =0.

Valne funkcije pocetnog i konaénog stanja atoma
takoder ¢emo iskazati preko diferencijalnih operatora:

|f> =D, (ﬂf’af)eiﬂw@; | !

- i.-0°
#y=—dr=0

|g> =D, (,ug,ag)e_”gmgg; Lo (5.3)

Uvrstavanjem spomenutih funkcija u izraz (5.2)
dobivamo

-0 |-0
P/(gz)(v): glai 5267 Df(ﬂf’af)Dg('ug’ag)Mfg P

kﬂ k f

gdje je
e—ygr 6[;7;; C><C ei;,; — it
M, :Z< E > (55)
pri ¢emu je
;f = l_éf + Za
p,=ke—a,. (5.6)

Uvodenjem nove funkcije

) (cle”" |e

w(?ﬁ)>=ZH’>, (57)

¢ 4

izraz (5.5) pisSemo

M, = <e%" e

v(ppor) (5.8)

Problem odredivanja M fz » Prema izrazu (5.8), svodi

se na iznalazenje funkcije

v (;;, ;)> koja zadovoljava

nehomogenu diferencijalnu jednadzbu
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e, (5.9)

Za rjesavanje Schrodingerove jednadzbe (5.9) koja
sadrzi Coulombov potencijal prikladno je, zbog
moguénosti razdvajanja varijabli, koristiti paraboli¢ne
koordinate. Adekvatnim zamjenama jednadzba se svodi
na Laguerrovu diferencijalnu jednadzbu ¢ija su rjeSenja
takoder poznata.

(H, —E)‘l//(;f,;» T

6. METODA IZRAVNOG SUMIRANJA

Racunanje radijalnog dijela matri¢nog elementa svoju
osnovu ima u radovima Gordona [19] i Stobbea [20].
Njihove tabele i pravila suma koriste H.A. Bethe i E.E.
Salpeter u vaznom radu pod nazivom “Quantum
Machanics of One-and Two Electron Systems®™ [21].
Kad god se racunaju efekti drugog reda u racunu
smetnje, u sumaciji i integraciji preko svih medustanja,
uzima se samo jedno ili dva medustanja, ocjenjujuéi da
ostala medustanja bitno ne doprinose procesu koji se
istrazuje ili se razlika energija izmedu osnovnog i nekog
drugog stanja zamjenjuje srednjom vrijednoséu.

Obje aproksimacije svode problem na izvodenje
integrala

(6.1)

R = fRn, ()R, (r)ridr,
0

gdje su radijalne funkcije iskazane preko pridruzenih
Laguerrovih polinoma [22]. Ovakva metoda rezanja baze
i uvodenje srednje frekvencije prijelaza koristila se i kod
prvih ocjena vjerojatnosti visefotonskih procesa, a
poznata je pod imenom Bebb-Goldova metoda. Ovaj
postupak primjenjuje se za odredivanje vjerojatnosti
ionizacije atoma apsorpcijom veceg broja fotona [23,24].
Iako se ova metoda zbog velikih aproksimacija smatra
manje to¢nom, proveli smo njenu modifikaciju i pokazali
da se uz adekvatnu racunsku tehniku i njome moze
posti¢i tocnost koja se postize ostalim metodama.

U ovom radu izlozit ¢emo modificiranu metodu
izravnog sumiranja 1 pokazati njenu primjenu na
dvofotonskim procesima izmedu vezanih stanja
elektrona.

Krenut ¢emo od izraza za sumaciju preko svih
medustanja, dakle

nl, |rinl rind >

P2 (v)= (nds L )

n,l,nglg ( !) % EC —E/- +EV’ ( )
Posto sumacija ide preko svih ~medustanja,

ukljucujudi i stanje kontinuuma, izvr$it cemo razdvajanje
na sumaciju po diskretnim stanjima do n, (max) i

integraciju preko stanja kontinuuma, tako da ¢e prvi dio
sumacije biti

n{amax) rind Mnl |rinl
113"(/21)1” (V):z z < g'g >< i) f>’ (6.3)

- E-E +E,
dok ¢e doprinos kontinuuma biti
1|l )

0 l
B (n)=Y i i -’>k2dk, (64)
- L7 E,+%k2+Ev’

gdje je
E =E,-E, (6.5)
Kako vidimo, jo$ je ostao jedan dio sumacije i to od

n, (max)do beskonacnosti, koji ¢emo odrediti

aproksimativno polaze¢i od relacije:
1, (max)

il i) E E b

+z z < ‘rnl r‘nflf>

rlnd, ) k.

Llr|n )

oc

+;—J‘<nglg‘r‘klc><

!

(6.6)

Posto se energija vezanih stanja elektrona u atomu za
velike kvantne brojeve sporo mijenja, mogucée je izvrSiti
usrednjavanje, tj.

(6.7)

Usrednjavanjem energije mozemo iskazati preostali
dio sumacije koristeci relaciju (6.6), pa ¢e biti:

E= %[En (max)+E, (oo)].

n, max

B )= (]|, >ZZ<

2
. 7T

Al

Tnz\ ) (|| 1, )i | E-E, +E) . (68)

Znajudi izraze (6.3), (6.4) i (6.8) mozemo napisati
konaéni izraz za sumaciju preko medustanja za
dvofotonske procese:

n(/ZIanl ( ) n(/zl)/ngl& (V[ ) + ZRz(,zl)/n lg (Vt)

n(le)/nglg ( ) (69)

Na ovaj nacin, provodenjem sumacije do neke
maksimalne vrijednosti kvantnog broja 7, (max), a

zatim usrednjavanjem energije, dobiva se pouzdana
metoda kojom se mogu procjenjivati doprinosi stanja u
kona¢noj sumaciji. Primjenu i usporedbu ove metode sa
spomenutim metodama provest ¢emo na vodiku i njemu
slicnim atomima.
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7. VJEROJATNOST DVOFOTONSKIH PROCESA
U VODIKU INJEMU SLICNIM ATOMIMA

Radi usporedbe metoda odabire se izraun
dvofotonskih prijelaza u vodiku i njemu sli¢nim atomima
jer je to racun koji se moze provesti sa svim do sada
spomenutim metodama.

Spektralna raspodjela  vjerojatnosti
emisije dana je izrazom (2.6) koji glasi:

dvofotonske

10 _6 4
A(Vl) = 2#1/‘13‘/23 P(Z) 2 ’
C
gdje je
of .1 ‘ (?)
g (21g+1)(21/'+1)m§f [Pfg (V1)+P ( ):|A” , (7'1)

pri ¢emu je kutni dio amplitude prijelaza dan izrazom

Ay, =2 {0, (@ra (@) (@1, (@) (72

re,

Kratica ,,av*“ oznacava usrednjavanje po relativnon

kutu izmedu vektora polarizacije & i &,.

Energija emitiranih fotona iz atoma mora odgovarati
razlici energijskih stanja u atomu

EV] + EVZ

(7.3)

= E n, E n,?
f g
odnosno zbroj frekvencija oba fotona je

E —-F

n, n

VitV =———. (74)

Razliku energija atoma vodika izrazit ¢emo u jedinicama

Uvrstavanjem dobivenog izraza u (7.4) dobivamo

472'h n, nf

Uvodenjem nove varijable

v, +v, =

frekvencije atoma pisemo

pooxt |11
' 4rh ng ni ’
(1 x) ! I—Lz .
4rh n;

Koriste¢i dobivene izraze funkcija
raspodjele vjerojatnosti poprima oblik

(7.8)
(7.9)

spektralne

6/ 2 2\6
a1 | 3 o
A =| = || L% 1- 7.10
=3[t 20 (0
gdje je
N 1 2
‘P(x)() :7z\[p;;>(x)+pg>(1-x)}4, . (1)

(21, +1)(21, +1),5,

pri ¢emu je & konstanta fine strukture.
Da bismo odredili funkciju sprektralne raspodjele

vjerojatnosti prijelaza prema izrazu (7.10), moramo
odrediti doprinose:
P( " ( ) < ‘ >

7 E, -E, +x(E E)

(7.12)

) (7.13)

"1 E, -E, +(1 x)(E -E, )

pe (1 ) < ‘

nelingl,

Polaze¢i od postupka koji se koristi kod metode
izravnog sumiranja, tj prema relacijama (6.3), (6.4) i
(6.8) izraz (7.12) piSemo:

nmn Z”Zmix <nglg rinl ><nclc r‘nflf>, (7.14)

T EIzL,_En,+x(E”1_E"g)

an(fz[)/”g[g (x):z2]i<”“ r r nflf>k2dk,

L ”0E,+%k2+x(En/ —Eng)

(7.15)

n,(max)

: rr(,,»zglq( ) [< glg‘rz‘nflf> ; <
Tt

0

)

nl ) dk]{E—En/ (B, —Eﬂ] (7.16)

Na ovaj nacin izraz (7.12) postaje

])n(,zl),nl ( ) lljn(, )fnl ( ) ZPn(fl)fnl ( )
v 2)
x= ; +‘V (7.7)  +B7),. (%), (7.17)
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Analognim postupkom ispisujemo i izraz (7.13), tj.:

n,(max) nl
1,005 5 ALy
.o B, L, w ~En,
2P(2[) . T <n l Mkl r n‘/l./> kzdk, (719)
nelpngly 7[0 E1 i k2 ( x)(En/ _Enx)

,(max)

31’,,,5,,1(I-X){(”g’g\rl\”//) Z( ‘
BICAGE

)
E, +(1-)[E, -E, )}' . (1)

I,

4 Rak][E-

©

_Z,ZJ <nxlg ‘r

0

pa ¢e biti

PY. . (1-x)="R7,,

n/l/nl
+P2, (1-x). (7.21)
Posto smo odredili Rflez_nglg( ) i P( 1)711 (l—x),

lako moZemo odrediti funkciju spektralne raspodjele
vjerojatnosti prema izrazu (7.10).

8. USPOREDBA METODA

Da bismo pokazali i utvrdili pouzdanost metode
izravnog sumiranja, treba usporediti dobivene rezultate.

Posto su funkcije spektralne raspodjele 4 (x) izrazene u
ovisnosti o relativnoj energiji, usporedit ¢emo rezultate
za vrijednosti 0{x <0.5. Rezultati dobiveni metodom

izravnog sumiranja usporedeni su s rezultatima drugih
metoda u tablicama 1, 2, 3, i 4, pri ¢emu je sumacija po

diskretnim stanjima provedena do 7, (max) =35.

Tablica 1. Usporedba metode implicitnog sumiranja
MIMS [27] i metode izravnog sumiranja MIS

Tablica 2. Usporedba metode Greenovih funkcija MGF
[26] 1 metode izravnog sumiranja MIS za 3s-1s prijelaze

MGF MIS
x A(x
0.01125 1.4662 1.46615
0.0225 2.6254 2.62535
0.03375 3.6308 3.63085
0.05625 5.5534 5.55349
0.1125 1.6208(1) 1.62083(1)
0.12375 2.4132(1) 2.41328(1)
0.135 4.4913(1) 4.49133(1)
0.14625 1.5516(2) 1.55166(2)
0.1575 7.2245(3) 7.22364(3)
0.16875 4.9055(1) 4.90546(1)
0.180 8.3333 8.33323
0.19125 1.9874 1.98741
0.2025 4.1926 4.19256
0.21375 3.2841(-2) 3.28448(-2)
0.2250 1.7903(-2) 1.79047(-2)
0.28125 7.4246(-1) 7.42465(-1)
0.3375 1.2789 1.27891
0.39375 1.5836 1.58357
0.450 1.7369 1.73689

Tablica 3. Usporedba metode Greenovih funkcija MGF
[26] i metode izravnog sumiranja MIS za 3d-1s prijelaze

MGF MIS
X X
(10 (15) (10 ?5)

0.01125 0.4624 0.46624
0.0225 1.0512 1.05195
0.03375 1.8246 1.82454
0.05625 4.3849 4.38494
0.1125 4.4478(1) 4.44777(1)
0.12375 8.8797(1) 8.87977(1)
0.135 2.2736(2) 2.27355(2)
0.14625 1.1178(3) 1.11779(3)
0.1575 7.7546(4) 7.75368(4)
0.16875 8.3739(2) 8.37376(2)
0.180 2.4971(2) 2.49702(2)
0.19125 1.2344(2) 1.23436(2)
0.2025 7.5715(1) 7.57141(1)
0.21375 5.2362(1) 5.23622(1)
0.2250 3.9085(1) 3.90852(1)
0.28125 1.6060(1) 1.60603(1)
0.3375 1.0204(1) 1.02036(1)
0.39375 7.9156 7.91556
0.450 6.9518 6.95189

Tablica 4. Usporedba Kelsey-Macekove metode

MKM [25] i metode izravnog sumiranja MIS za 2s-3s

MIMS MIS
v A(Y) A(Y)
Prijelazi (10" Hz) (10719 (10719
2s — Is 1.233 8.638 8.6338
3s — Is 1.4614 1.779 1.7777
4s — 1s 1.5413 0.6410 0.64066
55 — Is 1.5783 0.3026 0.30249
6s — 1s 1.5984 0.1672 0.16708
3d — 1s 1.4614 6.717 6.7133
4d — 1s 1.5413 3.685 3.6836
5d — Is 1.5783 2.084 2.0830
6d — 1s 1.5984 1.268 1.2671

prijelaze

MKM MIS
X A(x) A(x)
0.05 0.02683 0.026827
0.10 0.04685 0.046847
0.15 0.06209 0.062085
0.20 0.07379 0.073791
0.25 0.08278 0.082773
0.30 0.08958 0.089574
0.35 0.09456 0.094554
0.40 0.09796 0.097959
0.45 0.09995 0.099945
0.50 0.1006 0.100597
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U tablici 1. prikazani su rezultati dobiveni metodom
izravnog sumiranja s rezultatima J. H. Tunga i suradnika
[27], koji su u svom radu koristili metodu implicitnog
sumiranja. Njihov pristup svodi se na numeri¢ko
raCunanje sukcesivnih derivacija hipergeometrijskih
funkcija. Sve ostale aproksimacije u oba racuna su
identi¢ne.

U tablicama 2. i 3. prikazani su rezultati dobiveni
metodom izravnog sumiranja s rezultatima koje je dobio
V. Florescu [26] za 3s-1s i 3d-1s prijelaze racunajuéi
metodom Greenovih funkcija.

U tablici 4. prikazani su rezultati za 2s-3s prijelaze
dobiveni Kelsey-Macekovom metodom, s rezultatima
dobivenim u ovom radu, koristenjem metode izravnog
sumiranja (usporedeni rezultati prikazani su na
konstantu) [25].

Iz spomenutih tabela moze se zakljuciti da su razlike

u dobivenim rezultatima reda veligine 107*i manje, sto
jamci pouzdanost svake od metoda [28].

9. ZAKLJUGAK

Unato¢ velikim postignué¢ima kvantne mehanike i
matematike, od prvih algoritama za racunanje radijalnih
matri¢nih elemenata, nalazimo se u situaciji da bez vecih
aproksimacija ne mozemo rjes$avati procese visega reda u
kojima istodobno sudjeluje nekoliko Cestica. I u slucaju
koristenja dipolne aproksimacije moguce je usporediti
razli¢ite metode racunanja samo na najjednostavnijim
procesima, tj. kada je kutni dio Sto jednostavnijeg oblika.

Sve ovo ukazuje na Cinjenicu da racunanje
viSefotonskih procesa nije trivijalan problem. Zbog toga
je procjena pouzdanosti metode kod ovih racuna vrlo
vazna.

Na temelju usporedbe rezultata dobivenih razli¢itim
metodama mozemo reéi da je uspjesno rijeSen jedan od
osnovnih problema u analizi viSefotonskih procesa, tj.
racunanje sumacije po medustanjima. Za vodik i heljj te
njima sli¢ne atome racuni se mogu provesti s to¢noscéu
koja odgovara to¢nosti pokusa. U tim primjerima nema
bitnih odstupanja izmedu jednih i drugih vrijednosti.
Medutim, kod atoma s veéim brojem elektrona procesi
postaju znatno sloZeniji, a slaganje s eksperimentom
losije. Upotreba metode izravnog sumiranja u slucaju
slozenijih sustava omogucuje brzu procjenu dominantnih
doprinosa i pouzdanu ocjenu vjerojatnosti procesa.
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