Poucak 53

IZ NASTAVNE PRAKSE

Eksponencijalna funkcija i
njezine primjene u realnom zivotu

NADA ROGULJI¢!, ARIJANA BURAZIN MISURA? 1 IvOo BARAS?

Sazetak: Eksponencijalna funkcija dio je obveznog kurikuluma u
gimnazijskim i strukovnim srednjim $kolama, a zasigurno spada medu
«omrazenija’ nastavna poglavlja.

Ucenicima obi¢no nije jasna svrha njenog uvodenja i primjenjivost
na probleme iz realnog Zivota.

Potaknuti tom ¢injenicom, u ovom radu nastojimo pribliziti ek-
sponencijalnu funkciju kroz njezine brojne primjene u drugim odgoj-
no-obrazovnim podrudjima i sferama ljudskog Zivota.

Kao uvod u temu koristimo povijesnu crticu o Problemu zrna pse-
nice na sahovskoj ploci. Potom se upoznajemo s eksponencijalnom ovi-
sno$c¢u i njenom primjenom u:

- BIOLOGIJI (rast neke populacije, npr. bakterija, virusa; de-
mografska kretanja, cijeljenje rana kao funkcija vremena)

- EKONOMIJI (slozeno ukamacivanje)

- FIZICI (Newtonov zakon hladenja; promjena atmosferskog
tlaka s visinom,...)

- FORENZICI (odredivanje vremena smrti)

Posebno je zanimljiv primjer u kojem se mogu iscitati demografska
kretanja u pojedinim gradovima/selima Hrvatske jer su podaci raspo-
lozivi na mreznim stranicama Drzavnog Zavoda za statistiku (DZS).
Pojedini krajevi pokazuju znacajan eksponencijalni trend prirasta ili
opadanja broja stanovnika.

"Nada Rogulji¢, prof. matematike i fizike, predava¢, Sveudilini Odjel za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu
?Arijana Burazin MiSura, dipl.ing.mat, asistent, Sveucili$ni Odjel za stru¢ne studije Sveuilista u Splitu
*Ivo Baras, dipl. ing. matematike, predava¢, Sveucili$ni Odjel za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu
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U radu je opisan nacin kako sami ucenici/studenti mogu samostal-
no do¢i do podataka, obraditi ih uz pomo¢ MS Excela i izvu¢i iz njih
zanimljive zakljucke.

Smatramo da se povezivanjem matematickih sadrzaja i svako-
dnevnog Zivota obrazovni ciljevi lakse postizu. Ove primjene mogu biti
i zgodan materijal za timski rad u uc¢ionici.

Uvod

Kao predavaci na Odjelu stru¢nih studija Sveucilista u Splitu motivaciju za ovaj
rad pronasli smo u svakodnevnom radu sa studentima, kao i u razgovoru s kolegama
profesorima, i svi zajedno uocili smo isti problem vezan uz matematicka znanja i
njihovu primjenu $ire od matematickih kolegija koje pohadaju. Nuzno je znati da
nasa ustanova, kao $to joj i sam naziv kaze, ima za cilj obrazovati buduce stru¢njake
za pojedine sfere ljudskog rada (poduzetnike, specijaliste struke u podru¢ju informa-
cijskih tehnologija, elektronike, energetike, konstrukcijskog strojarstva).

Naglasak je na rijeci strucnjak, a ne znanstvenik! Samim time i svoj smo rad,
predavajuci bazi¢ne kolegije, usmjerili na razumijevanje materije i njezinu primje-
njivost u njihovim daljnjim stru¢nim kolegijima, nastojeci pritom zadrzati potrebnu
minimalnu teoretsku razinu znanja.

Tu smo naisli na razne poteskoce, korijen kojih seze dijelom i u prethodna obra-
zovna razdoblja.

Nismo proveli sustavno istrazivanje, ali je posve evidentno da matematicka zna-
nja i vjestine s kojima nasi studenti dolaze na studij ¢esto nisu dovoljni za uspjesno
pracenje nastave. Kao primjer mozemo navesti da pojedinci imaju problema rjesa-
vajuci ve¢ i jednostavne linearne jednadzbe u kojima koeficijenti nisu cijeli brojevi, a
nepoznanice nisu izrazene standardnim veli¢inama x i y.

Siguran rad i razumijevanje rada s potencijama (redovi veli¢ina), kao i rje$avanje
eksponencijalnih i logaritamskih jednadzbi, vise je rijetkost nego pravilo.

Ekstremne su, na sre¢u, pojave da im se .pobrka” redoslijed racunskih operacija
kada barataju decimalnim brojevima s vise od dvije decimale. Kako bismo pokusali
rijesiti taj problem, potrebna nam je suradnja svih razina $kolovanja, posebice sred-
njih strukovnih $kola, odakle nam cesto pristizu studenti. Stoga nam je cilj ovoga
rada prosiriti obradu jedne od tema koja u pravilu nije omiljena - eksponencijalne
funkcije - te je, skupa s logaritamskom funkcijom, ozivjeti povezivanjem sa sadrza-
jima iz Zivota, $to nastavne sadrzaje matematike dovodi u korelaciju sa sadrzajima
ostalih predmeta (fizike, biologije).

Najbolja stvar vezana uz eksponencijalne funkcije je upravo ta da su vrlo pri-

sutne u realnim situacijama. Koriste se za populacijske modele, datiranje uz pomo¢
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ugljikovih spojeva, pomazu mrtvozornicima u odredivanju vremena smrti, ekono-
mistima kod odredivanja konacne vrijednosti ulaganja, a mnoge su fizikalne velic¢ine
opisane eksponencijalnom zavisno$cu... Kako su profesori uvijek ograniceni satni-
com i u stalnoj utrci s opseznim programima, dovoljno je izdvojiti svega jedan sat
na kojemu ¢e sami ucenici, formirani u grupe, izloziti neke od primjena koje ¢emo
spomenuti u ovome radu.

U ovom ¢emo radu koristiti program za tablicne proracune MS Excel koji je
danas neizostavni dio osnovne informaticke pismenosti. On nam omogucava jedno-
stavnu vizualizaciju odabranih modela i provodenje ra¢una koji prelaze moguénosti
dzepnih kalkulatora.

Ima onih (...) koji misle da je broj zrnaca pijeska beskonacan (...) Ima i onih koji
ne misle da je beskonacan, ali da ne postoji dovoljno velik broj (...) Ali pokusat éu vam
pokazati brojeve koji ne samo da premasuju kolicinu pijeska jednaku onoj ispunjene
Zemlje (...), vec i kolicinu velicinom jednaku svemiru.

ARHIMED (oko 287. - 212.g. pr. Krista)
Broja¢ pijeska

Ovim citatom Carl Sagan pocinje svoju pricu o Moci i ljepoti kvantifikacije u
svom djelu Koliko sunaca, koliko svjetova. U uvodu pise o eksponencijalnom zapisu
brojeva ¢ija upotreba seze jo§ u davna vremena. Indijska je aritmetika dugo koristila
velike brojeve i imala posebno nazivlje za pojedine veli¢ine, dok su Maje iz starog
Meksika stvorili vremensku ljestvicu kojom su procjenjivali starost svemira na 10%
godina. Hindusi su procijenili starost svemira na 8.6 - 10° godina, §to je posve u skla-
du s danasnjim spoznajama. Ve¢ citirani Arhimed procjenjuje da je potrebno 10
zrnaca pijeska kako bi se ispunio svemir. No, najpoznatija prica koja se vezuje uz nasu
temu je legenda o porijeklu $aha.

Sah je jedna od najstarijih igara i varijante joj se igraju ve¢ tisuclje¢ima. O nje-
govom nastanku postoje mnoga predanja i legende. Evo jedne. Kada je car Seram
upoznao i naucio igrati sah, bio je zadivljen ljepotom te igre. Cilj igre bilo je hvatanje
neprijateljskog kralja, pa se igra na perzijskom zvala $ahmat (smrt kralju). Saznavsi
da je tu igru izmislio jedan od njegovih podanika, vezir imenom Sesa, naredio je da
ga dovedu kako bi ga osobno nagradio. Mudri vezir dosao je pred cara.

Zeleéi ga dostojno nagraditi, car mu obeéa ispuniti bilo koju zelju.

Sesa je rekao: Zelim da mi za prvo polje na ploci date 1 zrno psenice, za drugo
polje 2 zrna, za trece 4, za Cetvrto 8, i tako za svako sljedece dva puta vise zrna nego za
prethodno polje.

Car se iznenadio rekavsi: Zar samo to? Nema problema, dobit ces svoju vrecu
psenice poslije rucka.

36 |

Poucak 53.indd 36 @ 13.3.2013. 20:49:35



EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA. ..

No, posve neocekivano, zrna na $ahovskoj ploci bilo bi ¢ak ovoliko:

Broj svih zrna psenice jednak je S =2+ 2"+ 22+ 2%+ ... + 2%,

MnozZenjem izraza § = 2°+ 2'+ 2%+ 23+ ... + 2 brojem 2 dobivamo 28 = 2"+ 2° +
22+ 2%+ ... + 2% Oduzimanje 28 - S nas vodi k rjeSenju: S = 2%- 20=2%- 1

Carevi matematicari racunali su dva dana da bi izracunali koliko zrna treba pre-
dati veziru. Izracunali su da taj broj iznosi: 18 446 744 073 709 551 615. Nama je, uz
pomo¢ MS Excela, trebalo nepunih 5 minuta da dobijemo lijep grafi¢ki prikaz © (na
sljedecoj stranici).

Car se zamislio jer su mu matematicari rekli da njegove robne zalihe ne bi bile
dovoljne ni kada bi bile i sto puta vece. (Radi se zapravo otprilike o 150 - godi$njem
danasnjem urodu psenice u cijelom svijetu!) Na kraju je smislio rjeSenje, pozvao ve-
zira i rekao mu: Dragi covjece, ja te ne Zelim prevariti niti za jedno zrno, pa ces ti svoju
nagradu brojiti zajedno s mojim slugama.

Kada bi vezir pristao da sam prebrojava zrno po zrno neprekidno dan i no¢,
prebrojavajuci po zrno u sekundi, on bi prvog dana prebrojio ukupno 86 400 zrna.
Da bi prebrojio milijun zrna, trebalo bi mu oko 10 dana neprekidnog brojenja. Jedan
kubni metar pSenice prebrojavao bi pola godine. Za 10 godina neprekidnog brojenja
izbrojio bi 20 kubnih metara. Ako bi tako prebrojavao i dalje, Sesa bi za vrijeme Zivota
izbrojio tek neznatni dio nagrade koja mu pripada.

Cuvii to, veziru je postalo neugodno i poceo se ispricavati da ima hitnoga posla,
na $to se car nasmijao i dao mu bogatu popudbinu kako bi svijetom $irio glas o
milostivosti cara Serama. Pri¢a o perzijskoj $ahovskoj plo¢i mozda je samo bajka.
Medutim, stari su Perzijanci i Indijci bili briljantni utirac¢i matematickih putova pa
su razumjeli goleme brojeve koji nastaju ponavljanim udvostruc¢ivanjem. Da je $a-
hovska ploca izmisljena sa 100 kvadrata (10 x 10) umjesto sa 64 (8 x 8), dug u zrnju
pSenice tezio bi poput Zemlje.

Niz brojeva poput ovih, kod kojeg je svaki broj toc¢an visekratnik prethodnog,
zove se geometrijski niz, a on opisuje eksponencijalni rast. Matematicka funkcija
koju je vezir o¢ito poznavao je EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA.
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Eksponencijalna je funkcija definirana za svaki x € R (domena je cijeli skup R).
1.

Al

Poucak 53
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Eksponencijalna funkcija definira se kao:

38 |

f(x)=a", pri¢emujebazaa>0ia=1

Razlikujemo dva slucaja:

Skup vrijednosti funkcije su pozitivni realni brojevi (kodomena je R*).
Graf funkcije f(x)=a"sijece os y u to¢ki (0,1).
Graf funkcije f(x) =a" asimptotski se priblizava osi x.

Funkcija f(x) =a” je injektivna, tj. iz a™ =a™ slijedi x, = x,.
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1. Kadaje bazaa > 1, eksponencijalna funkcija je rastuca:

40
4/ x
3/ x
30
enx
20
10 27x
2 1 00 1 2 3 4
X
Rast je brzi $to je baza a veca
Za x <x, vrijedi a® <a™ .
2. Kada je baza 0 < a < 1, eksponencijalna funkcija pada
40
A
(DX (1 gynx
(1/3)Ax 30
20
(/297 x 10
4 3 2 0 1 2

Pad je brzi (strmiji) $to je baza a bliza nuli.

Za x, <x, vrijedi a™ >a®

Eksponencijalni rast i pad imaju nekoliko ekvivalentnih prikaza:

FUNKCIJA RAST PAD
fx)=fy-a” a>1 0O<ax<l

fx)=f,-A+p)* p>0 p<0
f(x)=f,-e" k>0 k<0

pri cemu je f, pocetno stanje kada je x = 0.
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Eksponencijalne funkcije iznimno su zanimljive kao matematicki modeli za opis
mnogih prirodnih procesa, fizikalnih veli¢ina, kao i ekonomskih i drustvenih pojava
u realnom Zivotu.

Buduc¢i da su procesi u prirodi ¢esto vremenski promjenljivi, upravo je nezavisna
varijabla x u biti vremenska varijabla t (time).

Rast populacije
U biologiji je dobro poznato da mnoge populacije u pocetku svog razvoja poka-

zuju svojstva eksponencijalnog rasta.

Ogranicit ¢emo se na model neogranic¢enog rasta populacije koji podrazumijeva
rast populacije koji nije ograni¢en hranom, prostorom, niti bilo kojim drugim Zivot-
nim resursom; dakle, rast koji nije ovisan o gustoc¢i populacije. No, budu¢i da realno
postoje mnogi ogranicavaju¢i faktori za njen rast vezani uz gustocu (predatori, ogra-
nicenja resursa, ...), taj isti trend ne slijedi i poslije.

Dakle, u aproksimaciji neogranicenog rasta populacije vrijedi vremenski konti-

nuirani eksponencijalni rast:
N(t)=N,-e"

gdje je N(t) broj jedinki u populaciji nakon vremena t, N, pocetna veli¢ina populacije,
f vrijeme,

r >0 populacija raste eksponencijalno
r individualna eksponencijalna stopa rasta, < r <0 populacija se smanjuje i priblizava nuli

r=0 populacija je konstantna

Primjer: Koliko treba vremena da se populacija udvostruci?

Rjesenje: Za rje$avanje nam je potrebna logaritamska funkcija.

N(t)=2-N,
t=7?
2N,=N,-¢"
2:ert
In2=rt
In2
t=—"
,

Prognoze koje ovaj model daje mogu biti upotrebljive samo kroz vrlo kratko
razdoblje.

40 |

Poucak 53.indd 40 @ 13.3.2013. 20:49:36



EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA. ..

Postoje situacije u prirodi kada se eksponencijalni rast moze dogadati kroz rela-
tivno duze razdoblje, a to su kada populacije prirodno ili uz pomo¢ ¢ovjeka koloni-
ziraju novo i za njih povoljno podrucje, kada su populacije bile snazno ogranic¢avane
u rastu uslijed ljudskih aktivnosti, a onda te aktivnosti prestanu, kada su populacije
prirodno podlozne velikim fluktuacijama i nalaze se u onoj fazi kada od niske gusto-
¢e rastu prema maksimalno mogucoj gustoci.

Eksponencijalni rast svoju primjenu nalazi u:
- mikrobiologiji (rast bakterija)
- konzervacijskoj biologiji (upravljanje ugrozenim populacijama)
- uzgoju organizama (prognoza priroda/prinosa)
- karanteni biljaka i kukaca (rast unesenih vrsta)

- ribarstvu (prognoza dinamike ribljih populacija)

Vecina populacija u prirodi ne raste eksponencijalno ili se taj rast dogada vrlo
kratkotrajno. Kada bi populacije u prirodi rasle eksponencijalno, ¢ak bi i populacije
vrsta koje se razmnozavaju vrlo sporo dostigle enormno velike brojke i u relativno
kratkom vremenu doslovno prekrile Zemlju.

Thomas Malthus je 1798. u svom djelu Esej o principima stanovnistvima ukazao
na problematiku eksponencijalnog rasta ljudske populacije u odnosu na linearni rast
resursa za prezivljavanje.

Smatrao je da su zato ljudi osudeni na bijedu i siromastvo ukoliko se ne poduz-
mu mjere ogranicenja porasta stanovnistva. Bez tih mjera prirodne nedace - glad, bo-
lesti, ratovi itd. - prirodnim ¢e putem regulirati odnos izmedu rasta populacije i pro-
izvodnje hrane. No, njegove je ideje korigirao belgijski matematicar Pierre-Frangois
Verhulst 1838. kada je izveo svoju logisticku jednadzbu da bi opisao samoogranica-
vajuci rast biologkih populacija.

K

Nt)=——
® 1+A-e™

pri ¢emu je K nosivi kapacitet sustava, a parametar se ra¢una pomocu

maksimalnog kapaciteta K i pocetne populacije N,

Primjer: Kultura bakterija ima stopu rasta k = 0.07 na sat, a maksimalni kapaci-
tet podloge je 1000 bakterija. Ako na poc¢etku imamo 100 bakterija, napisite jednadz-
bu modela.
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1000 -100
Rjesenje: A=——=9
100
1000
N@) = 149.¢ 007

Posluzit ¢emo se MS Excelom kako bismo prikazali ovaj logisticki model rasta

populacije bakterija.
t/h MNit) ; . e
o5 102 Promjena broja bakterija u vremenu
1 106 1200 |
f 145

1 W
12 205 ,-H"---
8 281 & ®00 /__
=
24 374 E-
&

m 4 TG ] &00 /

5 SE0 & 400

az 678 oo __/

AR 762 —

54 £30 o

&0 EE1 1] 20 40 &0 AD 10
66 919 t/h

T2 Q45

7B 963

B4 975

Primjer: Sirenje AIDS-a (i ostalih epidemija) takoder se moze modelirati lo-
gistickom funkcijom.
AIDS se $iri gradom ¢ija rizi¢na populacija broji oko 50 000 osoba. U pocetnoj

fazi u gradu je 100 inficiranih osoba, a nakon 10 tjedana broj inficiranih popeo se na
1000. Nakon koliko ¢e vremena biti inficirana polovica rizi¢ne populacije?

Rjesenje:
K'=50000; N,=100; N(t,) = 1000; t, = 10
A = (50000 - 100)/100 = 499

Treba prvo rijesiti jednadzbu 1000 = %Omk, odakle se dobiva 1 + 499 - ¢'1% =
1+499-¢

=50, tj. 499 - e'% = 49. Odatle je e'% = 0.0982, - 10k = In 0.0982 i kona¢no k = 0.23208

50000
1+499’€_0‘23208t :
Vrijeme potrebno da se inficira pola rizi¢ne populacije dobit ¢emo rjeSavanjem jed-

) p p pop ) ] jem j
50000

nadzbe: 25000 = T3 299 0T $to nas vodi na t = 26.8 tjedana.
+ e

Model Sirenja AIDS-a u ovoj populaciji glasi  N(t)=
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Primjer: Na sljedecem ¢emo primjeru pokazati kako je eksponencijalni mo-
del primjenjiv i u proucavanju migracija ljudi. Podaci za ovaj primjer preuzeti su s
mreznim stranica Drzavnog zavoda za statistiku. Na mreznim stranicama Drzavnog
zavoda za statistiku http://www.dzs.hr/ medu bazama podataka nalaze se i podaci o
Naseljima i stanovnistvu RH od 1857. do 2001. gdje odabirom Zupanije pa pojedi-
nog grada/naselja i vremenskog intervala za koji Zelimo podatke dobivamo Excelov
dokument s podacima o broju stanovnika. Ako zelimo podatke s posljednjeg popisa
stanovnis$tva 2011. godine, potrebno je na istoimenom linku pronac¢i i taj podatak.
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U ovom smo radu radi ilustracije izabrali dva naselja: grad Split koji je tijekom
svog razvoja biljezio stalni prirast broja stanovnika, i selo Smiljan za koje o¢ekujemo
trend opadanja broja stanovnika.

Pogledajmo prvo kretanje stanovnistva u gradu Splitu tijekom proteklih 150 go-
dina. Podaci su dobiveni putem popisa stanovnistva koji su se obavljali otprilike sva-
kog desetljeca (s iznimkom 2. svjetskog rata).

Dobivene podatke organiziramo u tablicu s 3 stupca, pri ¢emu, radi dobivanja
jednostavnijeg modela, umjesto stvarnih godina kreiramo vremensku varijablu ¢ ko-
joj je ishodiste u pocetku prvog razdoblja, dakle 1857. godine (¢ = 0). Kasnija raz-
doblja numeriramo dalje 1, 2, 3, .... Pri ovom postupku aproksimiramo jedno deset-
ljece jedinicnom vrijednos$cu varijable x.
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Nakon uredenja grafa, MS Excel pruza nam mogucnost izrade Zeljenog trend

modela.

| = b stanavniitva grada Splita po

_=_: ] — thedima od 1857, do 2011,

Ey

A3 W g

= Folm
a3 = =

_=!~!§

o .

A ’

E L5 »

TV T

i 1maL T

411 m B L]
T I i
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Osim jednadzbe modela dobivamo i vrijednost R? koeficijent determinacije koji
je pokazatelj reprezentativnosti modela i kazuje u kojem se postotku promjena zavi-
sne varijable (u naSem slucaju broja stanovnika) s viemenom moze objasniti s vrijed-
nostima koje daje izabrani model. U ovom slucaju on iznosi 0.9728, $to znaci da se
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97.28% periodi¢nih promjena broja stanovnika u gradu Splitu (u razdoblju od 1857.
do 2011.) objasnjava eksponencijalnim trend modelom.

Model mozemo transformirati u oblik y = a - b, odnosno y = a - (1 + s),
pri cemu s predstavlja stopu promjene, pa uz pomo¢ Excela dobijemo jo$ informacija.

Spiikn dabmaiinds Fupanifs | Ben] Lisanvniie o g retovimalopd swes
St
Hatia0 1 1hare opdie SpEL Od 1857, 80 §STL wadrll dio podsisis
£ g Sl n | ok pod stk £5 opdinu Pedtrana, & o8 1948, do 1971
dio podatais 1 grad Eaktels

[ b

| st Eretanje stanowniliva grada Splita po
| desetljedirma od 1857, da 2011,

0w T

pasay |
LSERT sooes |
mam|
avi|

10 | 3
2155 | E wa |
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A R

00 |
187
saEM
== W!-J oo
BTl 1 1|
176303 | a !
T | 2 3 " 5 B o1 oM
1 | [ —
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Ocigledno je da stanovnistvo grada Splita ima tendenciju eksponencijalnog rasta
tijekom vremena. Naravno, ni taj rast nece biti beskonac¢an zbog ogranicenih resursa
pa je vjerojatno da e i ovaj model nakon nekog vremena udi u fazu stagnacije i pratiti
logisticki model razvoja.

Suprotan primjer je selo Smiljan, rodno mjesto velikana hrvatske i svjetske zna-
nosti, Nikole Tesle. Izabrali smo ga jer je, kao i mnoga sela Dalmatinske zagore i Like,
pretrpjelo depopulaciju tijekom posljednjih 100 godina.

bl s sk [ uganis - b slangnibs po e lims
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Odmabh je vidljivo da se opadanje broja stanovni$tva u Smiljanu dobro moze
modelirati eksponencijalnim modelom. Eksponent je negativan pa vidimo da je rije¢
o padu, ali ¢emo izrac¢unati to¢nu stopu promjene.

Dovoljno znatizeljni i istrazivacki orijentirani u¢enici mogu potraziti podatke o
populaciji u njihovim selima/gradovima i vidjeti kakav oni trend pokazuju!

-

Cijeljenje rana

Normalno cijeljenje rana moguce je modelirati eksponencijalnom funkcijom.
Naglasimo da je ovo gruba aproksimacija budu¢i da postoje brojni matematicki za-
htjevniji i precizniji modeli. Ako sa A oznacimo inicijalnu povr$inu rane, tada se
povrsina rane nakon # dana A(f) moze opisati funkcijom:

A(t)= A, -e " . Pretpostavimo da je pocetna rana imala povrsinu od 25 mm>

Dakle, nasa jednadzba glasi A(t) =25-¢ .

Prate¢i taj model mozemo predvidjeti kolika ¢e rana biti tijekom sljede¢ih dana
i, naravno, kada ¢e u potpunosti zacijeliti:

J t L] , B | L Povriina rane kao funkcljasvremena

1| amsz | ia | e |
| asrr | ar | oas |
30,18 18 0,11
: | I T
) 5 58 20 0,06
& | 411 =1 | oos |
T 3,06 22 0,03
[] K 23 | oo |
s | Lia T _2a | ooz |
1 | 134 | TR
T | ] T 2 | oor |
| 068 | 37| ool |
T | 0.%L 1 a8 | oo | £ o 2= - .
W | ow | a3 | ooo | e
»_| om

Ako ra¢unamo s to¢noscu od 2 decimale, ocigledno je da ¢e rana u potpunosti
zacijeliti 29. dana. Uz pomo¢ MS Excela mozemo dobiti lijep grafi¢ki prikaz (sl. gore).

46 |

Poucak 53.indd 46 @ 13.3.2013. 20:49:37



EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA. ..

Slozeno ukamacivanje

Jos u doba babilonske algebre pojavili su se izrazi za racunanje slozenih kamata
u obliku eksponencijalne funkcije. U danasnje vrijeme, kada nam banke i njihove ka-
mate u velikoj mjeri odreduju svakodnevni Zivot, dobro je biti upoznat s elementima
financijske matematike.

Slozeni kamatni racun jedan je od njezinih temelja. Naravno, u tom odnosu uvi-
jek je povoljnije biti u ulozi ulagaca a ne duznika, pa ¢emo u razmatranju radije biti
u povoljnijoj poziciji.

Zamislimo da u banku ulozimo odredeni iznos, glavnicu C,. Banka primjenjuje
kamatnu stopu p na godisnjoj razini. Ovisno o danim uvjetima, banka kamate moze
pripisivati #n puta u godini. Iznos kojim ulaga¢ raspolaze nakon vremena ¢ dan je

nt
izrazom: C(t)=C, (1 + ﬁj .
n

Pogledajmo na jednom primjeru kako se mijenja konacni iznos kojim ulagac
raspolaze u slucaju da se razdoblje pripisivanja kamata (razdoblje kapitalizacije) mi-
jenja:

Neka je pocetni ulog 100 000 kn, a razdoblje kapitalizacije godisnje, polugodisnje,
kvartalno, mjesecno, dnevno, svakog sata, svake minute. Banka primjenjuje godisnju
kamatnu stopu od 4%. Stedisa podiZze novce nakon godine dana. C, = 100 000 kn.

Za izra¢un ¢emo opet koristiti MS Excel:

1 bl e il
1

:H‘od."lﬂw’dﬂjf: " 1. £ |

1| 1nsooo,on)

7| imepsnoo

4] 104060, 40,

12| 1pso7a.1s)

35| loaoenes

[svakogsata | @ven|  1osoenov|
[svake minute | Srsem] osoaio) 1040810773

Po dobivenim rezultatima vidljivo je da je za ulagaca povoljnija ¢e$¢a kapitali-
zacija.

Zamislimo da se vrijeme izmedu dva obracuna sve vi$e smanjuje, a pribrajanje
kamata nema vremenskog prekida. Tada govorimo o neprekidnoj (kontinuiranoj)
kapitalizaciji.

U tom slucaju broj n postaje sve ve¢i i veci, a kona¢na vrijednost uloga nakon ¢

godina postaje: C(t) C e’
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Pogledajmo sada na koju bi vrijednost narastao nas ulog od 100 000 kn u slucaju
neprekinute kapitalizacije u istom vremenu od 1 godine s istom kamatnom stopom
od 4% godisnje.

Konac¢ni iznos dobiven neprekidnom kapitalizacijom s tocnos¢u od dvije deci-
male jednak je onom rac¢unatom s kapitalizacijom svake minute. Vidljivo je medutim
da se iznosi ipak razlikuju kada racunamo s to¢nosc¢u od barem 4 decimalna mjesta.

Ovdje se mogu postaviti brojni zanimljivi zadaci.

Nakon koliko ¢e vremena ulaga¢ udvostruciti ulog u slucaju da ulozi u banku
iznos C_ ako se kamata pripisuje neprekinuto. Banka daje godiSnju kamatu od 3%.

Uvrdtavanjem poznatih veli¢ina dolazimo do jednostavne eksponencijalne jed-

nadzbe
2C0 — Coe().03t
2 — e0.0St
In2=0.03t
In2
[ =——-
0.03

t =23.1 godina

Nazalost, ekonomska kretanja posljednjih godina ne pokazuju ekonomski rast
nego pad, pa je vjerojatnije da ¢emo trpjeti posljedice inflacije. Inflacija je preko-
mjerno povecanje nov¢ane mase u optjecaju, $to dovodi do smanjenja vrijednosti
novca. Posljedica inflacije je smanjivanje vrijednosti novca za odredeni postotak sva-
ke godine, te rast cijena. Neka je A pocetna cijena nekog proizvoda (usluge), a p go-
disnja stopa inflacije. Tada je cijena tog istog proizvoda nakon t godina dana izrazom
Alt)=A,(01+p)".

Ukoliko je inflacija, kao u dolje navedenom primjeru, 3,9% , to znaci da ce cijena
proizvoda koja je danas 1 kn (npr. papirnate maramice) za godinu dana biti 1.039 kn.
Kada bi se zadrzala ista stopa inflacije tijekom 5 godina, cijena istih maramica bi tada
bila 1.039°=1.21 kn.

Sto jos to znaci? Ako neka osoba u strahu od kolapsa bankarskog sustava svoju

ustedevinu od 10 000 € drzi kod kuce, svake godine gubi na vrijednosti. Trebalo bi je
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ukamatiti na banci tijekom te godine s kamatom od barem 3.9% kako ne bi izgubila
na vrijednosti (ili oploditi nekim poslom sa stopom prinosa vecom od 3.9%).

Inflacija 3,9 posto - najvisa u tri godine

Ll wwilbnju v patredadion cipens u Hrvatsko| bile vide fa 3,9 posto u sdnasu
i i L mijesae, 00 o najvida stopa mflacije u vile od ti godine,
objavio je Drkavni zavod ra statitiku. Inbenziviranje rasta potrodatiih ciena
wskiadu je 5 poikuplenjem elektritne energie | plina u svibnaju te
podarpeen stops POV-a u abujlou, Cigrss slektniéng srsrgife i plina porale
su U DS na iravan| 13 19,8, odnasno 2a 32 posto, navode analititarn
Raifferienbank Austrige u odvrta g podatke DES-a, Napvile su porasle cijens
stanirvanja, vade, enengije, pling | drugih goriva, kope su u prosjeku vide g
9,6 posto. Cljene odjede | obude 1 prosjelu su porasle a 1,2 posto, dok su
cijene prehrars | bezalkoholnd pica, kao | ciene ugostiteliskih usluga
porashe 15 0,1 podta

S drugn SUrane, U Svibngs su U odrnasu na rwanj 1,2 podto pale gijens u
prometi Istodobno su cljens alkohobnih piéa | dubhana b prospeku ostale
nepromijenjens u odnosu na travang. Najvedi pad, 5.7 posto, na goddnjoj su
raie Fabsiljio Bilis Cipbrel u bRy komanikacij, dok u gijens odjede |
obauts i prodjeios pale 2a 4 posto.

Za cljelu godinu analititar] odelouu prosjednu godiinfu stopu inflacije od
oko § posto.

Olyferlienior 14,06, dnewiik HRT-a

Kao pokazatelj inflacije ¢esto se prati vrijeme potrebno da se cijene udvostruce
(A(t) =2A).

Rjesavanje eksponencijalne jednadzbe vodi nas na rezultat
24,=A,(0+p)

2=01+p)

. In2
_ln(1+p)

Na srecu, tu je rije¢ o relativno blagoj inflaciji (udvostrucivanje svakih 18 godi-
na). Povijest pamti i znatno vece stope inflacije. Svi mi koji imamo barem 40-ak go-
dina sjecamo se velike inflacije koju je trpjelo tadasnje jugoslavensko gospodarstvo.
Ekstremna inflacija naziva se hiperinflacija, a karakterizira je mjese¢ni rast cijena od
barem 50%. Povijesni rekord drze redom:

1. Madarska (1946.) s mjesecnom stopom od 4.19 - 10'* % mjese¢no, pri ¢emu su se
cijene udvostrucivale svakih 15 sati

2. SRJugoslavija (1993.-1994.) s mjesecnom stopom 5 - 10" % mjesecno (cijene su se
udvostrucivale svakih 16 sati)

3. Grcka (1941.-1944.) s mjesecnom stopom 8.55 - 10° % (udvostrucivanje svakih 28 h)
4. Njemacka (1923.) s mjese¢nom stopom 3.26 - 10°% (udvostrucivanje svakih 49 h)

Pomoc¢u MS Excela pokazat ¢emo dinamiku rasta cijena (proizvoda pocetne ci-
jene 1 kn) u slucaju 3 razli¢ite godi$nje stope inflacije.

| 49

Poucak 53.indd 49 @ 13.3.2013. 20:49:38



Poucak 53

Ul Dinamika promjena cljena prolzvoda

u razli€itim stopama inflac
| godina | pl=4% | p2=10% | p3=45% i

2500 -
1 1,04 1,10 1,45
2 1,08 1,721 2,10 000 T
3 1,12 1,33 3,05 B0
4 117 1,456 4,42 Es000
5 1,22 1,61 641 g
6 127 177 920 &
7 1,32 1,95 13,48 o0
B 1,37 2,14 19,54 o g . . . =
g 1,42 2,36 2833 | tfgodine
10 1,48 2,59 41,08
Aft)={Lep)™t
Izracunat ¢emo i vrijeme udvostru€ivanja cijena:
Vrijeme |
stopa
inflacije % | udvostrufavanja
4 17,7
10 7.3
45 19

Rast internetskog prometa

Rast internetskog prometa takoder je dobar primjer eksponencijalnog rasta.
Graf predstavlja ocekivani rast internetskog prometa u Sredisnjoj Europi od 2011. do
2016. godine, a raden je prema predvidanjima Ciscovih analiticara.

Rdar it wemart promets oo 20011, oo 2016 Ma-oud ardinata nalass s=
eI |[Doinioe waditing

\mdermatila
LED [analwyin) =100

Ne po dnaliliZarima od
JO1E, s dema u
pelti byTem nr

LIB [wiratie] = 1098

Iz modela mozemo ocitati sljedece informacije:
1.1864 EB predstavlja o¢ekivani internetski promet u pocetnoj 2011. godini

(1.3868 - 1) - 100 = 38.68, $to znaci da se ocekuje prosjecni godi$nji rast
internetskog prometa od 38.68%.

Dramati¢ni rast internetskog prometa rezultat je Cetiriju klju¢nih faktora: veceg
broja uredaja, ve¢eg broja korisnika, vec¢ih brzina i veceg broja video sadrzaja.
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Promjena atmosferskog tlaka s visinom

Svima je i iz iskustva poznato da se atmosferski tlak s visinom smanjuje, ali ne

znaju svi da pritom slijedi eksponencijalnu ovisnost o visini. Dakle, staticki atmosfer-
Po&
_FPos

ski tlak na nekoj visini h odreden je relacijom p(h) = p,-e ”
Gdje su h - nadmorska visina
p,- tlak na referentnom nivou (h = 0)
g — akceleracija zemljine sile teze (g = 9.81 m/s?)

p, — gustoca zraka na referentnom nivou (h = 0)

Primjer: Izracunajte tlak na vrhu Marjana (h = 178 m) ako znamo da je u nje-
govom podnozju, na obali mora p =101400 Pa,ap = 1.16 kg/m’

1.16-9.81
“Jota00
p=101400-¢
h= 178 (1]
P 101400 Pa
Pa 1,16 kg/m3
p{178m) = 99394,53 Pa

Newtonov zakon hladenja

Newtonov zakon hladenja glasi: T (t) = T, .+ (Tpgé =T, i) - €7

Primjer: Kako bismo ohladili tvrdo kuhano jaje temperature 98 °C, ostavimo
ga u tanjuru na sobnoj temperaturi (18 °C). Nakon 5 minuta temperatura jaja iznosi
38 °C. Kada ¢e jaje doseci temperaturu 25 °C?

T, =98°C
’Takoline =18 OC
t =5 min
T=38°C

Prvo ¢emo iskoristiti poznate veli¢ine kako bismo odredili konstantu k:
38=18+(98-18) ¢
20=80-¢"
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025=¢"F
In0.25 = —5k

B In0.25
5
k=0.2773

k:

Sada mozemo odrediti i vrijeme potrebno da nam se jaje ohladi na temperaturu
25°C:

25=18+(98-18)-¢ """
7-80.¢ 0273

0.0875 = e—0.2773t

In0.0875=-0.2773t

B In0.0875
0.2773

t =8.79 min

Poigrajmo se sada malo detektiva i pomozimo agentu Gilu Grissomu. Ovaj za-
kon svoju primjenu nalazi u forenzici za

Odredivanje vremena smrti

Primjer: Dogodilo se ubojstvo i na teren je izasla policijska ekipa za ocevid.
Temperatura tijela ubijenog tada je iznosila 26.5 °C. Dva sata poslije temperatura
tijela Zrtve iznosila je 24.5 °C. U sobi je temperatura konstantna i iznosi 20 °C. Uz
pretpostavku da je temperatura tijela prije smrti bila prosje¢nih 36.5 °C, odredite
vrijeme smrti.

T .=265°C
T(2) = 24.5°C
T, =20°C

okoline
24.5=20+(26.5—-20)-¢ *?
45=65-¢2*

0.6923 =¢
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In0.6923 = 2k
,__1n0.6923
2
k=0.18387

Dakle, hladenje tijela pri tim uvjetima slijedi zakonitost:
T(t) =20+(36.5—-20)- ¢ "

T(t)=20+16.5-¢ "%

Znajuc¢i dakle kona¢nu temperaturu trupla, mozemo odrediti vrijeme smrti:

245=20+16.5-¢ "%
4 5 — 16 5 . e—0.18387t

0.2727 = e—0.18387t

In0.2727 =—-0.18387¢
t=7.07h

Dakle, ubojstvo se dogodilo oko 7 sati prije pronalaska tijela.
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