OSsJECKI MATEMATICKI LIST 13 (2013), 139-154

O "vrazjoj krivulji"

Martina Vuciéevi¢* Ivana Bozi¢" Bojan Kovacic ¥

Sazetak

U c¢lanku se najprije opisuje veza krivulje s igrom diabolo prema
kojoj je krivulja dobila i svoje originalno ime. Ukratko se izlaZe po-
vijest proucavanja krivulje, kao i osnovne definicije i pojmovi iz alge-
barske geometrije koji se koriste u daljnjem razmatranju. Potom se na-
vodi definicija te razmatraju osnovna svojstva i osnovni oblici zapisa
jednadzbe vrazje krivulje, pri ¢emu se posebno izvodi parametarski
oblik doti¢ne jednadzbe. Kao tipican primjer, zasebno se razmatra tzv.
elektromotorna krivulja i njezina svojstva. Na kraju se daje jedna od
mogucih elementarnih konstrukcija vrazje krivulje pomocu jednakos-
trane hiperbole.

Kljuéne rijeci: vraZja krivulja, igra diabolo, elektromotorna krivulja

On the devil’s curve

Abstract

In this article, we firstly describe the connection between the de-
vil’s curve and the game of "diabolo" the curve is named after. We
shortly describe the history of studying the curve, as well as basic de-
finitions and terms of algebraic geometry used in the article. Then we
give the definition, basic properties and basic forms of the equation
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of the curve, whereby we especially derive the parametric equation of
the curve. As a typical example of the devil’s curve, we consider the
electric motor curve and its properties. Finally, we consider one of the
possible constructions of the devil’s curve using the equilateral hyper-
bola.

Keywords: devil’s curve, the diabolo game, electric motor curve

1 Uvod

Zanimljiv naziv vrazje krivulje nije povezan s vragom, kako se to na prvi
pogled ¢ini, ve¢ s igrom diabolo koja prati oblik te krivulje. Do zabune do-
lazi zbog pogresnog tumacenja pojma "diabolo". Naime, pojam "diabolo"
nije preuzet iz talijanske rijec¢i "diavolo" (vrag) kako se obi¢no misli, nego
je izveden iz grckih rijeci "dia bolo" (baciti preko).

"Zasluge" za ovaj naziv pripisuju se francuskom izumitelju Gustaveu Phi-
lippartu.

1.1 Opis i povijest igre diabolo

Diabolo je Zonglirajuéi predmet koji se sastoji od dva "stoSca" spojena na
vrhovima i koji se vrti, baca i hvata pomoc¢u uZeta vezanog za dva Stapica
(otuda potjece naziv "vrag na dva Stapica"). Najcesce se izraduje od mjeSa-
vine plastike i gume, §to mu omogucava savijanje ali i zadrzavanje oblika
(vidjeti sliku [T).

Diabolo se razvio iz kineskog jo-joa tj. kineskog diabola koji se danas,
poput svojih prethodnika, izraduje od bambusa i ima otvore sa strane. Ti
otvori pri vrtnji proizvode glasan $um koji su u proslosti prodavaci isko-
riStavali za privlacenje kupaca. Za razliku od zapadnjackog diabola koji
je u obliku stoSca, kineski diabolo ima dugu tanku osovinu s kota¢ima u
obliku diska. Diabolo su u Europu iz Kine donijeli misionari. Sam oblik
igre postao je vrlo popularan u Engleskoj i Francuskoj. Moderni diabolo
razvijen je poCetkom dvadesetog stoljeca. 1906. godine francuski inZenjer i
izumitelj Gustave Philippart predstavio je diabolo na¢injen od dva metalna
stosca, s rubovima zasti¢enim gumom. Zahvaljujuéi prijedlogu engleskog
znanstvenika Charlesa Burgessa Frya, kojega je Philippart konzultirao u
vezi materijala, umjesto metala pocinje se upotrebljavati celuloid. Danas
se diabolo koristi na mnogim podrudjima: kao vjezba trikova u cirkusima
diljem svijeta, u obliku sportske razonode i sl.
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Slika 1: Diabolo

1.2 Povijest proucavanja vrazje krivulje

VraZzju krivulju je prvi proucavao $vicarski matematic¢ar Gabriel Cramer
1750. godine (vidjeti [11]). On je promatrao krivulju zadanu algebarskom
jednadzbom

y* —96y% — x* +100x? = 0.

Nakon Cramera krivuljom se bavio i francuski matematicar Sylvestre
Francois Lacroix 1810. godine (vidjeti [12]]). On je promatrao familiju al-
gebarskih krivulja zadanih jednadZzbom oblika

yt —96a%y* — x* +100a%x*> =0 (a #0,a € R).

Spomenimo da je 1858. godine tekst o vrazjoj krivulji objavljen i u ¢asopisu
Nouvelles Annales de Mathématiques.

Danas pojam "vraZzja krivulja" (engl. devil’s curve), osim u matematic-
kom kontekstu, mozemo nacéi i u nematematickim podrucjima. Izdvojimo
dva zanimljiva primjera. Devil’s Curve je naziv opasnoga zavoja na ruti 56
u bazi Allegheny Ridgea (New Paris, Pennsylvania, SAD). Takoder, Devil’s
Curve je naziv za dio autoceste na podrudju sjeverno-peruanske Amazone,
u blizini grada Bagua, gdje je u lipnju 2009. godine u sukobu snaga sigur-
nosti i domorodaca ubijeno najmanje 30 ljudi zbog nemogucénosti dogovora
vlade i autohtonih prosvjednika oko koristenja zemlje i prirodnih resursa.
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2 Osnovne definicije vezane uz krivulje i
klasifikacija krivulja 4. reda

Radi daljnjih razmatranja ukratko podsjetimo na neke osnovne definicije
vezane uz krivulje. Op¢a podjela svih krivulja razlikuje ravninske i pros-
torne krivulje. Svaka od tih klasa dodatno se dijeli na algebarske i trans-
cendentne.

Definicija 2.1. Neka je p : R? — R bilo koji polinom drugoga stupnja. Skup
svih realnih nultocaka toga polinoma, tj. skup N, := {T € R* : p(T) = 0}
naziva se ravninska algebarska krivulja.

Ravninske algebarske krivulje mogu se klasificirati s obzirom na red, raz-
red i stupanj.

Definicija 2.2. Red ravninske algebarske krivulje (oznaka n) je maksimalan broj
njezinih sjecista s bilo kojim pravcem pripadajuce ravnine. Razred ravninske kri-
vulje (oznaka r) je broj tangenata koje je moguce konstruirati iz bilo koje tocke
ravnine. Ako je red krivulje jednak njezinu razredu, tj. ako je n = r, krace kaZemo
da krivulja ima stupanj jednak n (ili r).

Alternativno moZzemo reéi da je ravninska algebarska krivulja svaka ravnin-
ska krivulja koja ima svoj red i svoj razred, dok je ravninska transcendentna
krivulja svaka ravninska krivulja takva da postoji barem jedan pravac koji
tu krivulju sijece u beskona¢no mnogo medusobno razlic¢itih to¢aka. VraZja
krivulja pripada u klasu ravninskih algebarskih krivulja, pa u nastavku
umjesto ravninska algebarska krivulja krace govorimo algebarska krivulja.

Sjecista algebarske krivulje i nekoga pravca odreduju se kao rjeSenja sus-
tava dviju jednadZbis dvije nepoznanice. Ta rjeSenja mogu biti konjugirano-
kompleksna, pa ih ne moZemo graficki prikazati u standardnoj euklidskoj
ravnini. Dobijemo li dvostruko realno rje$enje, a pravac nije tangenta kri-
vulje, tada govorimo o dvostrukoj tocki algebarske krivulje. MoZe se poka-
zati da ravninska algebarska krivulja reda n moZe imati najvise %
razli¢itih dvostrukih to¢aka [8].

Tocke algebarske krivulje u kojima postoji jedinstvena tangenta na tu kri-
vulju nazivamo regularnim tockama krivulje. Grubo moZemo re¢i da su
gotovo sve tocke algebarske krivulje regularne. Osim regularnih, algebar-
ska krivulja moZe sadrzavati i singularne tocke, odnosno tocke u kojima
se na krivulju mogu povuéi barem dvije razlicite tangente. Takve su tocke
npr. ranije spomenute dvostruke tocke algebarske krivulje.

Radi potpunosti kasnijih razmatranja, spomenimo da se sve krivulje ¢e-
tvrtoga reda obi¢no dijele na
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krivulje koje nemaju singularnih tocaka

krivulje s jednom dvostrukom tockom

krivulje s dvije dvostruke tocke

krivulje s tri dvostruke tocke ili jednom trostrukom.

3 Definicija, osnovna svojstva i oblici zapisa
jednadZzbe vrazje krivulje

Definicija 3.1. VraZja krivulja je algebarska krivulja zadana algebarskom jed-
nadzbom

y4 —xt a2y2 +02x* =0, 1)
pri éemu sua,b € R\{0}.

Vrazja krivulja je krivulja Cetvrtoga reda i moZe se pokazati da ima tocno
jednu dvostruku to¢ku. Zavisno o odnosu veli¢ina a i b, vraZzja krivulja ima
ili ¢vor ili izoliranu tocku u ishodistu koordinatnoga sustava (vidjeti slike

2BE.

\/

Slika 2: Slu¢aja < b
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\ 4

Slika 3: Slucaja > b

Slika 4: Slucaja = b

Za a = b dobivamo jednadzbu

yt—xt—a (P —x*) =0 2)
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koju mozemo zapisati u obliku

(v =x*)(y* +2% —a®) =0, (3)
odnosno u obliku
(y—2)(y+x)(y* +x* —a®) =0. @
U tom je slucaju vrazja krivulja unija pravaca y = —x, y = x i kruznice
x? + y2 = a2

Parametarski oblik jednadzbe vrazje krivulje moZzemo dobiti iz kartezijeva
oblika jednadzbe. U tu svrhu jednadzbu (1) zapisimo u ekvivalentnom
obliku

v (y? — a®) = X (x* — bP). ®)

Pretpostavimo da je x = rcostiy = rsint, pri ¢emu je r = r(t) neka
realna funkcija jedne realne varijable. Zelimo odrediti funkciju r. Uvrstimo
navedene izraze za x i y u jednadzbu (), pa dobivamo redom:

4

rrsintt — %% sin®t = 4

cos* t — b?r? cos? t
r?(sin* t — cos* t) = a®sin? t — b? cos? t

r2(sin? t — cos® t) (sin® t + cos? t) = a* sin® t — b? cos? t

2

1?(sin? t — cos? t) = a® sin® t — b? cos® t

a2 sin? t — b2 cos? ¢t
r= — .
sin“t — cos? t

i odatle

Stoga je parametarski oblik jednadZbe vraZje krivulje

. a2 sin? t — b2 cos? ¢t ; ©)
= - cost,
sin?t — cos?t
a2 sin® t — b2 cos? t
= -sin t. 7
Y \/ sin? t — cos? t @)

Analogno se moZze pokazati da je polarni oblik jednadZbe vrazje krivulje

r2(sin? B — cos® B) = a*sin® B — b* cos? B. 8)
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4 FElektromotorna krivulja

U jednadzbu (5) uvrstimo a> = 96 i b> = 100. Tako dobijemo krivulju
zadanu jednadZbom

¥ (y? — 96) = x*(x* — 100). )

Ova vrazja krivulja poznata je pod nazivom elektromotorna krivulja (vi-

djeti slikup).

Slika 5: Elektromotorna krivulja

Sredina promatrane krivulje prikazuje namotaje Zice koji rotiraju pomocu
sila uzrokovanih djelovanjem okolnih magneta upravo kao i kod elektro-
motora. Otuda i naziv ove vrste vrazje krivulje.

Osnovna svojstva elektromotorne krivulje su:

ima to¢no jednu dvostruku to¢ku O = (0,0)

nema niti jednu singularnu tocku

desetoga je razreda

ima ukupno 18 prijevojnih toc¢aka (to slijedi npr. iz Pliickerovih for-

mula, za detalje vidjeti [3])

e utotkama V = (0,4y/6)i W = (0, —4/6) ima vodoravne (horizon-
talne) tangente

e utotkama X = (10,0),Y = (—10,0), A = (—8,4/3), B = (-8, —4/3),

C = (—6,4V3),D = (—6,-4V3), E = (8,4V/3), F = (8,—4V/3),

G = (6,4v/3), H = (6, —4+/3) ima uspravne (vertikalne) tangente
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e ima asimptotey = xiy = —x
e osno je simetri¢na s obzirom na obje koordinatne osi
e centralno je simetri¢na s obzirom na ishodiste.

Slika 6: Istaknute tocke elektromotorne krivulje

Grane elektromotorne krivulje (vidjeti sliku[7) zadane su sljede¢im jed-
nadZbama:

f(x) = \/ 48 4 /x4 — 100x2 + 2304 (10)
= \/ 48 — /x* — 10022 + 2304 (11)

h(x) = — \/ 48 — v/x* — 100x2 + 2304 (12)
m(x) = f\/ 48 + /x* — 100x2 + 2304 (13)
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Napomena 4.1. MozZe se pokazati da su grane vraZje krivulje (u slucaju a < b)
opCenito zadane jednadzbama

VA
200
\ A /
220 210 10 0 x
o]
-20

Slika 7: Grane elektromotorne krivulje
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5 Konstrukcija vrazje krivulje pomoéu
jednakostrane hiperbole

Vrazju krivulju moZemo konstruirati pomo¢u jednakostrane hiperbole za-
dane osnom (kanonskom) jednad?bom x? — y?> = a2, pri éemu je a > 0.
Najprije ¢emo pokazati kako konstruirati grane vraZje krivulje, a potom

kako konstruirati sredi$nju "osmicu".

Propozicija 5.1. Neka je zadana jednakostrana hiperbola h...x* —y? = a?. Neka
je O ishodiste koordinatnoga sustava, a H bilo koja tocka na hiperboli h. Neka je
b € R takav da je b > a. Konstruiramo pravokutan trokut OHN s pravim kutom
u vrhu H tako da vrijedi |HN| = b (vidjeti sliku|[8). Tada je geometrijsko mjesto
(lokus) svih tocaka M € OH takvih da vrijedi |OM| = |ON| krivulja koju tvore
grane vrazZje krivulje.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo daje H = (x HoA/ X3 — az) €
h. Jednadzba pravca OH je

2 _ 2
Xy —a

y=t (14)

Buducdi da je trokut OHN pravokutan s pravim kutom kod vrha H, primje-
nom Pitagorina poucka dobivamo:

|OH|? + |HN|> = |ON?, (15)
odnosno
|ON|? = 242, — a® + 1% (16)

Neka je M = (xp, ym) tocka na praveu OH takva da je |OM| = |ON].
Odatle slijedi |[OM|?> = |ON|?, pa dobivamo sljedeéi sustav jednadbi:

X3 — a2
YM=-————" %M 17)
XH
3+ iy =208 —a® P (18)
Iz prve jednadZzbe toga sustava je:
2 a? 2
YH
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a iz druge
2 1 2 2 2 2

Uvrstavanjem jednakosti (20) u jednakost dobivamo:

242
Via = (1 bZ) R

Xty et

Slika 8: Konstrukcija grana vrazje krivulje pomocu jednakostrane hiper-
bole
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X3, +y3 —a?—b?
<X,
Aty a2 -p2 M

yip — (0> — a®)yiy = xiy — (a® + b7)xiy.

Dakle, trazeno geometrijsko mjesto je krivulja zadana jednadzbom

iy =

yt— (1? — a?)y? = x* — (a® + 1P)x2 (21)

Iz pretpostavke b > a > 0 slijede nejednakosti a2 > 0ib? > 0. Dakle, kri-
vulja zadana jednadZbom je vraZja krivulja s parametrima a? = b? — a?
i b? = a® + b*. Bududi da niti tocka H, niti to¢ka M ne mogu biti ishodi-
Ste pravokutnoga koordinatnoga sustava, dobivena krivulja ne prolazi is-
hodistem. Stoga su s zadane grane vrazje krivulje, a to smo i Zeljeli
pokazati. O

Propozicija 5.2. Neka je Hy bilo koja tocka jednakostrane hiperbole h...x* —
y?> =a%ib € Rtakavdajeb > a. Neka je tocka My takva da vrijedi |MyHy| = b
i trokut OH1 M, je pravokutan s pravim kutom pri vrhu O. Tada je geometrijsko
mjesto tocaka My upravo "osmica” (vidjeti sliku [9).

Dokaz. Neka su H; = (le,q/x%{1 — az) € hiM; = (xm,,ym, ). Pretpos-
tavka je da je trokut OH; M; pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu
O. Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

|OH;[* + |OM; |* = |H1 My |, (22)
odnosno
Xy, +yiy, = b —2xf, +a (23)

Takoder, iz pretpostavke da je trokut OH; M; pravokutan slijedi da je pra-
vac OM; okomit na pravac OH;. U dokazu Propozicije[5.1} vidjeli smo da
je jednadzba pravca OH zadana s (14), pa je jednadzba pravca OM;

x
y= . < (24)
Xpy, — a2

Tocka M; pripada pravcu OMj, pa mora vrijediti jednakost:

XH
ym, = —2712 “ XM, - (25)
X, — @
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Slika 9: Konstrukcija "osmice" pomo¢u jednakostrane hiperbole

Tako smo dobili sljede¢i sustav jednadzbi:

XH
Ym, = —ﬁ * XM, (26)
H —
Xor, + Yig, = b* — 2xy, + % (27)

Kvadriranjem prve jednadZbe toga sustava dobijemo:

X
2 1 2
Yy = 33t (28)
X2 —a
1
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a odatle je
242
Ym, @
2 1
Xg = 5 ————. (29)
Y Y X,

Uvrstavanjem jednakosti u jednakost dobijemo:

Yin, -0

2 2 12 o 1 2

leerMl—b 2 ]/%\/1 _x%w + a“,
1 1

y%\/f] - x%/fl = (az + bz)(y%/h - x]2\/11) - 2 : y%\/h : az’
Vi, — (07 = a?)y? = xiy, — (a® + b)xfy,.
Dakle, trazeno geometrijsko mjesto to¢aka je krivulja

yt— (02 — a®)y? = x* — (a® + PP)x% (30)

Iz istih razloga kao u dokazu propozicije zaklju¢ujemo dajes odre-
dena vraZja krivulja s parametrima a? = b — 4 i b? = a2 + b?. Medutim,
budud¢i da to¢ka M ne pripada istom pravcu kao i tocka M iz propozicije
b.1}, ovom konstrukcijom ne dobivamo ranije dobivene grane vrazje krivu-
lje. Dakle, traZeno geometrijsko mjesto (lokus) tocaka M; je "osmica", Sto
smo i tvrdili. O
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