KoG:17-2013

M. C‘uljak: Izometrije u Escherovim radovima

Strucéni rad
Prihvaceno 27. 12. 2013.

MARIA CULJAK

Izometrije u Escherovim radovima

Isometries in Escher’'s Work
ABSTRACT

For better understanding of M. C. Escher's tesselation
graphics we provide an overview of planar isometries and
classification of plane symmetry groups. Some of the
plane symmetry groups are explained on prominent Es-
cher’s graphics.
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1 Uvod

Simetrija kao aspekt umjetnosti cijeni se i interpretira
vet stoljeCima. Neki od ranijih umjetnickih radova koji
su integrirali simetriju datiraju joS iz doba antickih Iku

tura. Euklid se bavio simetrijom u desetoj knjizi svo-
jih Elemenata gdje definira kada su neke dvije figure
simetricne. Nizozemski umjetnik-grafiCar Maurits Cor-
nelis Escher (1898.-1972.) ima zadivljujuci umjetnicki
opus te je omiljen m&u matematic¢arima. Njegova 0s-

Izometrije u Escherovim radovima
SAZETAK

U ovom ¢lanku dan je pregled izometrija ravnine i klasi-
fikacija ravninskih grupa simetrija kao matematitka pod-
loga za razumijevanje "trikova” kojima se M. C. Escher
sluZio prilikom stvaranja velikog broja svojih grafika. Raz-
matrat ¢emo grupe simetrija na primjerima nekih od naj-
poznatijih Escherovih grafika.

Kljuéne rijeci: Escher, izometrije, poplotavanje, ravninske
grupe simetrija

2 Definicije i svojstva izometrija

Na pocetku navodimo osnovne definicije i svojstva
izometrija u euklidskoj ravninE? ([3], [4], [5]).

Definicija 1 1zometrija euklidske ravnine je svaka bijek-
cija f : E2 — E2 ravnine na sebe koj&uva udaljenost
toCaka, tj. takva daje (ff (A), f(B)) = d(A, B) za sve toke
AiBizE.

Svojstva izometrija u odnosu na kompoziciju funkcija:

novna inspiracija potice od arabesknih ukrasa srednjov-Teorem 1

jekovne palace Alhambre épanjolskoj. Impresivni opus
obuhvacta, izméu ostalog, i 43 grafike koje Escher jednos-
tavno naziva (nprescher drawing no. 8 Ta djela nastala

(i) Kompozicija izometrija f i g, fog, je takaler
izometrija.

su u razdoblju 1936.-1942. nakon &ega je Escherova pop- (i) Neka je f izometrija. Tada je njezin inverz ¥

ularnost poprimila svjetske razmjere. Escherove grafike su

predmet znanstvenihi stru¢nih radova matematicarag-inf
maticara, grafiCara, a kao vrsta poploCavanja ravnine za
imljive su i u kristalografiji ([2]). U ovom radu, koji je nas-

takoder izometrija.

Definicija 2 Kazemo da je izometrija involutorna ako je
fof=idif #£id.

tao na osnovu studentskog seminara, otkrit cemo tehnikulnvolutornaizometrija je sama sebi inverz.

kreiranja nekih njegovih grafika pomoc¢u izometrija u eu-
klidskoj ravnini. Na osnovu klasifikacije ravninskih grupa

simetrija prepoznat temo grupe simetrija na primjerima.

Definicija 3 Figura je svaki podskup od%&

Za figuruF iz Euklidske ravnineE? kazemo da jdiksna

Neke Escherove grafike mogu se promatrati i u neeuklid- figuraizometrije f ako je f preslikava u nju samu, tj. ako

skoj ravnini ([6]).

jef(F)=F.
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Svojstva izometrija u odnosu na fiksnu figuru: Teorem 3
Teorem 2 Neka je f izometrija. (iy Svaka involutornaizometrija je ili osna ili centralna
simetrija.
@) iije?.séi’”i ioaagig’g ,dd]:/aju razltih fiksnih pravaca (i) Kompozicija dviju rotacija je ili rotacija ili
: | translacija.

(if) Spojnica dvaju fiksnih taka od f je fiksni pravac (iii) 1zometrija je klizna simetrija ako i samo ako se heo

od f. predciti u obliku kompozicije jedne osne i jedne
(iiiy Ako je f involutorna izometrija, onda kroz dku centralne simetrije ili jedne centralne i jedne osne

koja nije fiksna za f prolazi tmo jedan fiksni pravac simetrije.

za f.

(iv) Svaka izometrija je ili translacija ili rotacija ili ki

- . N " izna simetrija.
Definicija 4 Involutorna izometrija kojoj su sve t&e

pravca a fiksne zove se osna simetrija s obzirom na pravac
a, u oznacig.

Escher je u svojim grafikama koristio izometrije: osnu
simetriju, translaciju, rotaciju i centralnu simetrijuve
jstvo tih izometrija je da se mogu definirati pomo€u osne
simetrije.

Slika 1: Primjer simetrija na Escherovoj grafici
(Angel and devil)

Definicija5 lzometriju koja se mie prikazati kao kom-
pozicija g oS dviju osnih simetrija § i s, zovemo
translacija ako su osi simetrije a i b paralelni pravci.

Definicija 6 Izometriju koja se mie prikazati kao kom-
pozicija $ 0 & dviju osnih simetrija gi Sp zovemo rotacija
ako osi simetrije a i b nisu paralelni pravci.

Definicija 7 Centralna simetrija je rotacijaso s, za koju
Su osi simetrije a i b okomiti pravci.

Definicija 8 1zometrija koja se mie prikazati u obliku
kompozicije go s, 0 Sa, gdje je pravac g okomit na pravce
aib zove se klizna simetrija.

Klizna simetrija je najzastuplijenija u Escherovim
grafikama.

Sljedeti teorem daje karakterizaciju nekih izometrija: Slika 4: Primjer klizne simetrije na Escherovoj grafici
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3 Grupe simetrija

Neka je|z(E?) skup svih izometrija Euklidske ravnine
E2. Poznato je da jéz(E?) zajedno s komponiranjem
funkcija kao binarnom operacijom grupa izometrija, u oz-
naci(1z(E?),0).

Teorem4 Neka je 1ZF) = {f €1z(E?): f(F)=F},
gdje je F figura Euklidske ravnine’E Tada je(Iz(F),o)
je grupa simetrija figure F.

Kako bi u Escherovim grafikama prepoznali izometrije
definiramo poplocavanije.

Definicija 9 Poplctavanije je razdioba (particija) ravnine
na disjunktne skupove H € N Cija unija daje cijelu ravn-
inu.

e Uzorak u ravnini je figura, koja je u Escherovim
grafikama oblika zivotinje. Uzorak preslikavamo u samog
sebe i pomotu izometrija ravnine: rotacija, simetrija, ki
iznih simetrija, translacija.

e Osnovni uzorake dio uzorka sa svojstvom da skup uzo-
raka ugrupi izometrijaprekriva ravninu. Drugim rijec¢ima,
osnovnim uzorkom poplo¢avamo ravninu.

o Generirajlte podriEje je dio osnovnog uzorka Cije slike
u grupi simetrija uzorka poplo€avaju ravninu.

Na slici 5 prikazan je uzorak konja, osnovni uzorak (crveni
paralelogram) i generirajuce podrucje (zuti trokut).

Ex g ]

Slika 5: Primjer generirajlceg podritja

Sliedeti teorem daje Kklasifikaciju ravninskih grupa
simetrija ([1], [8]). Dokaz je izostavljen i moze se naci
ul9].

Teorem 5 (Barlow, Fedorov, Scbnflies-1891)
Postoji samdl7 mogLEih ravninskih grupa simetrija.

Tih sedamnaest grupa poznate su i kao ravninske grupe
kristalografije. Pomocu njih, kristalografi sistemagir
kristale ([2]). Ravninske grupe simetrija odgovaraju
sedamnaest nacina poplo€avanja ravnine. U Escherovim
grafikama se mogu razmatrati vrlo vjeSta i zanimljiva
poplotavanja.

Napomena 1 Broj n ozn&ava stupanj rotacije. Rotacija
za kut@ ima stupanj rotacije n.

Naziv Osnovni uzorak Stupanj Klizna Generirajuce Znacajke
rotacije simetrija podrucje uzorka

pl paralelogram 1 / cijela povrsSina translacija

p2 paralelogram 2 / 1/2 povrsine 4 rotacije za 180

pm Cetverokut 1 / 1/2 2 osne simetrije

pmm Cetverokut 2 / 1/4 2 osne simetrije

pg Cetverokut 1 da 1/2

pgg Cetverokut 2 da 1/4

pmg Cetverokut 2 da 1/4 osi simetrije su paralelne

cm romb 1 da 1/2

cmm romb 2 da 1/4 osi simetrije su okomite

p4 kvadrat 4 / 1/4

p4m kvadrat 4 da 1/8 centar rotacije je na osi
simetrije

p4g kvadrat 4 da 1/8 centar rotacije nije na osj
simetrije

p3 Sesterokut 3 / 1/3

p3mi Sesterokut 3 da 1/6 centar rotacije je na osi
simetrije

p31m Sesterokut 3 da 1/6

p6 Sesterokut 6 / 1/6

pém Sesterokut 6 da 1/2

Tablica 1: Klasifikacija ravninskih grupa simetrijgpreuzeto iz [7] )
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4 Primjeri Escherovih grafika

U ovom poglavlju detaljno razmatramo Escherove grafike.
Poznavajuti sustav 17 ravninskih grupa simetrija, Escher
je otkrio svoj sistem "grupirajucih ploc€ica”. Njegove
grafike poplotavanja odgovaraju pet od sedamnaest Fe-
dorovih grupa simetrija. Na sljede€im primjerima uzorci
su likovi Zivotinja.

Na slici 6, dan je primjer ravninske grupe simetrija

i detaljan prikaz svojstava ravninske grupe simetpja
Uzorak grafike je patka. Osnovni uzorak je paralelogram
oznacen crvenom bojom. Generirajuce podrucje je ekviva
lentno osnovnom uzorku. Osnovni uzorak se translatira u
smjeru okomitom na stranice paralelograma. Dakle, radi se
o translacijama paralelograma koje €ine grupu s obzirom
na kompoziciju. Kod detaljnog prikaza osnovni uzorak i
generirajuce podrucje su paralelogram pomocu kojeg se
generira (poplocava ravnina) motiv oblika sldva

I _I— _I

Slika 7: Escher drawing no8 i vizualna reprezentacija
p2 grupe simetrija

Na slici 8 je Escherova grafikascher drawing no109 s
istaknutim osnovnim uzorkom crvene boje. Generirajute
podrucje uzorka je oznaceno zutom bojom. Vertikalno se
translatira z% duljine krate stranice te se transformira kl-
iznom simetrijom na lijevu i desnu stranu. Kod ravninske
grupe simetrijgpg generirajuce podrucje j% povrSine os-
novnog uzorka.

Slika 6: Escher drawing no. 128 i vizualna
reprezentacija f grupe simetrija

Slika 7 predstavlja grupu simetri2. Osnovni uzorak je - - - -
paralelogram oznacen crvenom bojorfiutom bojom je — — — —
istaknuto generirajuce podrucje osnovnog uzorka. Gener — — —
irajuce podrucje se transformira rotacijom za 18@atim — L —
translatira u smjeru rubova osnovnog uzorka. Detaljnija - — —

reprezentacija dana je na istoj slici gdje je generiran mo-
tiv oblika slovalL. Znak elipse oznacava rotaciju generi-
rajuceg podrucja (u ovom slucaju radi s% @ovrsine os-
novnog uzorka). Stupanj rotacije je 2, tj. rotacija za?Ll80 Slika 8: Escher drawing no. 109 i vizualna
reprezentacija pg grupe simetrija
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Slika 9 daje uvid u grupu simetrijmgg Znak elipse  puta, u smjeru kazaljke na satu. Zatim se translatira, ver-
oznaCava rotaciju generiraju¢eg podrucja uzorka za.180 tikalnoi horizontalno, za duljinu stranice osnovnog uzork
Generirajute podrucje je istaknuto crvenom bojom. Grupa (kvadrat). Radi lakSeg razumijevanja ravninske grupe
pggsadrzi izometrije: rotaciju i kliznu simetriju. Generi- simetrijap4 koristi se i alternativni naziv, "grupa simetrija
rajuce podrucje se rotira za 180zatim transformira ver- s obzirom na translaciju”.

tikalno, kliznom simetrijom. Ova metoda slijedi iz Defini-
cije 6, Definicije 8 i svojstva izometrija.

— — — —
L - L
I — [ I
L —4 L
I — [ I

L L L
I I I I

Slika 9: Vizualna reprezentacija pgg grupe simetrija

Slika 10 predstavlja grupp4. Uzorak grafike je guster.
Crvenom bojom je oznacen osnovni uzorak, a zutom
bojom generirajute podrucje uzorka. Ravninska grupa
simetrija p4 sadrzi izometrije: rotaciju i translaciju. Na
detaljnijoj reprezentaciji prikazan je manji Cetverokuofi

(uz istaknuto generirajuce podrucje) oznacava ralad  sjika 10: Escher drawing nol5i vizualna reprezentacija
90°. Generirajuce podrucje se transformira rotacijom, tri p4 grupe simetrija
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