
UDK 624.074.4.001.5:624-711 Primljeno 25. 1. 2001. 

GRAĐEVINAR 53 (2001) 11, 695-709 695 

Statička i dinamička analiza betonskih ljusaka  
- element ljuske i modeli 
Jure Radnić, Alen Harapin, Domagoj Matešan 
  
Ključne riječi 
betonska ljuska,  
statička analiza, 
dinamička analiza, 
nelinearnost,  
modeli materijala, 
geometrija 

J. Radnić, A. Harapin, D. Matešan Izvorni znanstveni rad 
Statička i dinamička analiza betonskih ljusaka – element ljuske i modeli 
Opisan je model i odgovarajući softver za statičku i dinamičku analizu betonskih ploča i ljusaka. Model 
simulira materijalnu i geometrijsku nelinearnost. Pokazano je da je moguće uključiti dominantne 
nelinearne efekte armiranog betona (betona i armature). U ovom radu koji čini prvi dio jedne cjeline, 
opisan je usvojeni element ljuske, modeli materijala za beton i armaturu, te model geometrije. U 
drugom radu koji slijedi bit će prikazana  numerička analiza, ilustrirana primjerima. 
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The model and the corresponding software for the static and dynamic analysis of concrete plates and 
shells is described.  The model simulates the material and geometrical nonlinearity.  It is demonstrated 
that dominant nonlinear effects of the reinforced concrete (concrete and reinforcing bars) can be taken 
into account.  This paper, which is the first portion of a more extensive analysis, describes the adopted 
shell element, material models for concrete and reinforcing bars, and the geometry model.  In the 
second paper, which is to follow shortly, the authors will describe numerical analysis illustrated with 
appropriate examples. 
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1 Uvod 

Ljuske, kao vrlo racionalne konstrukcije, odavno se 
upotrebljavaju u visokogradnji i niskogradnji. Simulacija 
realnog ponašanja betonskih ljusaka, a osobito u sluča-
jevima visokih razina naprezanja i dinamičkog (udarnog) 
opterećenja, još uvijek je složen zadatak. Pritom treba 
obuhvatiti ne samo materijalnu, već i geometrijsku neli-
nearnost konstrukcije. 

Općenito, mehaničko ponašanje betona vrlo je složeno. 
Ono prije svega ovisi o vrsti, intenzitetu i uvjetima na-
prezanja i opterećenja. Dominantno nelinearno ponaša-
nje betona jest zbog pojave i razvoja pukotina u vlaku, i 
to kod vrlo niskih razina opterećenja. Modeliranje vlačne i 
posmične krutosti ispucanog betona još uvijek je u fazi 
intenzivnog istraživanja. Simuliranje popuštanja betona 
u tlaku, a osobito neposredno prije i nakon dosezanja 
tlačne čvrstoće (područje tzv. tlačnog omekšanja) tako-
đer je još uvijek izuzetno složena zadaća. Utjecaj brzine 
nanošenja opterećenja, odnosno utjecaj brzine deformacije 
na mehaničke karakteristike betona i čelika veoma je 
značajan kod oštrih dinamičkih (udarnih) opterećenja. 
Ako se tomu pridodaju nelinearnosti zbog proklizavanja 
armature u odnosu prema okolnom betonu i nelinearno 
ponašanje armature, očito je da modeliranje realnog 
ponašanja betonskih ljusaka u uvjetima kratkotrajnoga 
statičkog i dinamičkog opterećenja zahtijeva osobitu 
pozornost. 

Kako su ljuske vrlo tanke konstrukcije, utjecaj promjene 
geometrije pod opterećenjem može biti posebno značajno 
za stabilnost sustava. Promjena geometrije konstrukcije 
može pridonositi njezinu omekšanju ili pak ojačanju, 
ovisno o tipu nosivog sklopa. 

Formulacija efikasnoga konačnog elementa ljuske još 
uvijek nije potpuno riješena. Naime, još uvijek nije raz-
vijen takav element koji precizno opisuje stvarno ponaša-
nje konstrukcije i nema nikakvih drugih nedostataka. 
Degenerirani element ljuske temeljen na trodimenzionalnoj 
teoriji kontinuuma danas ima, nedvojbeno, najveću 
primjenu. 

U ovom radu prikazan je jedan numerički model za sta-
tičku i dinamičku analizu betonskih ljusaka (nearmiranih, 
klasično armiranih i prednapetih). Model je relativno 
jednostavan, a u isto vrijeme obuhvaća dominantne neli-
nearne efekte ponašanja armiranobetonskih konstrukcija 
kao što su: 

• utjecaj brzine deformacije na mehaničke karakteris-
tike betona i čelika kod dinamičkih opterećenja 

• puzanje betona u tlaku 

• nastajanje i razvoj pukotina betona u vlaku 

• otvaranje i zatvaranje pukotina 

• vlačna krutost ispucanog betona 
• posmična krutost ispucanog betona 
• nelinearno ponašanje armature. 

Usvojeni degenerirani konačni element ljuske eliminira 
negativne utjecaje tzv. posmičnog i membranskog 
"lockinga". Uporabljeni su 8-čvorni i 9-čvorni elementi 
zakrivljene ljuske, s uslojenim modelom materijala po 
debljini ljuske. Svojstva betona mogu se razlikovati za 
svaki sloj po debljini ljuske. Armatura se modelira kao 
posebna lamela odgovarajuće debljine, s čvrstoćom i 
krutošću samo u smjeru pružanja šipki. Primijenjen je 
model tzv. raspodijeljenih pukotina, pretpostavljajući 
kontinuitet konstrukcije i nakon pojave pukotina. Pret-
postavljena je potpuna kompatibilnost pomaka armature 
i okolnog betona, bez mogućnosti proklizavanja armature. 

Utjecaj promjene geometrije konstrukcije uključen je 
preko tzv. pomičnog Lagrangeova koordinatnog sustava. U 
svakom iterativnom koraku traženja rješenja, ažuriraju 
se koordinate čvorova sustava te uspostavlja nova veza 
pomak-deformacija na deformiranoj konstrukciji. 

U inženjerskoj praksi ljuskama se obično nazivaju samo 
zakrivljene tanke konstrukcije, dok se ostale ravne tanke 
konstrukcije nazivaju pločama. Naime, u pločama se 
pojavljuju samo savojna djelovanja, dok se u ljuskama 
pojavljuju savojna i membranska djelovanja. Kako teorija 
ljusaka kao poseban pojednostavljeni slučaj uključuje 
teoriju ploča (nema zakrivljenosti elementa i membran-
skih sila), očito je da se izloženi model može primijeniti 
za analizu ploča i ljusaka. U ovom se radu, ako to nije 
posebno raščlanjeno, pod ljuskama uvijek podrazumije-
vati i ploče. 

2 Usvojeni element ljuske 

Usvojeni element ljuske pobliže je opisan u [32], [40], a 
u nastavku će se samo ukratko izložiti. 

2.1 Formulacija klasičnog elementa degenerirane 
ljuske 

U većini slučajeva analitičko rješenje problema kontinu-
uma nije moguće. Stoga je potrebno problem riješiti nu-
merički, tj. izvršiti njegovu diskretizaciju. Postoji neko-
liko tehnika rješavanja diskretiziranog modela kontinu-
uma. Danas se najviše primjenjuje metoda konačnih ele-
menata (MKE) koja se zasniva na varijacijskim princi-
pima (ili principima virtualnog rada), a pokazala se kao 
najprikladnija tehnika diskretizacije kontinuuma. Svoju 
široku primjenu MKE je upravo doživjela u analizi plo-
ča i ljusaka. Ovdje je razmatrana metoda pomaka te je 
stoga uporabljen funkcional ukupne potencijalne energi-
je za definiranje konačnog elementa ljuske. 
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Obično se rabe tri načina diskretizacije ljusaka s pomoću: 
• ravnih “pločastih” elemenata 
• elemenata formuliranih na temelju teorije zakrivlje-

nih ljusaka 
• degeneriranih izoparametrijskih elemenata. 

U posljednje je vrijeme najpopularniji Ahmadov degene-
rirani izoparametrijski element ljuske kod kojeg postoji 
nezavisna interpolacija rotacija i translacijskih pomaka 
[2]. Kod ovog elementa primijenjena je Mindlinova 
teorija ploča. Usvojena je pretpostavka da normala na 
srednju plohu trodimenzionalnog elementa ostaje ravna 
i nakon deformiranja, kako bi se izbjegle numeričke 
teškoće vezane za velike omjere krutosti po debljini 
elementa. Također je zanemarena energija deformacije 
od naprezanja okomitih na lokalnu x’-y’ plohu, te usvo-
jeno da je normalna komponenta naprezanja jednaka 
nuli zbog pojednostavljenja konstitutivnih jednadžbi. 
Usvajanjem izoparametrijskog opisa geometrije, element 
se može uporabiti za opis tankih i debelih ljusaka razli-
čitih složenih oblika i geometrije. 

2.1.1 Koordinatni sustavi 

U formulaciji degeneriranog elementa ljuske primjenju-
ju se četiri koordinatna sustava (slika 1.).  

Slika 1. Koordinatni sustavi 

a) Globalni Cartesijev koordinatni sustav primjenjuje 
se za definiranje koordinata i pomaka čvorova. 

b) Prirodni (krivolinijski) koordinatni sustav rabi se za 
definiranje baznih funkcija Ni. Srednja ploha elementa 
ljuske definirana je s pomoću ξ i η koordinata. 
Smjer ζ je samo približno okomit na srednju plohu 
ljuske, a varira od +1 do –1 po debljini elementa. 

c) Lokalni Cartesijev koordinatni sustav definira lokalna 
naprezanja i deformacije u nekoj točki unutar ele-
menta ljuske. Pri tome je uzeto da je smjer z’ okomit 
na plohu ζ = konstanta. Smjer z’ definira vektor 3V′ , 
koji se dobiva kao vektorski produkt vektora tangen-
cijalni sa smjerovima ξ i η , tj. 
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Vektor 1V′ , koji je u smjeru x’, uzima se da se po-
dudara s tangentom u smjeru ξ , odnosno 
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Vektor 2V′  u smjeru y’ definiran je s pomoću vek-
torskog produkta vektora 3V′  i 1V′ , tj. 

132 VVV ′×′=′  (3) 
Lokalni koordinatni sustav varira uzduž ljuske pa 
je korisno odrediti matricu kosinusa smjerova θ  
koja omogućuje transformaciju između lokalnog i 
globalnog koordinatnog sustava, koja je definirana 
sa 

[ ]321   ,  , VVV=θ  (4) 
gdje su V1, V2 i V3 jedinični vektori uzduž x’, y’ i 
z’ osi, a koji su okomiti na vektore 321   i   , VVV ′′′ . 

d) Čvorni Cartesijev koordinatni sustav lokalni je Car-
tesijev koordinatni sustav pridružen u svakoj čvor-
noj točki elementa ljuske, s ishodištem u srednjoj 
plohi ljuske. Vektor k

3V  je zadan čvornim koordina-
tama na gornjoj i donjoj plohi ljuske, tako da je za 
čvor k 
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Vektor k
1V  je okomit na k

3V  i paralelan s global-
nom x, z ravninom, tako da je 

kkk
331 / VjVjV ××=  (7) 

Ako je k
3V  u smjeru y, tada je 

iViVV ××= kkk
331 /  (8) 

gdje su i i j jedinični vektori uzduž x i y smjera. 
Vektor k

2V  je okomit na ravninu definiranu s k
1V  

i k
3V , tj. 
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kkkkk
13132 / VVVVV ××=  (9) 

Vektor k
3V  definira smjer “normale” u čvoru k, 

koja nije nužno okomita na srednju plohu u k. Vektori 
k

1V  i k
2V  definiraju rotacije k

2α  i k
1α . 

2.1.2 Geometrija elementa 
Za slučaj degeneriranog elementa ljuske, svaki čvor ima 
pet stupnjeva slobode: tri translacijska pomaka u smjeru 
globalnih osi i dvije rotacije oko osi u ravnini srednje 
plohe. Koordinate točke na vektoru k

3V  mogu se izraziti 
s pomoću 
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Bazne funkcije 8-čvornog 
degeneriranog konačnog 
elementa ljuske 
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Bazne funkcije 9-čvornog 
degeneriranog konačnog 
elementa ljuske 
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Slika 2.  Bazne funkcije 

Alternativno se za određivanje geometrije u svakoj točki 
često rabe globalne koordinate točaka na gornjoj i 
donjoj plohi ljuske (sliku 1.) to jest. 
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U navedenim izrazima  xi označava Cartesijeve koordi-
nate u nekoj točki elementa; k

ix  su Cartesijeve koordi-

nate u čvornoj točki k; kh  je debljina ljuske u ζ smjeru 
u čvornoj točki k; k

iV3  je i-ta komponenta jediničnog 

vektora okomitog na srednju plohu; ( )ηξ ,kN  je dvo-
dimenzionalna interpolacijska funkcija u pripadajućem 
čvoru k i ζ  = udaljenost od srednje plohe (slika 2.). 

2.1.3 Polje pomaka 

Pomaci u nekoj točki elementa ljuske određeni su trima 
Cartesijevim komponentama čvornih pomaka srednje 
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Prema [2], dobiva se 
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gdje je k
iu0  pomak k-te čvorne točke u Cartesijevim ko-

ordinatama, a k
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1V [2], [3]. 
Pri tome je 
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Očito jest da usvojena funkcija pomaka u (14) vrijedi 
samo za male rotacije. 
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Kao što je prije spomenuto, u metodi konačnih elemena-
ta k

3V  nije nužno okomit na srednju plohu ljuske. Prema 
tome, uvedena je određena aproksimacija protivno pret-
postavci o ravnoj normali. 

2.1.4 Polje deformacija 
Razmatrane komponente deformacija su 
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gdje je fε′  vektor deformacija u ravnini (definiran u 

lokalnim koordinatama), sε′  je vektor poprečnih posmič-

nih deformacija, a u′ , v′  i w′  su komponente pomaka 
u lokalnom sustavu ix′ . 

U lokalnom Cartesijevu koordinatnom sustavu gdje rav-
nina yx ′−′  tangira srednju plohu ljuske, fε′  se može 

podijeliti na dva dijela: jedan za membransko djelova-
nje, mε′ , a drugi za savojno djelovanje, bε′ , tako da je 

bmf εεε ′+′=′  (18) 
gdje je 
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Globalne derivacije pomaka u, v i w transformiraju se u 
lokalne derivacije lokalnih pomaka u′ , v′  i w′  standar-
dnim operacijama 
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gdje je θ  matrica transformacije oblika 
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Globalne derivacije pomaka u, v, i w dane su sa 
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gdje je J Jacobijeva matrica 
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U (23) derivacije pomaka u krivolinijskim koordinatama 
dobiju se iz (14), dok se Jacobijeva matrica dobije iz (11). 
Matrica deformacije B, koja povezuje komponente defor-
macije u lokalnom sustavu s čvornim nepoznanicama 
elementa, može se konstruirati kao 

∑
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=′
n

k
ii

1
dBε  (25) 

gdje su ε′  i id  definirani u (17) i (15), a B je matrica s 
pet redaka i brojem stupaca koji je jednak broju čvornih 
varijabli elementa. 

Izraz (25) može se napisati u parcijalnom obliku 
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gdje su fε′ deformacije u ravnini, a sε′  poprečne posmične 

deformacije koje su definirane izrazom (17). 

2.1.5 Naprezanja 
Za opći anizotropni materijal, rabe se konstitutivne jed-
nadžbe oblika 

kl
ijklij εCσ =  (27) 

gdje su ijklC  elastični koeficijenti, a ijσ  naprezanja koja 
moraju zadovoljiti ravnotežu na elementu. 
Za slučaj ortotropnog materijala koji ima tri međusobno 
okomite osi elastične simetrije, od kojih su dvije (1, 2) 
tangencijalne na materijalnu lamelu i treća (3) okomita 
na nju, dobiva se 
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gdje su E1, E2 i E3 moduli elastičnosti u materijalnim 
smjerovima 1, 2 i 3, νij je Poissonov koeficijent za pop-
rečne deformacije u i-smjeru od naprezanja u j-smjeru, a 
G12, G13 i G23 su moduli smika u 1-2, 1-3 i 2-3 ravnina-
ma. Zbog recipročne veze jjiiij EE // νν = , ostaje samo 
devet nezavisnih elastičnih konstanta za ortotropni elas-
tični medij. Usvajajući da postoji ravninsko stanje nap-
rezanja u srednjoj ravnini i da su promjene debljine ljus-
ke tijekom deformiranja zanemarive, (28) se reducira na 
standardni izraz 

3,2,13,2,1 Dεσ =  (29) 

gdje su 
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∆= /11 ED ,  ∆= /22 ED  

∆= /12212 νED ,  123 GD = ,  21121 νν−=∆  (32) 

1314 GKD = ,  2325 GKD =  

K1 i K2 su korekcijski faktori za posmik u 1-3 i 2-3 
ravninama koji će se odrediti kasnije. 

Općenito, glavne osi anizotropije 1 i 2 ne podudaraju se 
s osima x i y, već su rotirane za neki kut ω. Konstitutiv-
na veza (29) mora se transformirati prije određivanja 
matrice krutosti elementa, prema 

zyx ,,3,2,1 σΩσ σ=  (33) 

zyx ,,3,2,1 εΩε ε=  (34) 

gdje su 

[ ]
[ ]T,,

T
,,

,,,,

,,,,

yzxzxyyxzyx

yzxzxyyxzyx

γγγεε

τττσσ

=

=

ε

σ
 (35) 

a matrice transformacije naprezanja i deformacija σΩ  i 

εΩ  dobivene su s pomoću izraza 
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gdje je ωω sin    ,cos == sc . Uvrštenjem (33)-(35) u 

(29), i ako se označi ( ) T1
εσ ΩΩ =− , dobiva se 

zyxzyx ,,,, εDσ =  (37) 

gdje je 
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Prethodne konstitutivne jednadžbe zapisane u parcijal-
nom obliku su 
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gdje su ( )ff εσ ′′  naprezanja (deformacije) u srednjoj rav-

nini, a ( )ss εσ ′′  poprečna posmična naprezanja (deforma-
cije) definirani u lokalnim koordinatama. Dalje je 
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Za izotropan materijal jest 
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Za slučaj homogenoga poprečnog presjeka, uzima se da 
korekcijski faktor K iznosi 6

5 . Za heterogeni poprečni 

presjek korekcijski faktor K će se dati poslije. G je mo-
dul smika, E je modul elastičnosti, ν je Poissonov koe-

ficijent i λ  je Lameova konstanta ( )[ ]21 ννλ −= E . 

2.1.6 Krutosti 

Za statičke se probleme ukupna potencijalna energija 
sustava može napisati kao 

∑=
e

eππ  (42) 

gdje je eπ  potencijalna energija pojedinog elementa. 

Pri tome je 
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gdje je matrica elastičnosti D podijeljena u ravninski dio 
Df i poprečni posmični dio Ds. Nakon diskretizacije ko-
načnim elementima i traženja minimuma od π u odnosu 
prema čvornim varijablama d, dobiju se sljedeće jednadžbe 

ijij fdK =  (44) 

u kojima matrica krutosti Kij povezuje čvorove i i j, a 
sadrži doprinose ravninske i poprečne posmične energi-
je deformacije 
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gdje se rabi integracijsko pravilo s dvije točke po 
debljini ljuske te puna integracija u ξ-η plohi. Zatim je 

ζηξν d d d d d dd J=′′′= zyx  (46) 

gdje je J  determinanta Jacobijeve matrice. 

Ako su osi lokalnoga koordinatnog sustava paralelne s 
osima globalnoga koordinatnog sustava u svim točkama 
srednje plohe ljuske, tada su izrazi za element ljuske isti 
kao i za Mindlinov element ploče. 

2.1.7 Nedostaci elementa Mindlinove ploče i klasičnog 
elementa degenerirane ljuske 

Mindlinov element ploče i degenerirani element ljuske 
dobro opisuju debele ploče i ljuske. Međutim, za tanke 
ploče i ljuske pri upotrebi pune integracije za izračuna-
vanje matrice krutosti često dolazi do povećanja posmične 
i membranske krutosti, koja se nazivaju posmičnim i 
membranskim “lockingom”. Naime, ako se usvoji da 
odnos debljina/raspon teži nuli, posmične deformacije 
ne mogu težiti nuli iako bi trebale prema teoriji tankih 
ploča. Slično tome, kod ljusaka čija je debljina vrlo ma-
la, membranska krutost dominira u odnosu prema ukup-
noj krutosti. Ovo ima za posljedicu povećanje krutosti – 
ukrućenje ("locking") od posmičnih deformacija (pos-
mični "locking"), odnosno membranskih deformacija 
(membranski "locking"). 

Primjenom reducirane ili selektivne integracije pokušalo 
se ispraviti ovaj nedostatak. Međutim, takve tehnike ni-
su uvijek uspješne u svladavanju "locking" problema, a 
dobiveni rezultati još uvijek mogu davati prevelike kru-
tosti (osobito kod problema s upetim rubovima i grubom 
mrežom konačnih elemenata). Kod problema s pretežito 
slobodnim rubovima, mogu se formirati mehanizmi ili 
nul-energetski modovi. Takvi se mehanizmi mogu širiti 
od elementa do elementa, uzrokujući nepostojanje rješe-
nja ili još opasnije slučajeve dobivanja pogrešnih rješe-
nja neposredno pred nastajanje mehanizama. 

2.2 Formulacija usvojenog elementa degenerirane 
ljuske 

Budući da reducirana i selektivna integracija stvaraju 
nulte energetske modove, različiti su autori pokušali 
razviti različite alternativne pristupe izbjegavanja prob-
lema “locking-a” [4], [5], [9], [12], [13], [14], [25], [27]. U 
ovom je radu uporabljeni pristup sa zamjenjujućim po-
ljem posmika koji su izvorno uveli Bathe i Dvorkin [4], 
[9] te poslije poopćio Huang [21], [24]. 
Element degenerirane ljuske razvijen je upotrebom: 
• pretpostavljenih poprečnih posmičnih deformacija 

izraženih u prirodnom koordinatnom sustavu [22] 
• pretpostavljenih membranskih deformacija izraženih 

u ortogonalnom krivolinijskom koordinatnom susta-
vu [21]. 

Ovaj element nema problema “lockinga” i nastajanja me-
hanizama. Element je detaljno opisan u [24], a u nastavku 
je sažeti prikaz načina rješavanja problema "lockinga". 

2.2.1 Eliminacija posmičnog "lockinga" 
Kao što je prethodno navedeno, komponente posmične 
deformacije ξζγ  i ηζγ  definirane su u prirodnom koor-

dinatnom sustavu ( )ςηξ ,, . Uvedene su odgovarajuće 
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bazne funkcije i definiran položaj integracijskih točaka 
za opis pretpostavljenog polja posmičnih deformacija. 
Na slici 3. prikazano je polje pretpostavljenih posmičnih 
deformacija i pripadajući položaj integracijskih točaka 
za 9- čvorni Lagrangeov element. 
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b) položaj integracijskih točaka 
Slika 3.  Modificirani 9-čvorni Lagrangeov element za eliminiranje 

posmičnog "lockinga" 

2.2.2 Eliminacija membranskog "lockinga" 

Za eliminiranje membranskog "lockinga" uveden je orto-
gonalni koordinatni sustav ( )tsr ,,  kod kojeg se ( )0,,sr  
ploha podudara sa srednjom plohom elementa ljuske, a 
os t je okomita na tu plohu (slika 4.). Komponente mem-
branske deformacije izražene su u ovom koordinatnom 
sustavu. Uvedene su bazne funkcije za definiranje pret-
postavljenog polja komponenata membranskih deforma-
cija ssm−ε  i rsm−ε , koje su analogne onima za definira-
nje polja posmika. Osnovna je razlika u tome što su pos-
mične deformacije definirane u ( )ζηξ ,,  sustavu, a mem-
branske deformacije u ( )tsr ,,  sustavu. Rabi se isti polo-
žaj integracijskih točaka za definiranje polja posmika i 
polja membranskih deformacija. 
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Slika 4. Definicija ortogonalnog krivolinijskog koordinatnog sus-

tava (r, s, t) 

Tablica 1. Modifikacije deformacija elementa ljuske za 
eliminiranje posmičnog i membranskog 
"lockinga" 
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U tablici 1. prikazana je modifikacija deformacija za 9- 
čvorni Lagrangeov element, pri čemu mε  označava 
membranske, bε  savojne a sγ  posmične deformacije. 

2.3 Uslojeni model po debljini ljuske 

Da bi se moglo pratiti nelinearno ponašanje materijala 
po debljini ljuske, obično se rabi tzv. uslojeni model. 
Naime, ljuska je po debljini podijeljena u više slojeva 
(lamela), koji mogu biti različite debljine (slika 5.). Pri-
rodna koordinata, koja se mijenja od –1 do 1, smještena 
je u sredini svake lamele. Komponente deformacija i 
naprezanja, te doprinosi krutosti, računaju se u sredini 
svake lamele. 
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Slika 5. Uslojeni model po debljini ljuske 

Integral volumena može se rastaviti preko površine 
srednje plohe ljuske i preko debljine (h). Dakle, krutost 
se može napisati kao 
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Koristeći se izoparametrijskim preslikavanjem, slijedi 
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gdje je ( ) ,, jJ ζηξ  determinanta Jacobijeve matrice 

za lamelu j, jh∆  je debljina j-te lamele i L ukupni broj 

lamela. 

Prema usvojenoj formulaciji konačnog elementa, B mat-
rica se interpolira nakon što se izračuna matrica krutosti 
K. Kako su posmične deformacije uzete konstante po 
debljini ljuske, nije potrebno interpolirati matricu veze 
posmična deformacija-pomak, sB , u svakoj lameli. Stoga 
je sB  usvojena konstantnom po debljini. 

Kako je usvojena pretpostavka konstantnih posmičnih 
deformacija po debljini ljuske, a ne stvarna parabolična 
raspodjela, potrebno je uvesti koeficijente K1 i K2 koji 
kompenziraju pogreške nastale zbog nepostojanja kon-
tinuiteta posmičnog naprezanja. Određivanje ovih koefi-
cijenata može se, primjerice naći u [10]. Za izotropne 
materijale vrijedi 6

5
21 == KK . 

3 Model materijala 

3.1 Model betona 

Još uvijek ne postoje općeprihvaćene konstitutivne jed-
nadžbe koje bi opisivale svu složenost ponašanja betona 
u različitim stanjima naprezanja, pri čemu se one domi-
nantno odnose na uvjete statičkog opterećenja i samo 
manjim dijelom na uvjete dinamičkog opterećenja. Pred-
loženi su razni modeli za opisivanje veze naprezanje-de-
formacija pod višeosnim naprezanjem i različitim uvjetima 
opterećenja. Svaki od njih ima određene prednosti i ne-
dostatke, ovisno o razmatranom problemu. Primjena 
pojednostavljenih modela, koji još uvijek dobro opisuju 
najvažnija svojstva materijala za promatrana stanja, sva-
kako je poželjna s proračunskog stajališta jer omoguća-
va opsežniji proračun. Pojednostavljeni modeli, koji se 
temelje na manjem broju uobičajenih parametara betona, 
svakako su prioritetni u širim praktičnim aplikacijama 
(gdje nije moguće koristiti se složenim modelima teme-
ljenim na većem broju laboratorijski utvrđenih parame-
tara). 
Ovdje je primijenjen u osnovi vrlo jednostavan model 
betona, namijenjen svakodnevnim praktičnim potreba-
ma, koji se temelji na osnovnim parametrima betona (jed-
noosna tlačna i vlačna čvrstoća, modul elastičnosti i Po-
issonov koeficijent), koje je ionako potrebno poznavati 
za druge potrebe. 
Za uključivanje utjecaja dinamičkog opterećenja na me-
haničke karakteristike betona, uvedena je ovisnost kla-
sične jednoosne tlačne čvrstoće cf ′ , vlačne čvrstoće tf ′  i 
modula elastičnosti betona cE  o brzini deformacije ε&. 
Usvojena je ovisnost dinamičkih i statičkih parametara 
sukladno [38], odnosno prema 

( )[ ] ccdccd ffff ′≥′++′=′     ;101log 08.01 5
10 ε&  (49) 

( )[ ] ttdttd ffff ′≥′++′=′ ;101log 08.01 5
10 ε&  (50) 

( )[ ] ccdccd EEEE ≥++= ;101log 05.01 52
10 ε&  (51) 

U navedenim izrazima, koji su jedinstveni za sve betone, 
cdf ′  označuje jednoosnu dinamičku tlačnu čvrstoću, tdf ′  

jednoosnu dinamičku vlačnu čvrstoću i cdE  dinamički 
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modul elastičnosti betona; cf ′ , tf ′  i cE  označavaju odgo-
varajuće vrijednosti parametara za jednoosno statičko 
opterećenje, dok je ε& brzina ekvivalentne deformacije 
definirana sa 

( )[ ]{ } 2
122222 32 yzxzxyyx γγγεεε &&&&&& ++++=  (52) 

U numeričkom postupku u svakoj iteraciji svakoga vre-
menskog inkrementa, izračunava se brzina ekvivalentne 
deformacije u svakoj integracijskoj točki svake lamele 
betona i utvrđuju tekući dinamički parametri betona. Za 
izračunane tekuće vrijednosti parametara betona, uvodi 
se konstitutivni model betona kao za statičko optereće-
nje [32], [40]. 
Granična (slomna) deformacija betona i Poissonov koe-
ficijent uzeti su fiksni, odnosno neovisni o brzini defor-
macije. Nije računano sa smanjenjem čvrstoće betona 
pri ponovljenom (cikličkom) opterećenju. 
Grafička prezentacija usvojenog modela betona prikaza-
na je na slici 6. Pritom treba imati na umu da cdf ′ , tdf ′ , 

cdE , odnosno veze εσ −  (plohe tečenja) nisu fiksne, 
već se permanentno mijenjaju ovisno o tekućoj brzini 
ekvivalentne deformacije ε&. U nastavku ćemo se odvo-
jeno opisati modeliranje betona u vlaku te odvojeno u 
tlaku. 
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Opterećenje  - 
Rasterećenje 
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Dvodimenzionalna prezentacija 

Slika 6. Grafički prikaz modela betona 

3.1.1 Modeliranje betona u vlaku 

Grafička interpretacija modela betona u vlaku pobliže je 
prikazana na slici 7. Pretpostavljeno je linearno-elastič-
no ponašanje betona sve dok se ne dosegne njegova te-
kuća dinamička vlačna čvrstoća tdf ′ . Uzima se da puko-
tine u betonu nastaju samo u ravninama okomitim na 
srednju ravninu ljuske. Zapravo, računa se da se svaka 
lamela betona po visini ljuske nalazi u stanju ravninskog 
naprezanja i razvoj pukotina prati se za to stanje [32]. 
Pretpostavlja se da i nakon pucanja beton ostaje kontinu-
um. Naime, uporabljen je model tzv. distribuiranih pukoti-
na. Računano je da se nakon prve pojave pukotina njezin 
položaj i smjer više ne mijenjaju za ostale promjene optere-
ćenja. Primijenjen je, dakle, model tzv. fiksnih ortogo-
nalnih pukotina. 

Nakon pojave pukotina beton postaje anizotropan, a 
smjer pukotine određuje glavne smjerove anizotropije. 
Modelirano je djelomično i potpuno zatvaranje pukotina 
u rasterećenju i ponovno otvaranje prije nastalih pukoti-
na pri ponovnom opterećenju. Moguće stanje pukotina 
prikazano je na slici 8. 

Vlačna
deformacija

Vlačno
naprezanje

7.05.0 ≤≤ tsβ

cdtdcrcrtsts f σεαεαε ′=<≤=     ;155     ;  ts

iσ

tdf ′

tdts f ′β

crε
iε tsε

iEcE

 
Slika 7. Model betona u vlaku 

 

Nema pukotina Otvorena druga 
pukotina 

Otvorena prva 
pukotina 
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Slika 8. Shematski prikaz mogućih slučajeva otvaranja i zatvaranja 

pukotina (pukotine su okomite na ravninu ljuske) 

Doprinos krutosti neispucanog betona između pukotina 
simuliran je postupnim smanjenjem komponente vlačnog 
naprezanja okomito na ravninu pukotine, a sukladno sli-
ci 7. Na slici je također ilustrirano ponašanje pri optere-
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ćenju i rasterećenju. Pretpostavljeno je da opterećenje, 
rasterećenje i ponovno opterećenje slijede linearno pona-
šanje s fiktivnim modulima elastičnosti iE , koji su defi-
nirani s 

( ) itsitdtsi fE εεεβ //1−′= ;   tsicr εεε ≤≤  (53) 

gdje su tsβ  i tsε  parametri vlačne krutosti betona, a iε  
najveća registrirana vrijednost vlačne deformacije oko-
mite na ravninu pukotine u promatranoj točki. Ukoliko 

iε  premaši vrijednost tsε , usvojeno je 0=σ . Ako je pu-
kotina zatvorena, tj. kad je deformacija okomita na rav-
ninu pukotine negativna, tlačna naprezanja preko ravni-
ne pukotine mogu se prenositi kao i u slučaju homoge-
nog betona. Nakon ponovnog otvaranja prethodno zat-
vorene pukotine uzima se u obzir prethodno smanjena 
vlačna krutost, odnosno pri ponovnom opterećenju Ecd 
se uzima prema slici 7. 

Dakle, naprezanje okomito na ravninu pukotine *
1σ  (i/ili 

*
2σ ) dobiva se prema navedenoj slici s 

( )tsittdts f εεβσ /1*
1 −′=  za tsiti εεε ≤≤  

iiti εεσσ /*
1 =  za iit εε ≤  (54) 

gdje je itε  tekuća vlačna deformacija u promatranoj 
točki okomito na ravninu pukotine. 

Granična vlačna deformacija okomita na ravninu puko-
tine iznad koje nema doprinosa vlačne krutosti betona 
može se izraziti s 

crtsts εαε =  (55) 

gdje je cdtdcr Ef ′=ε  deformacija kod prve računske po-
jave pukotine, tsα  odabrani koeficijent, a cdE  početni 
dinamički modul elastičnosti betona u vlaku. Kako nema 
načina njegova točnog određivanja, ostaje jedina moguć-
nost da se tsα  odredi na temelju iskustva. Može se svrsi-
shodno primijeniti da je: 205 ≤≤ tsα , odnosno da tsε  bu-

de između 0,5 οο
ο  i 2 οο

ο  [11]. 

Vrijednost koeficijenta tsβ  treba uzeti u granicama 
7.05.0 ≤≤ tsβ , ovisno o postotku armiranja presjeka. 

U praktičnim slučajevima može se općenito računati s 
6.0=tsβ  [11]. 

Posmična krutost ispucanog betona simulirana je sukladno 
slici 9. Naime, usvojen je takav model pri kojem se mo-
dul smika puknutog betona uzima u funkciji deformaci-
je okomito na ravninu pukotine. 

Za beton koji ima jednu pukotinu u lokalnom smjeru 1 
vrijedi: 

( )shGG εε /1 112 −= ;   012 =G  za shεε ≥1  

1213 GG =  (56) 

GG 6
5

23 =  

gdje je G modul smika homogenog betona 
( )[ ]ν+= 12cdEG . 

Za beton koji ima jednu pukotinu u smjeru 2 vrijedi 
( )shGG εε /1 212 −= ;   012 =G  za shεε ≥2  

1223 GG =  (57) 

GG 6
5

13 =  

Za beton koji ima pukotinu u oba smjera jest 
( )shGG εε /1 max12 −= ;  012 =G  za shεε ≥max  

( )shGG εε /1 113 −= ;      013 =G   za  shεε ≥2  (58) 

( )shGG εε /1 223 −= ;     023 =G   za  shεε ≥1  

Ako je pukotina zatvorena, modul smika u tom smjeru 
uzima se kao kod neispucanog betona. 

Granična deformacija okomito na ravninu pukotine 
iznad koje nema računskog prijenosa posmika može se 
izraziti kao 

crshsh εαε =  (59) 

gdje je shα  traženi koeficijent. Ova fiktivna deformaci-
ja odgovara širini pukotine kod koje nema zahvaćanja 
agregata u posmiku i trenja između ravnina pukotina, te 
utjecaja zaklinjenja armature. Budući da nema načina 
točnog određivanja koeficijenta shα , i ovdje ostaje sa-
mo mogućnost da se on odredi na temelju iskustva. Za 
vrijednost koeficijenta shα  može se usvojiti 4010 ≤≤ shα  

[37] odnosno da vrijednost shε  bude od oko 1 οο
ο  i 4 οο

ο . 

0

1

( )
G

GGG 231312 ,,

shε

4010 ≤≤
=

sh

crshsh

α
εαε

21,εε  
Slika 9. Model redukcije modula smika puknutog betona 

3.1.2 Modeliranje betona u tlaku 

Modeliranje betona u tlaku grafički je prikazano na slici 
6. Za opis tlačnog ponašanja betona korištena je teorija 
plastičnosti, za koju je potrebno definirati: uvjet tečenja, 
pravilo ojačanja i pravilo tečenja, te uvjet drobljenja. 
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(i) Uvjet tečenja 

U izloženom modelu ploča i ljusaka uključen je utjecaj 
poprečnog posmika, pa je nužno koristiti se troosnim 
uvjetom tečenja oblika 

( ) ( )[ ] 0
2/1 

2121 3, σβα =+= JIJIf  (60) 

gdje su 1I , 2J  prve dvije invarijante naprezanja, α  i β  
parametri materijala, a 0σ  ekvivalentno efektivno napre-
zanje (uzeto kao tlačno naprezanje dobiveno jednoosnim 
testom). Ako se svede na glavna naprezanja, (60) se mo-
že napisati u obliku 

( )
( ) ( )[ ] 2

0133221
2
3

2
2

2
1

321

σσσσσσσσσσβ

σσσα

=++−+++

+++
 (61) 

Kako stanje naprezanja u debelim pločama i ljuskama 
odgovara približno dvoosnom stanju (jer je naprezanje 
okomito na srednju plohu z′σ  zanemarivo), logična je 
upotreba dvoosnog testa za definiranje konstanti α  i β . 
Ovdje je primijenjen jednoosni tlačni test i dvoosni tlač-
ni test pod jednakim tlačnim naprezanjima ( )21 σσ =  za 
definiranje ovih parametara. Za praktične se potrebe može 
uzeti da je odnos između dvoosne granice tečenja (čvrsto-
će) cbf  i jednoosne granice tečenja (statičke čvrstoće) cf ′  

ccb ff ′= )20,1 do( 16,1  (62) 

Ako se primijeni Kupferov rezultat [30], ccb ff ′= 16,1 , 
tada se iz (61) dobiva 

355,1
355,0 0

=
=

β
σα

 (63) 

Izraz (60) napisan preko komponenata naprezanja tada 
ima oblik 

( )
( )

( ) ( )[ ] 0

2/1

22222

0

3355,1

355,0
σ

τττσσσσ

σσσ
σf

zxyzxyyxyx

yx
=













+++−+

++
=

 (64) 

Za model s potpuno plastičnim ponašanjem, 0σ  je uzet 
kao granično naprezanje cf ′  iz jednoosnoga statičkog 
tlačnog testa. Elastično ponašanje se obično uzima do 
oko 30% naprezanja cf ′ . Iduće plohe opterećenja 

( ) ( )χσσf 0=  funkcije su parametra ojačanja χ  defini-
ranog s pomoću pravila ojačanja. Kada efektivno napre-
zanje, definirano funkcijom tečenja, dosegne granično 
naprezanje cf ′ , pretpostavlja se potpuno plastično pona-
šanje sve dok se ne dosegne ploha sloma (dok se ne za-

dovolji uvjet drobljenja). U rasterećenju je primijenjeno 
linearno ponašanje s početnim modulom elastičnosti be-
tona. 

Radi uključivanja utjecaja brzine deformacije pri dina-
mičkom opterećenju, cf ′  treba zamijeniti sa cdf ′ . 

(ii) Pravilo tečenja 

Primijenjeno je tzv. pridruženo pravilo tečenja, odnosno 
usvojena je okomitost vektora plastične deformacije na 
plohu tečenja. Inkrement plastične deformacije tada je 
određen s 

( )
ij

p
ij

f
σ
σλε

∂
∂

= dd  (65) 

gdje je λd  konstanta proporcionalnosti koja određuje 
veličinu inkrementa plastične deformacije, a gradijent 

( ) ijσσf ∂=∂  definira smjer koji je okomit na plohu teče-

nja. Funkcija naprezanja ( )σf  jest uvjet tečenja ili funk-
cija idućeg opterećenja u modelu s deformacijskim oja-
čanjem. Formulacija elasto-plastične konstitutivne mat-
rice epD  može se primjerice naći u [32]. 

(iii) Pravilo ojačanja 

Pravilo ojačanja definira kretanje uzastopnih ploha teče-
nja (ploha opterećenja) za plastičnog deformiranja. Kon-
cept efektivnog naprezanja i efektivne plastične defor-
macije omogućuje ekstrapolaciju jednostavnoga jedno-
osnog testa u višeosno stanje, što je učinjeno s pomoću 
“Madridske parabole” [11] 

2

0

0
2
1

0 ε
ε
EεEσ −=  (66) 

gdje je 0E  početni modul elastičnosti, ε  ukupna defor-
macija, a 0ε  deformacija pri maksimalnom naprezanju 

cf ′ . Ako se elastična deformacija izrazi s 0/ Eσεe = , te 
ovo uvrsti u (66), dobiva se 

pp εεEεEσ 0
2
00 2+−= ;        cc fσf ′≤<′3.0  (67) 

gdje je pε  komponenta plastične deformacije, a 

00 /2 Efε c′=  za uobičajene betone. Za uvjete dinamič-
kog opterećenja, cf ′  treba zamijeniti s cdf ′ . 

(iv) Uvjet drobljenja 

Uvjet drobljenja u tlaku definiran je preko invarijanta 
deformacija, i to analogno izrazu (59) s  

( ) 2
21 3 uεJβIα =′+′  (68) 
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gdje su 1I ′  i 2J ′  invarijante deformacija, a uε  je 
granična ukupna deformacija dobivena ekstrapolacijom 
rezultata jednoosnog testa. Ako se parametri α i β odre-
de na isti način kao i kod uvjeta tečenja, uvjet drobljenja 
izražen preko komponenata deformacija ima oblik 

( )
( ) ( )[ ] 222222 75.0355.1

355.0

uzxyzxyyxyx

yxu

εγγγεεεε

εεε

=+++−++

+
 (69) 

Kada uε  dosegne vrijednost granične deformacije, uzi-
ma se da beton više nema nikakve čvrstoće ni krutosti u 
promatranoj točki. 

3.2 Model armature 
Način modeliranja armature grafički je prikazan na slici 
10., a usvojena veza naprezanje-deformacija za čelik na 
slici 11.  

(a) Pružanje armaturnih šipki

(b) Ekvivalentna lamela armature

debljina ljuske

srednja ravnina

armaturne šipke
lokalna os
elementa

aα

ξaA

2

1

čelična lamela

ξ

aξ

-1

x′

y′

 
Slika 10. Modeliranje armature 

Armaturne su šipke modelirane kao zasebne čelične la-
mele ekvivalentne (normalizirane) debljine ( )ξaA  i na 

odgovarajućoj (normaliziranoj) udaljenosti ( )aξ  od srednje 
ravnine ljuske. Naprezanja se mogu javljati samo u 
smjeru pružanja šipki. Računano je s punom kompatibil-
nošću pomaka betona i armature.  

Ponašanje čelika (slika 10.) opisano je s bilinearnom 
vezom naprezanje-deformacija i to jednako u tlaku i vla-
ku. U uvjetima dinamičkog opterećenja, tekuća dinamička 
čvrstoća čelika adf  uzeta je oblika 

( )[ ] aadaad ffεff ≥++= ;101log006.01 43
10 &  (70) 

gdje adf  označava tekuću dinamičku, a af statičku ra-
čunsku čvrstoću čelika. Nije uzeta ovisnost modula elas-
tičnosti i granične deformacije čelika o brzini deforma-
cije. U rasterećenju je uzeto linearno ponašanje s počet-
nim modulom elastičnosti. Lom šipki nastaje kada defor-
macija u pravcu njihova pružanja prekorači graničnu vri-
jednost auε . 

aσ

aεauε

aE

aE

H ′

aE

auε−

aE

H ′
adf−

af−

adf

af
dinamičko opterećenje 
statičko opterećenje 

 
Slika 11. Veza naprezanje-deformacija za betonski čelik 

4 Model geometrije 

Osim materijalne nelinearnosti, u model proračuna be-
tonskih ljusaka uključena je i geometrijska nelinearnost. 
Konkretno, uključen je utjecaj pomaka konstrukcije kao 
jedan od značajnijih čimbenika geometrijske nelinear-
nosti (drugi čimbenik su velike deformacije koje ovdje 
nisu razmatrane). 

Utjecaj promjene geometrije osobito je izražen kod tan-
kih ljusaka. Čak i pri relativno malim pomacima, uključe-
nje geometrijske nelinearnosti može biti presudno za 
točnost dobivenih rezultata. Neuključivanje utjecaja po-
maka konstrukcije može rezultirati u neopravdano ukru-
ćenje ili omekšanje sustava, ovisno o problemu, odnosno 
voditi krivim zaključcima glede granične nosivosti i sigur-
nosti konstrukcije. 

Za uključenje utjecaja velikih pomaka i velikih rotacija 
obično se rabi tzv. ukupna Lagrangeova formulacija, ili 
pak tzv. ažurirana Lagrangeova formulacija. Ukupna 
Lagrangeova formulacija temelji se na pojednostavlje-
nim Von Karaman-ovim izrazima za deformacije. Ovaj 
pristup, uz usvojeni element ljuske, nije prikladan za 
proračun jer se ukupne posmične deformacije trebaju 
interpolirati u svakoj iteraciji [7], [29]. Stoga je ovdje 
uporabljena ažurirana Lagrangeova formulacija ili tzv. 
korotirajuće koordinate. 

Prema usvojenom pristupu, jednadžbe ravnoteže stalno 
se postavljaju i rješavaju na deformiranom sustavu. 
Naime, u svakoj se iteraciji traženja rješenja računaju 
nove koordinate čvorova sustava, tako da se 
koordinatama čvorova iz prethodne iteracije dodaju 



Analiza betonskih ljusaka J. Radnić i drugi 

708 GRAĐEVINAR 53 (2001) 11, 695-709 

izračunani tekući prirasti pomaka čvorova. Ovim se 
indirektno uključuje i promjena oblika elemenata, što 

može rezultirati u numeričke nestabilnosti pri jako 
velikim pomacima konstrukcije. 
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