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Glazba titrajuce Zice

Kresimir Burazin * Jelena Jankov *

Sazetak

U radu je opisano kako Zi¢ani glazbeni instrumenti proizvode zvuk.
Najprije su uvedeni osnovni pojmovi akustike, pojasnjena ideja Fouri-
erove analize i sinteze valova, te pojmovi konsonantnosti i disonant-
nosti intervala. Zatim je izveden model malih popre¢nih oscilacija
tanke napete Zice, te je dobivena valna jednadZba rijeSena Fouriero-
vom metodom. Posebno su analizirani primjeri titranja Zica gitare i
klavira.
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Music of a vibrating string

Abstract

The paper describes how string musical instruments produce sound.
First, we introduce some basic notions of acoustics and clarify the idea
of Fourier analysis and synthesis of waves, as well as the notion of
consonance and dissonance of intervals. Then we introduce a model
of transverse oscillations of a thin string, and use the Fourier method
to solve the derived wave equation. Finally, we analyze oscillations of
strings of a guitar and a piano.
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1 Zvuk

Pojam zvuk obi¢no koristimo u jednom od sljede¢a dva znacenja: subjek-
tivno, da bismo opisali podrazaje koje detektira na$ slusni aparat; i objek-
tivno, zvukom nazivamo vibracijsko gibanje koje ¢ovjek osjeti kao slusne
podrazaje. Veéina ljudi taj pojam koristi u ovome prvom, subjektivnom
smislu. U istom smislu se on koristi i u glazbi koju mozemo shvatiti kao vr-
stu umjetnosti koja kao medij koristi zvuk organiziran u vremenu po odre-
denom planu. S druge strane, u akustici, dijelu fizike koji proucava zvuk,
taj se pojam koristi u ovome drugom smislu.

Cinjenica jeste da je na§ subjektivni doZivljaj zvuka nerazdvojiv od onog
objektivnog: vibracijskog gibanja medija u kojem se nalazimo. I ovaj rad
na neki nacin opisuje kako je povezan taj subjektivni dozivljaj zvuka s pri-
padnim vibracijskim gibanjem medija, kroz primjer Zi¢anih glazbenih ins-
trumenata. Svi Zi¢ani instrumenti kao bazu za stvaranje zvuka koriste vi-
briranje, odnosno titranje svojih Zica, pa ¢emo stoga u radu opisati jedan
model titranja tanke elasti¢ne Zice te primijeniti dobivene rezultate na pri-
mjerima Zica gitare i klavira.

Pojasnimo najprije kako nastaje zvuk: zamislimo zatvorenu prostoriju u ko-
joj se nalazi klasi¢ni zvuénik radio uredaja. Ukoliko zvuc¢nik ne radi, tada se
molekule zraka nasumic¢no gibaju i u prosjeku su uniformno distribuirane,
pa je tlak jednak u svakoj tocki. Tada u prostoriji nema zvuka. Ukoliko pus-
timo neku glazbu preko naseg zvuc¢nika, tada membrana zvu¢nika poc¢ne
vibrirati te u interakciji sa susjednim molekulama zraka stvara niz zgusnje-
nja (dijelovi s visim tlakom) i razrjedenja (dijelovi s nizim tlakom) zraka koja
se onda dalje prenose zrakom: kada se membrana zvucénika ispup¢i prema
van, onda se s vanjske (ispred membrane) strane zvuc¢nika zrak sabije (tlak
se na tom dijelu poveca), a kada se membrana uvuce prema unutra, onda se
zrak s prednje strane rasiri, odnosno tu se smanji tlak zraka. Taj niz zgus-
njenja i razrjedenja nazivamo zvucni val i to je ono $to naSe uho registrira
kao zvuk (odnosno glazbu koju smo pustili). Ovdje smo opisali nastajanje
zvuénog vala u zraku, mada to moZze biti i neki drugi medij (voda, metal),
te ¢emo i u daljnjem stalno govoriti o zraku kao mediju. ViSe informacija
o zvuku i zvuénim valovima moZe se naci u veéini klasi¢nih udZzbenika fi-
zike, poput [5], [6]], [2].

Matematicki, zvuéni val je mozda najjednostavnije opisati pomocu tlaka
p kao funkcije prostornih koordinata i vremena. Zgusnjenju i razrjedenju
zraka odgovaraju povecanje, odnosno smanjenje tlaka. Radijednostavnosti
mi ¢éemo sve promatrati u jednoj tocki prostora (zamislimo da se u njoj na-
lazi uho slusaca), panam je tada tlak funkcija samo vremena p: [0, +o0) —R.
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U Jjudskom rje¢niku postoji niz termina kojima pokuSavamo opisati razli-
¢ite dozivljaje zvuka, primjerice urlik, jauk, zvizduk, cika, SuSanj, tutanj i
mnogi drugi. Veéinu tih zvukova bismo klasificirali kao buku, za razliku
od zvukova koje nazivamo glazbenim tonovima. Ta razlika u nasem doZziv-
ljaju zvuka usko je vezana uz svojstva pripadnog zvucénog vala, odnosno
svojstva funkcije p. Ta svojstva su amplituda, intenzitet i frekvencija zvuénog
vala.

Amplituda A se definira kao apsolutno maksimalno odstupanje funkcije
tlaka od tlaka zraka u odsustvu zvuc¢nog vala. Preciznije, ako je pg tlak
zraka kada nema zvuénog vala, onda je amplituda definirana s

A= max |[p(t) = pol.
te[0,4-o00)
Intenzitet vala je mjera koja mjeri koliko energije val nosi. Bez da idemo u
detalje, recimo samo da je intenzitet vala proporcionalan kvadratu ampli-
tude, s konstantom proporcionalnosti koja ovisi o mediju kojim se val 8iri.

Pojam frekvencije je pojam koji se veZe uz periodi¢ne zvuéne valove (tonovi
su upravo takvi). Dakle, ako je p periodi¢na funkcija temeljnog perioda T,

onda se % naziva frekvencija zvu¢nog vala. Na slici[l|dan je primjer sinu-

soidalnog zvu¢nog vala amplitude 2 i frekvencije %

1.1 SluSanje i percepcija zvuka

Prije nego Sto razjasnimo kako gornja svojstva zvuc¢nog vala utje¢u na na$
dozivljaj zvuka, opiSimo najprije kako cujemo: kada zvucni val dode do
uha, on preko usnog kanala dolazi do bubnji¢a. PodraZena zvuénim va-
lom membrana bubnjica pocne vibrirati, a zatim se te vibracije preko tri
usne kosti prenose do fizioloske tekuéine u unutarnjem uhu. Tu dolazi do
pomicanja tekuéine i do podraZzivanja osjetnih slusnih stanica, koje su po-
vezane sa ziv€anim vlaknima, te se tako mehanicka energija zvuka pretvara
u elektri¢ni impuls, koji se onda putem slusnog Zzivca i slusnog puta pre-
nosi do moZdane kore, gdje nastaje svjesna percepcija zvuka.

Veé smo rekli da na percepciju zvuka utjecu svojstva zvuénog vala. Tako
primjerice, zvucni val koji je periodi¢an obi¢no interpretiramo kao torn, dok
neperiodi¢ne zvucne valove najcesce interpretiramo kao buku. Ljudsko
uho tonove razlikuje po glasnoci, visini i boji (u glazbenoj teoriji se ovdje
¢esto dodaje i trajanje). Svaka od ovih karakteristika je povezana s prije na-
vedenim svojstvima zvuénog vala, odnosno funkcije p. Stovise, pokazuje
se da je svaka od karakteristika naSe percepcije zvuka dominantno odre-
dena sa samo jednim od gore navedenih parametara funkcije p. Tako na
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p(t)

Slika 1: Sinusoidalni zvuéni val p(t) = 2sin(3t).

glasnocu tona najvise utjece intenzitet vala (odnosno amplituda), na visinu
frekvencija vala, dok na boju utjece oblik vala.

Preciznije, glasno¢u priblizno dozivljavamo kao logaritamsku funkciju in-
tenziteta: da bi neki zvucni val dozivjeli kao dvostruko glasniji nego neki
drugi, intenzitet vala se mora kvadratno povecati. Sli¢no i visinu tona pri-
blizno dozivljavamo kao logaritamsku funkciju frekvencije.

Na slici [2| su prikazana tri sinusoidalna zvuc¢na vala. Uoc¢imo da p; i p2
imaju istu frekvenciju (isti period), ali je amplituda (a time i intenzitet) vala
p2 veca od one vala p;. Stoga bismo p, percipirali kao glasniji od p;. Sli¢no,
p2 i p3 imaju istu amplitudu, dok je frekvencija vala p; veéa od one vala p3.
Stoga bismo p percipirali kao visi ton od ps.

Covjek ne moze &uti zvukove proizvoljnog intenziteta i frekvencije. Obi¢no
se u udzbenicima iz fizike moZe pronaci informacija da ljudsko uho ¢uje
zvukove u rasponu frekvencija od 20 Hz do 20000 Hz. Medutim, vazno je
naglasiti da taj raspon znacajno ovisi i o intenzitetu, te da gotovo niti jedan
pojedinac nije sposoban ¢uti taj cijeli raspon frekvencija. Napomenimo i da
zvukovi frekvencije manje od 20 Hz (infrazvukovi), i frekvencije veée od
20000 Hz (ultrazvukovi) imaju Siroku primjenu u tehnici i medicini.

Da bismo objasnili kako to oblik vala utjeCe na nas dozivljaj boje tona po-
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pl
— — —p2 ]
== p3

p(®)

Slika 2: Tri sinusoidalna vala py(t) = sin(t),p2(t) = 2sin(t),ps(t) =
2sin(t/3).

trebno nam je osnovno znanje Fourierove analize: poznato je da se svaka
(dovoljno dobra) periodi¢na funkcija p: [0, +00) — R temeljnog perioda T
moze zapisati u obliku sume trigonometrijskog reda

ad . 2nrtt
p(t) = po+ Z Ay, sin (n]z'c +(pn> ,

n=1

pri ¢emu se koeficijenti Fourierovog reda po, Ay 1 ¢, racunaju iz izraza

T
1/ . an by
= — Hdt, A,=+/d2+b2, sing,= —1—", cosSQy = —r—w,
=g [P A=y, S = e 0T TR

T T
2 2nrt 2 . (2nmt
ay = To/p(t)cos( T > dat, b, = T()/p(t)sm( T ) dt,

za proizvoljni n € IN. Ovdje neemo diskutirati o razli¢itim vrstama kon-
vergencije tog reda i uz koje uvjete su one osigurane (za vise o tome vidi
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[4]). Sli¢no i u ostatku rada ne¢emo precizirati uvjete uz koje je racun koji
provodimo ostvariv. Naime, Zelja nam je prikazati glavne ideje koje se tu
javljaju, bez previSe ulaZenja u tehnicke detalje. Napomenimo jo$ i da ko-
eficijenti A, monotono padaju prema 0 kada n — co.

U slucaju kada funkcija p predstavlja na$ zvuéni val, prvi ¢lan py(t) :=
Ay sin (2 + ¢1) pripadnog Fourierovog reda nazivamo osnovni ili funda-
mentalni ton, dok se ostali clanovi nazivaju alikvotni tonovi ili (visi) harmonici.
Shodno tome se govori i o frekvenciji, odnosno amplitudi osnovnog tona
(osnovna ili fundamentalna frekvencija/amplituda), te o frekvenciji i amplitudi
visih harmonika. Uoc¢imo da je p; periodi¢na funkcija s temeljnim peri-
odom T. Stoga frekvencija fundamentalnog tona iznosi %, odnosno jed-
naka je frekvenciji polaznog zvuc¢nog vala. Sli¢no se moze vidjeti da frek-
vencije visih harmonika iznose redom %, %, %, .... Takoder napomenimo
da se u nasem Fourierovom redu ne moraju pojavljivati svi harmonici, jer
neki A,-ovi mogu biti jednaki nuli.

Pokazuje se da na nas dozivljaj boje tona najviSe utjece distribucija visih har-
monika, odnosno veli¢ina koeficijenata A, i ¢, za n > 2. To je razlog zasto
nam primjerice srednji C na oboi zvudi drugacije od srednjeg C na trubi, iako
im je fundamentalna frekvencija jednaka. Jednostavno receno ta dva ins-
trumenta proizvode vise harmonike drugacijih amplituda.

Rastav nekog zvuc¢nog vala u Fourierov red ¢esto se naziva harmonijska ana-
liza. Izgleda da ljudsko uho funkcionira kao mali harmonijski analizator.
Obrnuti proces stvaranja slozenog zvu¢nog vala od jednostavnih sinuso-
idalnih valova nazivamo harmonijska sinteza. To je osnovni princip rada
elektricnih glazbenih sintisajzera koji na taj nacin mogu oponasati zvukove
raznih glazbenih instrumenata.

1.2 Glazbeni intervali

Kako objasniti to da su nam neki zvukovi ugodni za slusati, na primjer
glazba, Sum mora, glasovi ljudi oko nas, dok neki zvukovi izazivaju izra-
ziti osjecaj neugode? To je zapravo dosta sloZeno pitanje i postoje brojna
istrazivanja koja se bave tom problematikom (poput [8]). Mi ¢emo se zadr-
Zati samo na glazbi: za naSe potrebe recimo da je glazba umjetnost koja se
izrazava pjevanim i/ili sviranim tonovima (mada se mogu koristiti i neki
drugi zvukovi) i tiSinom (stanke/pauze) izmedu njih. Medutim, jasno je
da nam, ako netko nasumic¢no odsvira niz tonova na nekom glazbenom
instrumentu, to najvjerojatnije nece biti osobito ugodno za slusati, pa na
nekoj intuitivnoj razini to bas$ i ne bi zvali glazbom. Drugim rije¢ima, da
bismo nesto zvali glazbom ne bi nam to smjelo stvarati osjecaj neugode pri-
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likom izvodenja. Stoga se prirodno postavlja pitanje $to to neki niz tonova
¢ini ugodnim, odnosno neugodnim za slusanje. Pokazuje se da je to pitanje
intervala tonova.

Interval dvaju tonova je omjer njihovih frekvencija i upravo intervali su
ti koji imaju najve¢u ulogu u percepciji ugode, odnosno neugode zvukova.
Shodno tome, za interval kazemo da je disonantan, ukoliko kod slusaca iza-
ziva napetost, nemir i opéenito neugodne emocije, odnosno konsonantan
ukoliko izaziva osjecaj harmonije i ugode. Postavlja se prirodno pitanje
koji su to intervali konsonantni, a koji disonantni?

Veliki doprinos izucavanju konsonantnih i disonantnih intervala dao je jo$
grcki matematicar i filozof Pitagora (6. st. pr. Kr.), koji je najprije otkrio da
suintervalil: 2,2 : 313 : 4 (oktave, kvinte i kvarte, redom) konsonantni, te
kasnije izrekao tvrdnju poznatu kao Pitagorin zakon malih brojeva koja kaze
da je interval izmedu dva tona konsonantan ukoliko se moZze prikazati kao
omjer malih prirodnih brojeva (manjih ili jednakih 8). U suprotnom, inter-
val se smatra disonantnim, mada i ovdje postoje iznimke, kao $to se vidiiiz
tablice 1 koja nam daje pregled nekih intervala, njihovih naziva i percepcije
(za viSe o tome vidi [10]).

| Omjer frekvencija | Naziv interval | Percepcija |

1:1 prima konsonantan
16:15 mala sekunda | konsonantan
10:9; 9:8 velika sekunda | disonantan

6:5 mala terca konsonantan
5:4 velika terca konsonantan
4:3 kvarta konsonantan
3:2 kvinta konsonantan
8:5 mala seksta konsonantan
5:3 velika seksta konsonantan
9:5;16:9 mala septima disonantan

15:8 velika septima | disonantan

2:1 oktava konsonantan

Tablica 1: Glazbeni intervali

1.3 Zic¢ani glazbeni instrumenti

Glazbena vilica mozZze proizvesti ton koji je gotovo sinusoidalnog oblika. To
ne moZe niti jedan glazbeni instrument — svi proizvode sloZene tonove. U
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ovom radu najviSe ¢e nas zanimati kako ton stvaraju Zi¢ani glazbeni ins-
trumenti, u prvom redu gitara i klavir. Zajedni¢ko svim Zi¢anim instru-
mentima je da zvuk proizvode titranjem Zica. Zamislimo da imamo tanku
napetu Zicu, te ju na neki nacin pobudimo na gibanje: moZemo ju primje-
rice malo povuéi pa pustiti (kao kad sviramo gitaru) ili ju recimo udariti
nekim bati¢em (kao kod sviranja klavira). Zica pocinje titrati to stvara gi-
banje zraka oko nje: u smjeru u kojem se pomakne Zica dolazi do sabijanja
zraka, odnosno njegovog zgusnjenja. U nekom trenutku Zica se poc¢ne vra-
¢ati u smjeru pocetnog poloZzaja, te ostavlja iza sebe mali vakuum, odnosno
dolazi do razrjedenja zraka na tom mjestu. Tako gibanje titrajuce Zice stvara
naizmjeni¢no zgusnjenje i razrjedenje zraka, odnosno stvara zvucni val.

To je osnovni princip stvaranja zvuénog vala svih Zicanih instrumenata.
Glasnoca tako dobivenog zvucnog vala se onda pojacava na razne nacine.
Kod gitare se to radi rezonancijom u tijelu gitare, kod klavira za to sluZzi re-
zonantna ploca i sli¢no kod ostalih instrumenata. Postoje i jos neki elementi
koji mogu utjecati na dobiveni zvucni val, poput prigusivaca na klaviru i
sli¢cno. Mi ¢emo se u ostatku rada fokusirati isklju¢ivo na samo titranje Zice:
najprije éemo ga modelirati, a zatim i rijesiti dobiveni model.

2 Modeliranje oscilirajuce Zice

Promatramo male poprecne oscilacije napete homogene tanke elasticne Zice du-
liine I > 0, u¢vrécene na rubovima kao na slici 3}

Pri tome pretpostavljamo da je zica napeta konstantnom silom p > 0, rije¢
homogena znaci da je Zica konstantne (linearne) gusto¢e mase p > 0, a tanka
znadi da joj je masa mala, u smislu da je napetost Zice puno veca od gra-
vitacije koja djeluje na Zicu, pa stoga gravitaciju zanemarujemo. Isto tako
zanemarujemo otpor zraka, te unutrasnje otpore unutar Zice (znacenje ri-
jeci elasticna). Takoder, zanimaju nas male poprecne oscilacije, $to znaci da
pretpostavljamo da se gibanje vrsi samo u smjeru y-osi te zanemarujemo
istezanje Zice za vrijeme gibanja. Pretpostavljamo i da su deformacije Zice
male (kasnije éemo precizirati $to to znaci), te da nema pucanja Zice.

U skladu sa slikom 3] pretpostavljamo da u stanju mirovanja (poloZaja rav-
noteze) zica zauzima segment [0,!] x-osi. Dva su osnovna nacina na koji
Zicu iz stanja mirovanja moZemo pobuditi na gibanje: moZzemo ju malo iz-
vudi iz poloZaja ravnoteZe i pustiti da se giba (kao kod sviranja gitare) ili
Zicu moZemo udariti nekim objektom (malim batom) i time inicirati giba-
nje (kao kod sviranja klavira). Prvi na¢in odgovara tome da smo gibanje
inicirali zadavanjem pocetnog poloZzaja Zice, a drugi zadavanjem pocetne
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brzine gibanja Zice. Bez obzira na to na koji ju na¢in pobudili na gibanje, Ze-
ljeli bismo to gibanje nekako opisati, u smislu da u svakom trenutku f to¢no
znamo poloZaj zice. Drugim rije¢ima, ako otklon (progib) tocke x € [0,1] iz
ravnoteznog poloZaja u trenutku t oznadimo s u(x, t) (slika[3), tada opisati
gibanje zapravo znaci poznavati funkciju progiba u.

u(x,t)

Slika 3: Progib u u fiksnom trenutku t.

Da bismo izveli jednadZbu koji progib u zadovoljava koristit ¢emo zakon
sacuvanja kolicine gibanja. To je jedan od fundamentalnih fizikalnih zakon
koji za naSu zicu glasi: promjena koli¢ine gibanja proizvoljnog komada Zice
D = [x1,x2] C [0,1] po jedinici vremena jednaka je ukupnom zbroju sila koje
djeluju na komad Zice D.

i

Bududi da je brzina gibanja tocke x Zice u trenutku ¢ jednaka g—?(x, £)j
(uocimo da se gibanje vrsi samo u smjeru y-osi), to je ukupna koli¢ina gi-
banja komada D jednaka

X2 a

u -
[ o5 e,
X1
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pa je njezina promjena po jedinici vremena dana s
X2
d Ju >
= [ o5 (x,t)dxj. 1
5 [ 05 (et dx] 1)
X1

S druge strane, sila koja djeluje na komad D je posljedica napetosti Zice i
obi¢no se naziva kontaktna sila. U tocki xp kontaktnu silu koja djeluje na D
moZemo interpretirati kao silu kojom komad Zice [x», I] djeluje na D i sli¢no
u tocki x1, kao silu kojom komad Zice [0, x1] djeluje na D. Da bismo izra¢u-
nali te kontaktne sile koristit ¢emo pretpostavku malih deformacija, pa stoga
pojasnimo najprije na sto se misli kada se kaze deformacije Zice su male.

Bududi da u fiksnom trenutku f Zica zauzima oblik grafa funkcije x
u(x,t), pretpostavka malih deformacija zapravo znadi da je tangenta na
graf te funkcije u bilo kojoj tocki x skoro paralelna osi x. Drugim rije¢ima,
koeficijent smjera te tangente je malen po apsolutnoj vrijednosti (blizu nuli).
Kako je koeficijent smjera jednak derivaciji u promatranoj tocki, to zapravo

znaci da pretpostavljamo da je £ (x,t) malo po apsolutnoj vrijednosti. Pri-
mjer malih i velikih deformacija je prikazan na slici 4}

Slika 4: Primjer velikih i malih deformacija

Zbog malih deformacija razumno je pretpostaviti da kontaktna sila dje-

10
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luje tangencijalno na Zicu. Bududi da je u fiksnom trenutku ¢ jednadZzba
tangente na graf funkcije x — u(x,t) u to¢ki xp dana s

ou
y—u(xp, t) = a(xo, t)(x —xp),
odnosno, drugacije zapisano

y_u(x()/t) _ X=X

% (xo, t) 1
to se lako vidi da je jedini¢ni tangencijalni vektor na Zicu u tocki xg u tre-
nutku f dan s

7

i+ % (x, )]

T(XO, t) = >
1+ (% (x01))

) 2
Kakoje % (x0, t) malo po apsolutnoj vrijednosti, to slijedi da je ¢lan (g” (x0, t))
priblizno jednak nuli, pa ga moZemo zanemariti u gornjem izrazu. Slijedi
da su kontaktne sile na komad D u tockama x5 i x; dane redom s

T Mo nf) i —p (T Y]

p ox 27 ] P ox 1, ] ’

gdje je p konstantna sila napetosti Zice. Uo¢imo da su predznaci koji se
pojavljuju u gornjim izrazima uskladeni sa smjerom djelovanja sila. Ko-

risteéi izraze za kontaktnu silu i (1) iz zakona sac¢uvanja koli¢ine gibanja
dobivamo

ou ou -
at/p (x,t)dxj = p(a (x2,1) — ax(xllt))]/
odnosno .
2
o [ ou _p(ou du
3 g(x, f)dx = ; (ax(let) ax(xl't)> ]
X1

Derivacija ispred integrala na lijevoj strani znaka jednakosti je po ¢ varijabli,
dok je integral po x varijabli, pa moZemo s derivacijom uci pod integral (pod-
sjetimo da je za to potrebna odredena glatkoca podintegralne funkcije). Na
desnu stranu jednakosti primijenimo Newton-Leibnizovu formulu (i za to
je potrebna odredena glatkoca podintegralne funkcije) pa dobivamo

X2

X2 az
at2 a /

X1 X1

11
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Ako oznacimo a? = % > 0, sve prebacimo na lijevu stranu i stavimo pod

isti integral, dobivamo
X2
" u 0%u
/ (atz(x,t)—llzaxz(x,t)> dx=0. (2)
X1
Bududi da gornja jednakost vrijedi za bilo koji komad Zice D = [x1, x3] C
[0,1], Zeljeli bismo zakljuciti kako je onda podintegralna funkcija u (2) jed-

naka nuli.

Zaista, ako neprekidna funkcija & : [0,]] — R ima svojstvo da za svaki
podsegment [x1, xp] C [0, ] vrijedi

X

/ h(x)dx =0,

X1

onda je 1 identicki jednaka nulina [0, /]. Naime, ukoliko / u nekoj to¢kia €
[0,]] poprima vrijednost koja nije jednaka nuli; primjerice neka je h(a) > 0,
onda zbog neprekidnosti funkcije / slijedi da postoji neki segment [x1, xp] C
[0,1] koji sadrzi toc¢ku a i na kojem h poprima vrijednosti vece od %h(a).
Tada je i

h(a)(xp —x1) >0,

NI~

/h(x) dx >

Sto je kontradikcija s gornjim svojstvom funkcije .

Stoga mozemo zakljuciti da je podintegralna funkcija u (2) jednaka nuli,
odnosno dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za progib u:

0%u o%u

ﬁ(x,t) —azﬁ(x,t) =0, 3)
poznatu pod nazivom valna jednadzba. MozZe se pokazati da ta jednadzba
ima puno (beskonac¢no) rjeSenja, pri ¢emu pod rjeSenjem podrazumijevamo
svaku dovoljno glatku funkciju u koja zadovoljava (B) za svaki (x, t) € [0,1] x
(0, 00). Stoga, da bismo odredili progib moramo koristiti jo$ neke informa-
cije koje o njemu znamo, poput pocetnog poloZzaja i pocetne brzine: neka je
u poéetnom trenutku polozaj zice dan funkcijom « : [0,/] — R, a podetna
brzina funkcijom B : [0,/] — R. Drugim rije¢ima, pretpostavljamo da su
dani pocetni uvjeti

u(x,0) = a(x), %‘t‘(x,o) _B(x), xe01]. )

12
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Isto tako, do sada nigdje nismo iskoristili informaciju o tome da je Zica uc-
vri¢ena na rubovima, odnosno rubne uvjete:
u(0,t) =0, u(l,t)=0, te(0,00). (5)

Valna jednadzba (3) zajedno s pocetnim uvjetima (4) i rubnim uvjetima
¢ini pocetno-rubnu zadacu za valnu jednadzbu

9%u %u

W(x,t)—czﬁ(x,t)zo, (x,t) € (0,1) x (0,00),

u(x,0) = a(x), aait‘(x,o) —B(x), xe01], (©)
u(0,t) =0, u(l,t)=0, t e (0,00).

Time smo dobili matematic¢ki model koji opisuje male poprecne oscilacije
napete homogene tanke elasti¢ne Zice (za nesto vise detalja o modeliranju
zice vidi [9]). Postavlja se pitanje kako prona¢i funkciju u koja zadovoljava
(6), ukoliko takva uopce i postoji.

3 RjeSenje pocetno rubne zadace

Pocetno rubnu zadacu @ éemo rijesiti takozvanom metodom separacije vari-
jabli. Ona se zasniva na pretpostavci da postoji rjeSenje kojemu su prostorna
i vremenska varijabla separirane, u smislu da je rjeSenje oblika

u(x,t) = X(x)T(t), )

gdjesu X :[0,/]] - RiT:[0,00) — R neke funkcije.

Pokusajmo onda pronaci rje$enje zadace (6) koje je takvog oblika: uvrsta-
vajudi (7) u valnu jednadzbu dobivamo

X(x)T"(t) = X" (x)T(t),

odnosno
T// (t) B X// (X)

2T~ X(x) ®

u onim to¢kama (x,t) u kojima je T(t) # 01i X(x) # 0. Napomenimo
odmah da nam slucaj kada je jedna od funkcija T ili X identicki jednaka
nuli bas$ i nije zanimljiv. Naime, tada je i u identi¢ki jednaka nuli i nul-
funkcija ¢ak zadovoljava valnu jednadZbu i rubne uvjete, ali pocetne uvjete
zadovoljava samo ako su « i § nul-funkcije, $to je trivijalan slucaj kada zica

13
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cijelo vrijeme miruje.

Bududi da je lijeva strana u gornjem izrazu funkcija varijable ¢, a desna
varijable x, to slijedi da je izraz (8) jednak konstanti:

T”(t) B X”(x)

2T - X 4 ©)

gdje je d € R, odnosno funkcija X zadovoljava obi¢nu diferencijalnu jed-
nadzbu
X" (x) —dX(x) =0.

Ukoliko (7) uvrstimo u rubne uvjete (5) dobivamo
X(0)T(t) =0, X(I)T(t)=0,
za svakit > 0, pa slijedi da X zadovoljava rubnu zadacu

{ X"(x) —dX(x) =0, x€(0,1),

X(0) =0, X(I)=o0. (10)

To je rubna zadaca za linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda s konstantnim koeficijentima i dobro je poznato kako se ona rjesava
(vidi [1l], [3]). Medutim, da bismo napisali formulu za rjeSenje potrebno
je poznavati predznak koeficijenta d: mnoZeci jednadzbu u s X(x) i
integrirajuci po segmentu [0, /] slijedi

/I X"(x)X(x)dx = d / (X(x))2dx.
0

0

Napravimo parcijalnu integraciju integrala na lijevoj strani, te iskoristimo
rubne uvjete u i dobivamo

1 1
- /(x’(x))2dx — d/(x(x))2dx,
0 0

odakle lako slijedi da je d < 0. Uz oznaku d = —A? rubna zadaca
postaje

X"(x) +A?X(x) =0, x€{0,l1), 1)
X(0)=0, X(I)=o0,
ilako se pokazuje [1] da ona ima netrivijalno rjeSenje
Xy (x) = Cysin(Ax) (12)

14



GLAZBA TITRAJUCE ZICE

jedino ako je A oblika A, = ?, zan € IN, pri ¢emu je C, proizvoljna

konstanta.

Sada iz (9) slijedi da pripadni T zadovoljava jednadzbu

cn 2

(1) + (T) T(t) =0,
cije je rjeSenje dano s

cnrt . cnnt
] —l—Ensm ]

gdje su D, i E;, proizvoljne konstantein € IN.
Koristeci (12) i (7) slijedi da za svakin € N, funkcija u, : [0,1] x [0,00) — R
definirana s

cnrtt cnrtt nrix
up(x,t) = <An c0s —— + By sin l> sin ——

T, (t) = D;, cos ——

I 17

gdje su A, i B, proizvoljne konstante, je rjeSenje valne jednadZbe (3)) i za-
dovoljava rubne uvjete (5). To se zapravo i moZe provjeriti direktnim uvr-
Stavanjem u valnu jednadZzbu i pripadne rubne uvijete.

Uocimo da do sada jo3 nigdje nismo koristili pocetne uvjete (). Zapravo,
direktnom provjerom se moZze utvrditi da niti jedna od funkcija u, nece
zadovoljavati pocetne uvjete za opceniti a i B. Stoga ¢emo rjeSenje u koje,
uzjednadZzbu i rubne uvjete, zadovoljava i pocetne uvjete, pokusati pronaci
kao superpoziciju funkcija u,, odnosno u obliku beskonacne sume funkcija u:

o e}

— Z un(x,t) = Z (An CcOS —— C l + B, sin cnlnt) sin ? (13)

n=1 n=1

Jasno, pod pojmom beskonacne sume zapravo mislimo na sumu reda. Ovu
metodu za pronalazak rjeSenja pocetno rubne zadace prvi je uspjesno ko-
ristio Joseph Fourier i to za jednadzbu provodenja topline, te se ona stoga
naziva i Fourierova metoda. Ovaj pristup rjesavanju diferencijalnih jednadzbi
je doveo Fouriera do tvrdnje da se svaku (periodicnu) funkciju moZe zapisati
kao beskonacnu sumu sinus i kosinus funkcija, danas poznatu kao Fourierov
red. Zapravo, ako u prvi pocetni uvjet (pocetni poloZaj) uvrstimo ovakav
u, dobivamo

2 Ay sin n—nx = a(x)
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ividimo daizraz na lijevoj strani zapravo predstavlja Fourierov red neparne
funkcije, odnosno brojevi A, su zapravo koeficijenti u razvoju funkcije « po
sinus funkcijama. 1z formula za koeficijente Fourierovog reda [7] onda lako
slijedi
l
2
Ap = =7 / ) sin erx dx. (14)

Na sli¢an na¢in dobivamo formulu za koeficijente B;;: prvo formalno deri-
viramo izraz (13) po t varijabli, derivirajuéi pripadni red clan po ¢lan

ou ad cnm cnrtt cn cnrt nrx
5 (x,t) = n§:1 ( n— Sin— + B, [ cos — ) sin ——,

pa uvrstavanjem u drugi pocetni uvjet (pocetnu brzinu) slijedi
[e9)
) By,? sin ”lﬂ = B(x).
n=1

Sada sli¢no kao i za A, dobivamo

B, = — / B(x) sin? dx. (15)

Naravno, da bi gore opisani formalni ra¢un bio provediv, potrebno je zahti-
jevati odredene pretpostavke na funkcije & i B, ali u to ovdje ne¢emo ulaziti.

Dakle, zaklju¢ili smo da je rjeSenje pocetno rubne zadace (6) dano izrazom
(13), pri cemu koeficijente A, i B, ratunamo po formulama (14), odnosno

(15).

3.1 Interpretacija rjeSenja

Koristedi adicioni teorem za sinus, lako se moZe vidjeti da svaki u,, od kojih
je sastavljeno rjeSenje # moZemo zapisati u obliku

t
up(x,t) = Ep sin (cnln + q)n> sinnTx ,

gdje se E; i ¢, raunaju iz izraza
A
=\/A2+ B2, sing, = ———, cOSQy=——r—.
N . RV Ey
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Pogledajmo malo bolje kakvo gibanje opisuje svaki pojedini u,, za fiksan
n. Ako fiksiramo proizvoljnu to¢ku Zice x € [0,!] vidimo da se ona giba
sinusoidalno, s amplitudom Ej, sin = i frekvencijom v, := 5;. Uocimo da
frekvencija ne ovisi o samoj tocki x, odnosno jednaka je za sve x. Bududi
da je gibanje okolnog zraka direktno u vezi s gibanjem Zice, za ocekivati je
i da se okolni zrak giba sinusoidalno, s istom frekvencijom v,. Dakle, ako
bi gibanje Zice bilo opisano samo s jednim u,, ta Zica bi proizvodila ton
frekvencije vy.

Sli¢nim razmi$ljanjem moZzemo zakljuciti da je onda zvuéni val kojeg pro-
izvodi Zica ¢iji je progib superpozicija u,-ova, kao u (I3), zapravo superpo-
zicija zvuénih valova koje proizvode u,-ovi. Dakle, zvu¢ni val kojeg pro-
izvodi titrajuca Zica je ton fundamentalne frekvencije

¢ _ VP

T T A

Uoc¢imo da na fundamentalnu frekvenciju utje¢u samo duljina, napetost i
gustoca zice. Uopce nije vazno na koji na¢in smo Zicu pobudili na gibanje.
Pogledajmo sada kako toc¢no titraju Zice gitare i klavira.

Gitara

Vjerojatno vecina ljudi zna da gitara ima (najcesce) 6 Zica, te da se svira tako
Sto se jednom rukom trzaju Zice, a drugom se pritis¢u Zice na vrat gitare.
Ovim pritiskanjem se zapravo mijenja duljina titrajuce Zice pa se, prema
formuli za fundamentalnu frekvenciju, time mijena i visina tona. Pojam
trzanja Zice mogli bismo ovako opisati: Zicu koja se nalazi u ravnoteznom
polozaju povucemo na nekoj poziciji 4 (ako je duzina Zice /, jasno je da se d
nalazi izmedu nula i /) do visine h. Stoga se polozaj Zice u tom (pocetnom)
trenutku moZze opisati funkcijom &, danom na slici

Nakon toga pustimo Zicu i ona pocne titrati. Progib te Zice mora zadovo-
ljavati poetno rubnu zadacu (6) pri ¢emu je pocetni polozaj dan slikom 5,
a pocetna brzina jednaka nuli. Da bismo pronasli taj progib moramo izra-
¢unati koeficijente A, i B,. Buduéidaje f =0, to iz slijedi da je svaki
B, = 0. Iz slike f]se lako nade formula za pocetni polozaj:

hx
ax 0<x<d
a(x) =14 it o
{ (l_dX)/ d<x§l/
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1.8

16 J

14} J

a)

0.8

0.6

0.4r

0.2

Slika 5: Polozaj Zice u poc¢etnom trenutku .

paiz slijedi

Ay, =7 / sm—dx

d hx L X Fh(1 L
=7 [ [ sin M dx / = dx
Parcijalnom integracijom dobivamo:
PR 2h1?
" I n2m2d(1—d)’

pa je stoga progib dan s

i sin 174 2hI? cog ST MTIX

n?m?d(l — d) l .

Pogledajmo sada kako izgleda tipi¢no gibanje Zice gitare na primjeru: uz-
mimo | = 7, ¢ = 14, te pocetni poloZaj kao na slici[5| Uoc¢imo da je vri-
jednost h = 1 visine do koje smo povukli Zicu u pocetnom trenutku preve-
lika u odnosu na duljinu Zice. Izabrali smo takvu vrijednost da bi se bolje
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vidjele oscilacije, mada u stvarnosti Zica gitare titra puno manjom ampli-
tudom nego u nasem primjeru. Uoc¢imo i da je fundamentalna frekvencija
v =1, odnosno period gibanja je jednak 1. Na slici[f|su prikazani priblizni
polozaji zice u svakoj desetinki prve sekunde gibanja. Kazemo priblizni
zbog toga $to smo prikazali samo sumu prvih deset ¢lanova u gornjem redu
kojim je zadan progib u, $to je sasvim dovoljno da bi se dobila predodZba o
gibanju. Gibanje Zice u vremenu se moZe bolje vidjeti na animaciji na linku:
http://www.mathos.unios.hr/ kburazin/animacija_gitara.avi

(a) t=0 (b) t=0.1 (0) t=0.2 ) t=03

|
)

(i) t=0.8 §) t=0.9

Slika 6: Gibanje Zice gitare kroz vrijeme

Klavir

Klavir ima klavijaturu s 88 tipki. Tonovi nastaju pritiskom na tipku koja
pokrece bati¢ i on udara po jednoj od 88 zica razli¢itih duljina i debljina, te
na taj nacin potice titranje Zice i stvara se zvuk. Kad pustimo tipku, na Zicu
se naslanja prigusivac i titranje se zaustavlja. Svaka Zica klavira ima svoju
osnovnu frekvenciju, koja, kao $to smo ve¢ vidjeli, ovisi o gusto¢i, napetosti
i duljini Zice.
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(a) t=0 (b) t=0.1 (©) t=0.2 (d) t=0.3
(e) t=0.4 () t=0.5 (g) t=0.6 (h) t=0.7
(i) t=0.8 (i) t=0.9

Slika 7: Gibanje Zice klavira kroz vrijeme

Udarcem batiéa po Zici brzina gibanja bati¢a se prenosina dio Zice po kojem
on udari, te se na taj nacin zici daje neka pocetna brzina gibanja. Ona ovisi
i o obliku dodirne povrsine batic¢a sa Zicom, a mi éemo ovdje prouciti slucaj
kada je ta dodirna povrsina ravna (kao kod nekih starijih klavira). Ukoliko
bati¢ udari komad Zice [dq,d>] C [0,1], onda je pocetna brzina Zice jednaka

_Jov, di<x<dy
ﬁ(x)—{ 0, inade

pri ¢emu je vg brzina gibanja bati¢a u trenutku udarca u taj komad Zice.
Graf funkcije B dan je na slici[8} U ovom slucaju je pocetni polozaj a = 0,
paje zbog togai A, =0, dok se iz integriranjem lako dobiva:

B, — 20 - 1 ( n7;d1 ~ cos n7;d2) .

- (nm)?
Nakon uvrstavanja, slijedi da je progib dan s

> it T
u(x,t) = Z By, - sin cnl -sinnl—x
n=1
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Slika 8: Po¢etna brzina Zice.

Slika[7] sli¢no kao i slika |6} prikazuje poloZaj Zice klavira u prvoj sekundi
gibanja. I ovdje smo uzeli | = 7ic = 14, pa je fundamentalna frekvencija
opet jednaka 1, kao i period. Po¢etna brzina je uzeta kao na slicif8} Gibanje
se moZe bolje vidjeti na animaciji na linku: http://www.mathos.unios.
hr/~kburazin/animacija_klavir.avi
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