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Stohasticki model rasta populacije

Luka Bréi¢* Danka Pazanin ¥ Igor PaZanin ¥

Sazetak

U ovome radu bavimo se izvodom jednostavnog stohasti¢ckog modela
koji opisuje rast populacije. Za razliku od klasi¢nih deterministickih
modela, u takvom modelu veli¢inu populacije tretiramo kao diskretnu
slu¢ajnu varijablu. Kao rezultat, dobivamo model opisan sustavom
linearnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda za pripadnu
funkciju gustoce kojeg je moguce eksplicitno rijesiti.

Kljuéne rijeéi: rast populacije, Malthusov model, stohasticko mode-
liranje

A stochastic model for population growth

Abstract

In this paper, we derive a simple stochastic model describing popu-
lation growth. As opposed to classical deterministic models, in such
model the size of population is considered to be a discrete random
variable. As a result, we obtain the model described by the system
of linear first-order ODEs satisfied by the corresponding probability
mass function which can be explicitly solved.
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Thomas R. Malthus,
(1766.-1834.)

engleski demograf i
politicki ekonomist. Ostao
je najpoznatiji po svojim
pesimisticnim ali krajnje
utjecajnim pogledima na
rast nataliteta.
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1 Uvod

Populacija je skupina jedinki iste vrste koje Zive na odredenom prostoruiu
odredenom vremenu te koje aktivno izmjenjuju geneticki materijal dajuci
plodno potomstvo. To moZe biti skupina ljudi, Zivotinja, biljaka ili nekih
drugih organizama. Rast populacije dogada se kad stopa radanja premasi
stopu smrtnosti. Modeliranje rasta populacije intrigiralo je mnoge od dav-
nih vremena. Tako je, primjerice, engleski demograf Thomas Malthus u
svom radu An Essay of the Principle of Population jos 1798. godine modelirao
rast populacije bez migracija. Zanimljivo je da je tada predvidio pojavu
globalne gladi ukoliko vlade zemalja ne budu utjecale na regulaciju veli-
¢ine obitelji. Kao $to je poznato, tu ideju kasnije je usvojila Kina provodeci
tzv. politiku jednog djeteta.

Malthusov model rasta populacije smatra se ishodisnom to¢kom svih po-
pulacijskih modela i stoga ¢emo ga i mi u ovom radu ukratko izvesti. Taj
najjednostavniji matematic¢ki model rasta opisan je eksponencijalnom funk-
cijom i kao takav ima brojne manjkavosti. NajvaZnija je ta da implicira neo-
graniceni rast populacije $to je u prirodi nemoguce. Brojna su ogranicenja
koja utje¢u na stopu rasta populacije. Najevidentnija su ograniceni resursi
staniSta (hrane, vode, prostora itd.). Nadalje, kad populacija postane do-
voljno velika neizbjezno dolazi i do natjecanja (kompeticije) za resurse zbog
¢ega stopa radanja s vremenom pocinje padati, a stopa smrtnosti rasti. Ova
(i druga) ogranicenja uzeta su u obzir pri izvodu sloZenijih matematickih
modela kao sto su tzv. logisticki (Verhulstov) model ili Lotka—Volterra mo-
del grabezljivac - plijen. Zainteresiranog ¢itatelja upu¢ujemo na [5].

Kako je derivacija mjera promjene, diferencijalnim jednadzbama se najjed-
nostavnije izraZzavaju i modeliraju mnogi prirodni zakoni pa tako i rast po-
pulacije (vidjeti npr. [2,33])). U skladu s tim, gore navedeni matematicki mo-
deli opisani su obi¢nim diferencijalnim jednadZbama i deterministickog su
tipa. U izvodu deterministickih modela rasta implicitno je pretpostavljeno
da se radi o jako velikim populacijama. Manje populacije (posebice one
ugrozenih vrsta) izloZene su stohastickim efektima, $to moze znatno za-
komplicirati modeliranje. Obzirom da je modeliranje stohasti¢kih procesa
u biologiji vaZna, ali i iznimno zahtjevna tema, u ovom radu posvetit ¢emo
¢inu promatramo kao diskretnu slucajnu varijablu. Rad je napisan prema
poglavlju 3 iz [4] i cilj nam je na detaljan i pristupacan nadin prezentirati
sve korake u tom izvodu.
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2 Malthusov deterministicki model

Usporedbe radi, u ovom poglavlju najprije ¢emo izvesti Malthusov model
rasta populacije. Oznac¢imo sa N(t) veli¢inu populacije u trenutku ¢, tj. broj
jedinki u populaciji u trenutku t. Neka je b prosje¢na stopa radanja po glavi
stanovnika i d prosje¢na stopa smrtnosti po glavi stanovnika te populacije.
Osnovna pretpostavka Malthusovog modela glasi: u vremenskom inter-
valu duljine At broj rodenih ¢lanova u populaciji iznosi bAtN(t), a broj
umrlih ¢lanova dAfN(t). Tada veli¢inu populacije u trenutku t + At nala-
zimo tako da veli¢ini populacije u trenutku ¢ pridodamo broj rodenih ¢la-
nova u populaciji u vremenskom intervalu duljine At i od toga oduzmemo
broj umrlih ¢lanova u vremenu Af. Prema tome, vrijedi

N(t+ At) = N(t) + bAtN(t) — dAEN(t).
Odavde slijedi
N(t+ At) — N(t)
At

pa uzimanjem limesa kad At — 0 dobivamo obi¢nu diferencijalnu jed-
nadzbu

= (b—d)N(t)

AN
ST =(-aN.

Neka je sada Ny pocetna veli¢ina populacije tj. N(0) = Ny, te nekaje r =
b —d > 0 stopa rasta populacije. Uzimajuéi to u obzir, veli¢ina populacije
u trenutku f dana je kao rjeSenje sljedece Cauchyjeve (pocetne) zadace:

dN

JednadZba modelajednostavna je diferencijalna jednadZba prvog reda koju
moZemo rijesiti separacijom varijabli:

dN rt

W:rdt <— InN=rt+Inc,c>0 < N=ce", c>0.
Iz potetnog uvjeta N(0) = Nj slijedi ¢ = Nj $to znadi da je rjeSenje zadace
dano sa

N(t) = Npe't. )

Dakle, u ovom matematickom modelu, uz pocetnu veli¢inu populacije Ny
i sa stopom rasta r = b — d, rast populacije opisan je eksponencijalnom
funkcijom danom sa (2). Primijetimo jo$ i glavnu manjkavost ovog modela:
pretpostavlja se da su stopa radanja b i stopa smrtnosti 4 konstantne. 1z
toga slijedi da je i stopa rasta r takoder konstantna $to neizbjezno vodi u
neograniceni rast populacije.
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3 Izvod stohastickog modela

Glavna ideja je sljedeca: veli¢inu populacije N promotrimo kao diskretnu

slucajnu varijablu te definirajmo (vremenski ovisnu) diskretnu funkciju gus-

toce pn(t) za slucajnu varijablu N kao vjerojatnost da populacija ima veli-

¢inu N u trenutku t. Kako N moze poprimiti vrijednostiiz skupa {0,1,2, ...},
slijedi

[ee]
Y pn(t) =1, zasvakit > 0.
N=0

Ponovno, neka je b prosje¢na stopa radanja po glavi stanovnika. Radi jed-
nostavnosti, pretpostavit éemo da u populaciji nema umiranja. Nadalje,
pretpostavljamo da se uvijek rodi samo jedno dijete (nema blizanaca, trojki
itd.) te da je vjerojatnost da jedinka rodi neovisna o prijasnjim rodenjima.
Sada b mozemo interpretirati vjerojatnosno na sljedeci nacin: pretpostav-
ljamo da je vjerojatnost da jedinka rodi za vrijeme At (At — 0) dana sa bAt.
Primjerice, ako je prosjecna stopa rodenja po glavi stanovnika jednaka jed-
nom potomku godi$nje, tada je vjerojatnost da odredena jedinka rodi na
zadani dan jednaka 1/365. Buduéi da ¢emo uzimati limes kada At — 0,
zanemarit ¢emo vjerojatnosti da ¢e biti viSe od jednog rodenja u popula-
ciji u vremenskom intervalu At (zanemarujemo vijerojatnosti reda (At)? i
viSe). Takoder, pretpostavit ¢emo da je u trenutku t = 0 veli¢ina populacije
poznata i jednaka Nj iz cega slijedi

1, N=N
pn(0) = {0, N £ N ©)

Konstruirajmo sada sustav diferencijalnih jednadZbi za diskretnu funkciju
gustoce pn (). Za populaciju koja u trenutku ¢ + At ima veli¢inu N postoje
dvije moguénosti:

e populacija je u trenutku ¢ imala veli¢inu N — 1 i u vremenu At do-
godilo se jedno rodenje u populaciji (u vremenu At to¢no jedna od
N — 1 jedinki je rodila);

e populacija je u trenutku ¢ imala veli¢inu N i u vremenu Af nije bilo
rodenja (u vremenu At niti jedna od N jedinki nije rodila).

Na temelju toga, imamo

pn(t+At) = pn—1(£)b(N — 1)At + pn(t)(1 — bNAL) .
Odavde slijedi

pN(t 4 At) — pn(t) = pn—1(£)b(N — 1)At — pn(t)DNAt
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pa dijeljenjem sa At dobivamo

pn(t+ At) — pn(H)

=pN_1(H)b(N —1) — pn(£)DN .

At
Konac¢no, uzimanjem limesa kada At — 0 nalazimo
d
SN —b[(N=1py1—Npnl, N=12,., @

pri ¢emu je po(t) = po(0) (populacija od 0 jedinki ostat ¢e populacija od 0
jedinki). Promotrimo dobiveni sustav @) koji opisuje nag model. Cine ga
linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda i mozemo ga rijesiti
iterativno te eksplicitno odrediti py/(t).

Za pocetak, izvedimo formulu za rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe
oblika P

d% +ay =g(t), ©®)
pri ¢emu su konstanta a i funkcija ¢ zadani, te uz pocetni uvjet y(0) = yo.
Umjesto standardne metode varijacije konstante (vidjeti npr. [1]), potra-
zimo integracijski faktor y # 0 takav da vrijedi

d dy
g () =p (dt + ay) : (6)
Deriviranjem lijeve strane jednadZbe dolazimo do

dp 4y _  dy o dp
dty+”dt_”dt+“”y Y- ar

Jednostavnom separacijom varijabli nalazimo

dl:adt

odakle integriranjem slijedi
In|py| =at+1Inc, c¢>0.

Zaklju¢ujemo
p=ce"c, c#0.

Pocetni uvjet za x mozemo odabrati na proizvoljan na¢in pa uzmimo, stoga,
daje 1(0) = 1. To povladi daje ¢ = 1, tj. u(t) = e™. Uvrstavanjem dobive-
nog y u (6) te uzimajudi u obzir (5) slijedi

d a a
7 ("y) = eg(h).

27



Luka Bré1i¢  Danka PazaNnIN  IGor PazaNin

Integriranjem od 0 do t dobivamo

(1)~ y(0) = [ g(s)ds

odakle mnoZenjem sa e~ dobivamo trazenu formulu:

t
)= e (40 + [ eglods).
0
Vratimo se sada jednadzbi (4). NapiSemo li je u obliku

d
4%£+bNmV:bUV—1WN4,

()

vidimo da ima oblik jednadzbe B) uzy(t) = pn(t), a = bNig(t) = b(N —

1)pn—1(t). Koristeci formulu (7) sada zaklju¢ujemo

t
pN(t) = e PNt <(5N,No +b(N — 1)/0 eszpN_l(s)ds) .
Ovdje smo uveli Kroneckerov simbol

0, i#j
@J:{Lizj

i iskoristili zapis po¢etnog uvjeta (3) kao pn(0) = dn,n,-

(8)

Sada ¢emo jednostavnim ra¢unom pronaci prvih nekoliko rjesenja od (§):

1. za N < Ny

Ocito je pn(t) = 0 jer u populaciji nema umiranja.

2. zaN = N

ON,Ny = ONg,No = 1,2 pN-1(s) = pny-1(s) = O (jer je No — 1 < Np),

pa slijedi
t
/ eNopn_1(s)ds = 0.
0

1z (8) sada zaklju¢ujemo daje py/(t) = e PNt

28



STOHASTICKI MODEL RASTA POPULACIJE

3. zaN=Ny+1
ONNy = 0,2 pn-1(3) = p,(5) = e7PN0® (sluaj 2.), pa slijedi

b N f b b f i e —1

/ "N pn_1(s)ds = / b (No+1)sp=bNos g — / e’ds = ———

0 0 0 b

Uvrstavanjem u (8) dobivamo

et —1

pn(t) = e PMFUIB(N +1 - 1) 2

_ No(efthg _ 67bt(N0+1))

— Noe—be()(l _ e—bf)'

4. za N = Ny+2:
5NNy = 0,8 pN-1(s) = pry+1(s) = Noe tNos (1 — e75%) (slucaj 3.), pa
slijedi

t t
/ eszprl(S)dS — / eb(N0+2)SNOe—bNOS(1 _ €_bs)dS
0 0
t t t
= / No (1 — e_bs> 25 ds = Ny (/ 25 ds —/ ebsds>
0 0 0

eth_l ebt_l
:N —_
0( 2b b

et 2ebt 4 1
2b ’

1z (8) nalazimo

eth o Zebt +1
2b

1
= 5 No(No +1)e”"M0re ™2 (¢2 — 2" +1)

pn () = e "NFp(NG + 2 — 1) Ny

1
= 5 No(No +1)e PN (1 — 27 + 72

1
= 5No(No + 1)e PNt (1 — ¢701)2,
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Dakle, dobili smo
0, N < Np
e~ bNof, N =Ny
pn(t) = Noe PHNo (1 — ¢~01), N=Ny+1 )

INo(Np + 1)e PNt (1 — b2, N = Ny +2

Cilj nam je pronadi eksplicitnu formulu za py(t), za proizvoljni N > Nj.
Na temelju (9), zaklju¢ujemo da bi py(t), N > Nj, svakako trebao sadr-
7avati ¢lan oblika e~?Nof(1 — ¢=PF)N=No_ Jedini je problem kako opéenito
zapisati ¢lan u kojem se pojavljuje Ny, no tome moZemo ‘doskociti’ primje-

timo 1i sljedece:
1. za N = N
1= No—-1\ (N-1
S \WNo—-1)  \Ng—-1)°

2.zaN=Ny+1

N~ (No—1)!No _ No!
O 1(Ng—1)T — (No—(Np — 1))!(Ng — 1)!

= 1) = (%0)

3.zaN=Ny+2

(No — 1)!Np(Np + 1)
21(Np — 1)!
(No+1)!
((No+1) = (No —1))!(No — 1)!

 [No+1\ (N-1
S\ -1) \Ng—-1/°

1
ENO(NO +1) =

Dakle, tvrdimo da vrijedi:

pn(t) = <N 1) e INot(1 — p7PHYN=No 73 svakiN > Np. (10)
) —
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Preostaje nam, naravno, i formalno dokazati gornju tvrdnju. U dokazu
éemo koristit binomnu formulu:

n
(x+y)" = Z (:)yc”_kyk, zan €N, x,y € R (11)
k=0
te jednu od njezinih trivijalnih posljedica (zax = 1iy = —1):
" n
Z( )(—1)":0, zaneN. (12)
k=0 k

Obzirom da tvrdnju treba dokazati za svaki prirodni broj N (pocevsi
od Np), dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom.

Ranije smo pokazali da tvrdnja vrijedi za N = Ny (vidjeti (9)), $to znaci da
je baza indukcije ispunjena.

Pretpostavimo sada da postoji N € IN, N > Nj, takav da vrijedi

PN(t) _ <Z\I\];__11>ebNot(1 _ efbt>NfNo ) (13)

U koraku indukcije moramo pokazati da tvrdnja vrijedi za N + 1, tj.

N _ _ _
pN+1(t) = (No B 1)3 bNof(1 — g~ PH)N+1=No (14)

Prema (§) imamo

t
pN+1(t) = eb(N+l)t<5N+1,No +bN/ eb(NH)SPN(S)dS) :
N—— 0

-0

Sada iskoristimo pretpostavku indukcije te pazljivo raspisimo koristeci

(11):
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t N-1
_ ,—b(N+1)t / b(N+1)s —bNps (1 _ ,—bs\N—Np
pn+1(f) =e bN € (Ng—l)e (1—e77) ds

bN (N —1)! /tebs(NJrlfNo) (NZZ;VO (N;NO) (_1)kefbsk) s
0

b(N+1)t

- (N = No)!(No — 1)! &
_ b BN(N—1)! p /tebs(NJrlfNo) (N — No)! (~1)fe ™
(N—=No)!(No—1)!' = Jo (N — Np — k) k!
_ o bINFL) bN! NﬁN%_mM
(N —Np — k)IK!

(N-No)!(No—1)! &

N-No+1 N-—No—k+1 'tebs(N—Nofk+1) ds
N-No+t1 N—No—k+1Jo '

Odavde nalazimo

bN! 1
(N—No)!(No—1)! 'N—Np+1

NGO (DR (N=No+ 1)t ft bs
. ! N (N—No—k+1)
T e T /O(N No -k +1)e ds

pN1(t) = e PN

k=0
7b(N+1)t 1 N—-Np _
be N! (N No + 1) 1 (P (N=No—k+1) _ 1) (_q)k

k b

C (N=No+1D!(No—1)! =

_ b N N-—No+1 /pny _ No+1 <ebt(N7Nofk+1) _ 1) (_1)k
No—1/ (= k
_ efb(N+1)t< N ) |:NN0+1 (N —No+ 1) (—1)kebt(N—No—k+1)
No -1 k=0 k
N—Np+1 N—Ny+1
()
k=0 k
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Primijetimo da je, zbog (12), druga suma u gornjoj jednakosti jednaka 0.
Temeljem toga imamo

N \ N /NNy +1 .
_ _ —bt(No+k)
pN+1(t) (No _ 1) Y < P )( 1)%

k=0
N—No+1
_ N o—bNot ZO+ N—-No+1 (_efbt)k
No—1 P K
_( N\ et “bt\N—Np+1
B (No - 1) e =) '

§to smo i trebali pokazati (vidjeti (I4)). Time je dokazana formula za
pn(t).

4 Zakljucak

U ovom radu izveden je jednostavan stohasticki model koji opisuje rast po-
pulacije. Za razliku od deterministi¢kih modela, u takvim modelima ve-
licinu populacije N tretiramo kao diskretnu slucajnu varijablu. Uvodedi
diskretnu funkciju gustoée py(t) za slucajnu varijablu N kao vjerojatnost
da populacija ima veli¢inu N u trenutku f, izvodimo sustav linearnih di-
ferencijalnih jednadzbi koji ta funkcija mora zadovoljavati. Raspisivanjem
prvih nekoliko rjeSenja, naslu¢ujemo kako bi trebao izgledati opce rjesenje
tog sustava koje, potom, formalno dokazujemo matemati¢kom indukcijom.

Zaklju¢no napomenimo jos dvije stvari. Koriste¢i definiciju ocekivanja i
varijance (vidjeti npr. [6]):

(NY= Y Npy, od=(N?) — (NY?,
N=0

mogucde je izra¢unati ocekivanje i varijancu za veli¢inu populacije N. Zain-
teresiranog Citatelja upucujemo na [4]. Dobivaju se sljede¢i rezultati:

(N) = Noe®*,  of = Noe?" (1—e7™)

Koeficijent varijacije ¢, koji racunamo kao omjer standardne devijacije i oce-
kivanja je tada dan sa

oy [1—et

YT VTN
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Za veliki t je e~ blizak nuli, pa se koeficijent varijacije ¢, pona3a kao  / NL

To znaci da je za veliki Ny (tj. za populacije sa velikom pocetnom veli¢inom)
koeficijent varijacije jako mali. Stoga je u [4] provedena i precizna asimpto-
ticka analiza za takve populacije. Za dobiveni py iz prethodnog poglavlja
izvodi se pripadna funkcija distribucije vjerojatnosti te se konstruira asimp-
toticki razvoj te funkcije po potencijama malog parametra NLO Kao rezultat,
zanimljivo je da se iz prvog ¢lana u tom razvoju rekonstruira upravo deter-
ministicki Malthusov model.
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