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Gersgorinova lokacija spektra i primjene

Jelena Kovacevi¢* Josko Mandi¢? Tanja Vugicict

Sazetak

U ¢lanku razmatramo problem pribliznog lociranja podrudja u Ga-
ussovoj ravnini unutar kojeg leZi spektar kompleksne kvadratne ma-
trice. Ukazujemo na mnogobrojne primjene dobivenih procjena u raz-
licitim podrudjima primijenjene matematike.
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1 Uvod

Jedan od najvaznijih podataka o kvadratnoj matrici i najznacajnijih u pri-
mjeni su njezine svojstvene vrijednosti. Iz same matrice njih nije moguce
razabrati. Trag matrice je tek podatak o njihovoj sumi, a ona moZe biti mala
i za svojstvene vrijednosti koje su velike po apsolutnoj vrijednosti, ali su-
protnih predznaka.

Racunanje svojstvenih vrijednosti moZze biti vrlo zahtjevno, posebno kod
matrica velikog reda. S druge strane, za rijesiti pojedine probleme nekad
¢e biti dostatno samo ih pribliZno locirati. Primjerice, ako Zelimo zakljuciti
da je matrica regularna, dovoljno je utvrditi da spektar matrice ne sadrzi
nulu. Za neka druga pitanja dovoljno je saznati jesu li svojstvene vrijed-
nosti po modulu manje od 1 ili imaju li negativan realni dio ili neko drugo
potrebno svojstvo.

Matematic¢arima je ve¢ odavno zanimljiv problem odredivanja "inkluziv-
nog spektralnog skupa", odnosno, podrucja u Gaussovoj ravnini unutar
kojeg se prostire spektar matrice. Prvi veliki doprinos njegovom rjeSava-
nju dao je ruski matematicar Semjon Aranovi¢ Gersgorin poznatim teore-
mom o Gerdgorinovom krugu objavljenim u [3] 1931. godine (poglavlje2).
U istom radu nalazimo i "jaku varijantu” navedenog teorema koja se od-
nosi na slucaj geometrijski zanimljive strukturiranosti inkluzivnog skupa
u viSe komponenti povezanosti (poglavlje [4). Neke primjene saznanja o
lokaciji spektra dajemo u poglavlju |3| Posljednje poglavlje posveceno je
poboljsanju GerSgorinovog rezultata temeljeno na generalizaciji ideje do-
kaza teorema o GerSgorinovom krugu. Opisano tako dobiveno poboljsa-
nje je i konac¢no. Postoje brojne generalizacije druge vrste koje samo spo-
minjemo unutar tocke posvecene strogo dijagonalno dominantnim matri-
cama, a viSe o njima se moZze naci u [9)]. Da je GerSgorinov rezultat inspira-
cija aktualnim znanstvenim istraZivanjima svjedoce brojni recentni ¢lanci
kao sto su [6]], [7] i [8].

Za algebru kvadratnih matrica reda n nad poljem F koristit éemo oznaku
M, (F). U naSem razmatranju F je uglavnom polje kompleksnih brojeva.
Oznaka za skup svih svojstvenih vrijednosti tj. spektar matrice A nam je
o(A). AT oznaluje transponiranu matricu matrice A.

2 Gersgorinovi krugovi

Neka je A = [Aij} € M, (C). Ovu oznaku za matri¢ne elemente koris-
timo u cijelom tekstu. Za1l < i < ns p; (A) oznat¢imo zbroj apsolutnih
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vrijednosti elemenata i-tog retka matrice A, odnosno
n
pi (A) =) |Ayl.
j=1

Sli¢no, s vj (A) oznac¢imo zbroj apsolutnih vrijednosti elemenata j-tog stupca
matrice A, odnosno

n
vi(A) =Y |Aj| za j=12,...,n
i=1

Red¢ana suma matrice A, u oznaci p (A), i stupéana suma matrice A, 0z-
nacena v (A), definiraju se formulama

p(A) =max{p; (A) [1<i<n} i v(A)=max{y;(A)[|1<j<n}).
Definicija 2.1. Za matricu A € M, (C) te prirodni broj i € {1,...,n} defini-
ramo i-ti Gersgorinov krug C;(A) kao krug u kompleksnoj ravnini sa sredistem u
Aji i radijusom r;(A) = p; (A) — | Al
Koristedi za r;(A) skra¢enu oznaku r; mozemo pisati

Ci(A)={zeC||z—A;| <ri}.

Primjerice, za matricu

(1420 1
A‘( 2i —3)

imamo p; (A) = 1+ /5, p2 (A) = 5, odakle slijedi p (A) = 5.1z v} (A) =
2+ 511y (A) = 4slijedi v(A) = 2+ /5. C1(A) je krug sa sredistem
u 1+ 2i i radijusom 1, a C3(A) je krug sa sredistem u —3 radijusa 2. Te-
orem o GerSgorinovom krugu ¢e nam reci da su sve svojstvene vrijednosti
dane matrice A sadrzane u uniji ova dva kruga. Kako C;(A) U Cy(A) ne
sadrzi ishodiste, zaklju¢ujemo da 0 nije svojstvena vrijednost od A i da je
A invertibilna.

Teorem 2.1. (Teorem o Gersgorinovom krugu) Neka je A € M, (C). Tada je
svaka svojstvena vrijednost matrice A sadrzana u nekom Gersgorinovom krugu.
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Dokaz. Nekaje A svojstvena vrijednost matrice A s odgovarajuéim svojstve-
nim vektoromv = [ v1 v, --- v, |'. Tada v zadovoljava matri¢nu
jednadzbu Av = Av, koja se moZe raspisati u obliku

]

Pretpostavimo da je vy koordinata vektora v koja je po apsolutnoj vrijed-
nosti najvecéa. Kako je v svojstveni vektor, to vrijedi vy # 0.

n
Ai]'l)]':/\vi i=1,2,...,n. (1)
=1

Pokazimo da A lezi u Cx(A), odnosno da vrijedi [A — Ag| < rq. Zai =kiz

slijedi:

n
Ao — Aokl = |} Akjoj — Aok | = | ) Axjoj
j=1 j#k
< Y|y ol < X | Ay lexd
7k 7k
= |ul) ‘Akj’ = |vg| 7.
7k
Dakle je
k] [A — Agx| < [og| 7
i kona¢no imamo |A — Ag| < 7. O

Primjer 2.1. Za matricu

0 -2 2
A=| B3 pqp 1508
1 -7 .
3 71 3—-31

jer1 (A) =4, (A) =2ir3(A) = 1. Nadalje, C1(A) = {z € C | |z| <4},
C(A) ={z€C||z—2—-2i| <2}iC3(A) = {z€C||z—3+3i] <1}
Iz teorema [2.1] slijedi da je spektar matrice o(A) sadrzan u uniji C;(A) U
C2(A) U C3(A) koja je na donjoj slici naznacena rubnim kruznicama K1,
K21K3. Na isti nac¢in éemo Gersgorinove krugove predocavati i u nastavku
teksta.

Korolar 2.1. Neka je A € My, (C). Tada za svaku svojstvenu vrijednost A ma-
trice A postojii, 1 < i < n, sa svojstvom da A leZi u krugu

Ci(A) ={zeC||z— Ay| <ri}

u kompleksnoj ravnini ¢iji je radijus r; = v; (A) — |Azl.
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Slika 1.

Dokaz. Svaka svojstvena vrijednost A matrice A je ujedno svojstvena vrijed-
nost matrice AT. Primjenom teorema [2.1) na matricu A® zaklju¢ujemo da
postojii, 1 <i < n,sasvojstvomdaAleziukrugu{z € C ||z — A;| <},
gdjejer; = p; (A7) — | Aji|. Kako su redci matrice A" upravo stupci matrice
A, to vrijedi p; (AT) = v; (A)ir; =Tl O

n
Zauniju |J C;(A), koja je o¢igledno omeden i zatvoren podskup Gaussove
i=1
ravnine, koristi se naziv Gersgorinov skup. Prethodnim korolarom je, dakle,

ocjena 0(A) C 6 Ci(A) iz teoremapoboljéana do oblika
i=1

d@§<OQMOﬂ<OqMO-
i=1 i=1

U primjeru 2.1 na ovaj na¢in moZemo utvrditi, izmedu ostalog, da realni
dio svojstvenih vrijednosti matrice A nije manji od —%. Jasno je da dobi-
venu procjenu mozemo dalje poboljSavati presijecanjem s drugim podru-
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¢iima Gaussove ravnine na koja nam ukazuju druge eventualno poznate
informacije o spektru.

Kod dijagonalne matrice Gersgorinovi krugovi su tocke jer su im radijusi
jednaki 0. Vrijedi i obratno: ako su za neku matricu svi Gersgorinovi kru-
govi radijusa 0, onda je ta matrica dijagonalna.

Korolar 2.2. Neka je A svojstvena vrijednost matrice A € M, (C). Tadaje |A| <
o (A).
Dokaz. Prema teoremu 2.1]imamo |A — Ay| < ry za neki k. Dakle
Al = [(A = Ape) + Ape| < A = Are| + [Apr|
<1+ [ Al = ok (A) <p(A).

Korolar 2.3. Neka je A svojstvena vrijednost matrice A € My, (C). Tada je
Al < min{p (4), v(A)}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice daje 0(A) = 0(A7) i korolara2.2|prema
kojemu imamo [A| < p (A)i|A] <p (A7) =v(A). O

Na temelju korolara[2.3|zaklju¢ujemo, primjerice, da svojstvene vrijednosti
matrice
1 —i 3—4i
A=| —-2+i 0 6
3 2 i

po modulu ne premaguju broj 6 + /5. Naime, lako se vidi da vrijedi p; (A) =
7,02(A) =6+5,p3(A) =6,11 (A) =4+ 5,1n(A) =3iv3(A) =12

Teorem o Gersgorinovom krugu moZze nekad dati bolje procjene lokacije
spektra matrice A € M, (C) ako ga se primijeni na prikladno po sli¢nosti
transformiranu matricu T~'AT. Pritom koristimo ¢injenicu da sli¢ne ma-
trice imaju isti spektar. Transformacija je posebno jednostavna ako za T
odaberemo dijagonalnu (regularnu) matricu. U tom slucaju transformi-
rana matrica ima dijagonalu jednaku polaznoj i vrijedi sljede¢i rezultat tzv.
skaliranja Gersgorinovih krugova.

Korolar 2.4. Neka je A € My, (C) i neka su dq,dy, .. .,d, pozitivni realni bro-
jevi. Tada za svaku svojstvenu vrijednost A matrice A postojii € {1,2,...,n} sa

n
svojstvom da je A element skupa {z €C|lz—Aul <1 Y d;]A] }
jFL=1
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. . . _ d;
Dokaz. Akoje T = diag[dy,dy, . ..,dy], ondaje (T 1AT)ij = d—iAl-]-, pa tvrd-
nja slijedi primjenom teorema na matricu T~1AT. O

3 Primjene

3.1 Strogo dijagonalno dominantne matrice

Dijagonalno dominantne matrice su zanimljive za razli¢ite vidove mate-
maticke primjene. Primjerice, u praksi se direktno rjeSavanje sustava line-
arnih algebarskih jednadZzbi ¢esto zamijeni iterativnim postupkom rjesava-
nja. Pritom su bitna pitanja postojanja i jedinstvenosti rjeSenja, a za brzinu
samog postupka i njegovu konvergenciju vazno je i moguce svojstvo dija-
gonalne dominantnosti matrice sustava.

Definicija 3.1. Za matricu A € M, (C) kaZemo da je strogo dijagonalno do-
minantna po redcima ako je r; (A) < |Aji| zasvei = 1,2,...,n. Za matricu
A € M, (C) kazemo da je strogo dijagonalno dominantna po stupcima ako je
r(A) < |Aj|zasvei=1,2,...,n.

1

Propozicija 3.1. Ako je matrica A € My, (C) strogo dijagonalno dominantna po
redcima (stupcima), onda je ona regqularna.

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A strogo dijagonalno dominantna po
redcima i da nije regularna. Iz neregularnosti slijedi da joj je 0 svojstvena
vrijednost. Tada po teoremu2.1|postoji i € {1,...,n} ikrug

Gi(A) ={zeCl|z—Aj| <ri}
koji sadrzi nulu. Slijedi |A;;| < r;, 3to je kontradikcija. Dakle je A regularna
matrica.

Ako je matrica A strogo dijagonalno dominantna po stupcima, onda je A*
strogo dijagonalno dominantna po redcima. Prema prethodno dokazanom
je AT regularna matrica, a odatle slijedi da je i A regularna. O

Transformacija po sli¢nosti i ovdje nekad moze osigurati prosirenje podru-
¢ja primjene.

3+4i 4 4
Primjer 3.1. Matrica A = —1 4 1 | nije strogo dijagonalno do-
0 i 2

minantna po redcima (ni stupcima). Neka je S = . Tada je

oonN
O = O
—_ o O

41



JELENA KovaCEvi¢  Josko ManNDI¢  Tanja Vucici¢

3+4i 2 2
matrica S"1AS = —2 4 1 | strogo dijagonalno dominantna po
0 i 2

redcima, pa odatle i regularna. Prema tome je regularna i matrica A.

Tvrdnja iz propozicije[.I|dokazana je prije osnovnog Gersgorinovog rezul-
tata. Medutim, pokazuje se ne samo da iz teorema [2.1] slijedi regularnost
strogo dijagonalno dominantne matrice, ve¢ da vrijedi i obratno, tj. da su
tvrdnje propozicije 3.1)i teorema [2.1] ekvivalentne. Brojne korisne gene-
ralizacije Ger$gorinovog teorema temelje se na njegovoj ekvivalentnosti s
regularnos¢u strogo dijagonalno dominantnih matrica. U njima se dovode
u vezu razli¢ite potklase regularnih matrica definirane poopéenjem pojma
dijagonalne dominantnosti s odgovaraju¢om lokalizacijom skupa svojstve-
nih vrijednosti. Vise o tome moZze se naci u [9].

3.2 Prijelazne matrice

Razne prirodne i drustvene pojave odvijaju se na slucajan na¢in. Modeli-
ranjem evolucije slucajnih pojava kroz vrijeme bavi se teorija slucajnih pro-
cesa. Jedni od takvih su npr. Markovljevi procesi nazvani po ruskom mate-
mati¢aru Andreju Andrejevi¢u Markovu (1856.-1922.). Posebno, tzv. Mar-
kovljevi lanci spadaju medu najvaznije (a ujedno i najjednostavnije) modele
slucajne evolucije. Markovljev lanac karakterizira prijelazna (stohasticka)
matrica, a za njegovu analizu bitne su svojstvene vrijednosti.

Definicija 3.2. Za matricu A € M, (R) kaZemo da je prijelazna ili stohasticka
matrica ako su svi elementi matrice nenegativni brojevi i zbroj elemenata po stup-
cima iznosi 1.

Propozicija 3.2. Ako je A svojstvena vrijednost prijelazne matrice onda je |A| < 1.
n

Dokaz. Za prijelaznu matricu A € M, (R) vrijedi v; (A) = ) ]Al-j‘ =
i=1

n
) Aij=1pajev(A)=1,aiz korolaraslijedi A <1 O

i=1

3.3 Hermitske matrice

Matrica A € M, (C) za koju vrijedi da je jednaka svojoj hermitski adjun-
giranoj matrici A* = A7 naziva se hermitskom matricom. Dijagonalni ele-
menti i svojstvene vrijednosti hermitske matrice su realni brojevi.
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Propozicija 3.3. Neka je A € M, (C) hermitska matrica. Tada za svaku svoj-
stvenu vrijednost A matrice A postojii € {1,...,n} tako da je A element intervala
[Aii = 1i(A), Aii + 1i (A)].

Dokaz. Kako je A hermitska, vrijedi p; (A) = v; (A) zasvei € {1,...,n}.
Po teoremul2.1)za A € ¢(A) postojii € {1,...,n} tako da vrijedi —r; (A) <
A—Aji <ri(A) tojest Ajj — 1 (A) < A < Ajj +1i (A). =

<

Propozicija 3.4. Neka je A € M, (C) hermitska matrica i neka vrijedi r; (A)
Ajizasvakii € {1,...,n}. Tada je A pozitivno definitna matrica.

Dokaz. Nekaje A proizvoljna svojstvena vrijednost matrice A. Iz prethodne
propozicije slijedi da postojii € {1,...,n} takavdaje A > A;; —r; (A), Sto
je po pretpostavci vece od nule. Zaklju¢ujemo da su u ovom slucaju sve
svojstvene vrijednosti od A pozitivni realni brojevi pa je matrica pozitivno
definitna. O

Matrica koja ispunjava uvijet iz prethodne propozicije je ocigledno strogo

dijagonalno dominantna po redcima.

Primjer 3.2. 1z prethodne propozicije slijedi da je matrica
3 1 i
1 3 1—i
—i 1+i 3

4 Jaki teorem o Gersgorinovom krugu

pozitivno definitna.

k
Teorem 4.1. Nekaje A € M, (C)iC(A) = U Ci].(A) unija nekih k Gersgori-
j=1

novih krugova disjunktna s unijom preostalih n — k krugova. Tada se u C(A) na-
lazi tocno k svojstvenih vrijednosti matrice A (racunato s algebarskom kratnoséu).

Dokaz teorema je poduzi i matematicki zahtjevan te ga ovdje ne navodimo.

Primjer 4.1. Teorem [4.1|se ne moZze poopditi na slucaj kada krugovi nisu
disjunktni. Na slici 2 vidimo da se Ger$gorinovi krugovi
Ci(A)={zeC||z—1]| <2}iC(A) ={z € C| |z+ 1| < 1} matrice

(1)
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4T

5L

Slika 2.

presijecaju; 0(A) = {—i,i} i nijedna svojstvena vrijednost ne lezi u krugu
Ca(A).

Primjer 4.2. Za matricu

—2+42i % 1 l
Ao V2-1 1+2i 0 1
- 1 V3-1 -3-3i 0
0 S LS o o
vrijedi
p1(A)=2+2V2, p2(A)=V2+5
03 (A) = V3+3V?2, 04 (A) =2+2V2
paje

Ci(A) ={z€C||z+2—2i| <2}, CZ(A):{ZEC|\Z—1—21'| g\fz},

Cy(A) = {z€C|z+3+3| < V3], Ci(A)={zeC|[z-2+2i|<2}
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Koriste¢i teorem[d.1]i sliku 3 lako zaklju€ujemo da unutar krugova C3(A) i
C4(A) postoje dvije svojstvene vrijednosti i to u svakom krugu to¢no jedna.
Umjesto C4(A) mozemo koristiti i bolju ocjenu

cg(A)z{zec ||z — 2 +2il gi}

—
o —
0.
=
a4

4T K4

Propozicija 4.1. Ako je A € M, (R), onda svaki izolirani Gersgorinov krug
(onaj koji je disjunktan sa svima ostalima) sadrZi tocno jednu i to realnu svojstvenu
vrijednost.

Dokaz. Prema teoremu [4.1|izolirani Gersgorinov krug sadrzi to¢no jednu
svojstvenu vrijednost, recimo A. SrediSte kruga u ovom slucaju je na osi
apscisa. Ukoliko bi vrijedilo A € C\RR, onda bi u istom krugu bio i broj
A koji je takoder svojstvena vrijednost. Na temelju dobivene kontradikcije
zaklju¢ujemo da je A realan broj. O

Navedeno svojstvo izoliranih GerSgorinovih krugova realnih matrica ima
znacajnu primjenu u teoriji stabilnosti dinamickih sustava.
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5 Cassinijevi ovali

Definicija 5.1. Cassinijev oval je geometrijsko mjesto tocaka u ravnini kojima je
produkt udaljenosti od dviju cvrstih tocaka, koje nazivamo fokusima ovala, kons-
tantan. Unutrasnjost Cassinijevog ovala Cine one ravninske tocke za koje je taj
produkt manji od doticne konstante.

Za konstantu iz prethodne definicije, koja je pozitivan realan broj, stan-
dardno se koristi oznaka r. U kompleksnoj ravnini Cassinijev oval ima jed-
nadzbu |z — a| |z — b| = r, gdje su tocke a, b € C fokusi.

Primjer 5.1. Na donjoj slici prikazani su Cassinijevi ovali s jednadzbom

(=22 +97) (x+27+97) =7

ito zar = 50 (zelena krivulja), r = 16 (plava krivulja) i r = 9 (crvene
krivulje).

4T

5

Slika 4.
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Teorem 5.1. Neka je A € M, (C). Tada za svaku svojstvenu vrijednost A ma-
trice A postojei,j € {1,...,n},i # j, takvi da A pripada skupu

Cii(A) ={z € C||z— Ayl |z— Aji| <ri(A)-rj(A)}. (2)

Dokaz. Neka svojstvenoj vrijednosti A matrice A odgovara svojstveni vek-
torv=[ vy vy --- v, |7. Tadavzadovoljava matri¢nu jednadzbu
Av = Av. Pretpostavimo da je ispunjeno |vj| > [v;| > || za sve l # j,i.
Akojev; = 0,ondajev = vje;iA = Aj; € Cjj(A), odnosno, tvrdnja vrijedi.
Sada pretpostavimo da je v; # 0.

Iz
n n
|Av; — Ajjoi] = | Y Agvr — Ajvi| = | ) Auox
k=1 k=1 ki
n n
< Y lAullud <Y Al |l
k=1k£i k=1ki
i
n n
|Avj = Ajjoj| = | 3 Ao — Ajjoj| = | ) Ajiv
= k=1k#j
n
< ) ’A]k‘ ol <) ‘A]k‘ |vi]
k=1k#j k=1,k#j
lijedi |A — A < o]y A A— Al < . A,
slyje 1| - zz| = Toj 2 | zk| | ]]’ > ‘Z’j‘ Z ' k| a pro-
k=T ki k=T k#]
dukt ove dvije nejednakosti daje A — Aji| |A — Ajj| <7;(A)-r;(A), pasmo
tvrdnju dokazali i u slucaju v; # 0. O

Rezultat ¢(A) € U GCj(A) je dokazan 1947. u radu [1]. Skupovi
1<i<j<n

Cij(A) su ocito Cassinijevi ovali zajedno sa svojom unutradnjosc¢u. U li-
teraturi se za njih koristi naziv Brauerovi Cassinijevi ovali (Brauer ovals of

Cassini), aunija |  C;j;(A) se naziva Brauerovim skupom matrice A.
1<i<j<n

Postupanjem kao u poglavlju 2| lako se dokaze da vrijedi ocjena

o(A) C U Cj(A ))ﬂ U Ci4A ))gdjeje

1<i<j<n 1<i<j<n

Cli(A) = {z € C | |z— Al |z— Aj| < (vi (A) = |Aul) (v; (A) — |A]) ).
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Propozicija 5.1. Neka je A € M, (C). Tada za sve i,j € {1,...,n},i # j,
orijedi Cij(A) C Ci(A) ili Cij(A) C Cj(A). Unija U Cij(A) sadrzana je
1<i<j<n

uuniji |J C;(A) svih Gersgorinovih krugova matrice A.
1<i<n

Dokaz. Neka je z € Cjj(A) i pretpostavimo da z ¢ C;(A). Nadalje, iz
|z — Ayl ’Z - A]]| <r(A) 1 (A)i|z — Aji| > ri (A)slijedi |z — Ay |Z — A]]|
< |z—Aji|-rj (A), 4. |z— Ajj| < rj(A),pajez € Cj(A)iprva tvrdnja pro-
pozicije je dokazana. Druga tvrdnja ocigledno slijedi iz prve. O

U dokazanoj inkluziji Cjj(A) € C;(A) UCj(A) zasvei,j € {1,...,n},i # ],
jednakost moZe nastupiti samo u sluéaju r; (A) = r; (A) = 0 ili ako vrijedi
ri (A) =7 (A) >0iA; = A]]

Primjer 5.2. Skupovi C;;(A) za matricu A iz primjera|2.1{su na slici 5 naz-
naceni rubnim Cassinijevim ovalima O12, O13 i O23. Usporedba sa sli-
kom Gersgorinovih krugova u tom primjeru zorno pokazuje da za danu
matricu Cassinijevi ovali daju znatno bolju ocjenu lokacije spektra o(A)
od one koju daje |J C;(A). U ovom slucaju se radi o pravom podskupu

1<i<n
U GCjA)c U G(A).
1<i<j<n 1<i<n

Zbog jednostavnosti primjene Gersgorinovom skupu se ¢esto daje pred-
nost pred Brauerovim skupom u postupku lociranja spektra. GerSgorinov
skup je unija n krugova ¢iji se radijusi odreduju jednostavnim aritmetickim
operacijama. S druge strane, Brauerov skup ukljucuje (3) skupova danih
formulom (2) koja je nesto kompliciranija, a broj (3) premasuje n ¢im je
n > 3.

Zanimljivo je da nije moguce postié¢i bolju lokalizaciju spektra nego sto je
Brauerov skup ako bi se, razvojem ideje dane teoremom|5.1} u razmatranje
uvelo viSe od dva razli¢ita retka matrice. Naime, ako za 3 < m < n odabe-
remo razliCite prirodne brojeve iy, iy, . . ., i, izskupa {1, ..., n} i definiramo
(,,) skupova C;, j, i (A) formulom

m m
Cil,iz,...,im(A) = {Z €C| H |Z - Aikik| < H’ik (A)} ’
k=1 k=1
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5 -4 -3 3
= X
2] 01
3+ @ﬁl
4+
.5+
Slika 5.
pokazuje se da njihova unija C,,,) (A) = U Ciyiy,....in (A) ne mora

1<iy ip, i <n
sadrzavati spektar o (A). Kontraprimjer (Morris Newman, [9]) daje matrica

OO - =
SO R =
O = OO
—_ O O O

za koju vrijedi 0(A) = {0,1,2}ir  (A) = (A) = 1,r3(A) =r(A) =
0; svojstvena vrijednost 1 je dvostruka. Stavljaju¢i m = 3 imat ¢emo da
za bar jedan odabrani indeks i, vrijedi r; (A) = 0, odakle slijedi da se
unija C(,,) (A) reducira na to¢ku z = 1 koja o¢ito ne pokriva spektar. Ovaj
kontraprimjer se moZe prosiriti na sve m > 3.

Clanak je nastao pri izradi zavrénog preddiplomskog rada Jelene Kovace-
vi¢ na studiju Matematike i informatike PMF-a u Splitu.
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