Poucak 56

Osnovna svojstva stabala i
primjena na problem spajanja

JAN BERGER' 1 MARIO KRNIC?

Prema bolonjskom nacinu studiranja, studenti Fakulteta elektrotehnike i racu-
narstva zavr$avaju preddiplomski studij takozvanim zavrsnim radom. U ¢lanku [2]
dan je primjer jednog takvog rada iz matematike. Naravno, ukoliko je student za
zavr$ni rad odabrao temu iz matematike, osim teorije o¢ekujemo i primjenu u struci,
bilo da je rije¢ o elektrotehnici ili racunarstvu.

U ovome ¢lanku izlozit ¢emo dijelove zavr$nog rada studenta Jana Bergera [1]
sa studija Rac¢unarstva (modul Racunarska znanost). U spomenutom zavr$snom radu
obradena je jedna klasa jednostavnih grafova, odnosno stabla. Kao primjene, proma-
traju se neki prakti¢ni problemi koji se rjesavaju uz pomoc¢ stabala.

Radi lakseg snalazenja citatelja, u prvoj tocki ovog rada navodimo osnovne de-
finicije i oznake koje susre¢emo u teoriji grafova. U drugoj tocki iskazujemo i doka-
zujemo osnovna svojstva i karakterizacije stabala. Nadalje, formuliramo i takozvani
problem spajanja te dajemo i odgovarajuci algoritam pomocu kojeg se spomenuti
problem rjesava. Dakako, pri tome koristimo i prethodno izlozenu teorijsku pozadi-
nu. Konacno, u trecoj tocki dajemo i odgovarajucu programsku implementaciju za
spomenuti algoritam.

1. Osnovni pojmovi i oznake

Radi boljeg razumijevanja ovoga rada, prvo ¢emo se prisjetiti osnovnih pojmova
iz teorije grafova, a zatim ¢emo uvesti oznake koje ¢emo koristiti.

Definicija 1. Jednostavni graf G sastoji se od nepraznog kona¢nog skupa vrho-
va V(G) te konac¢nog skupa bridova E(G) (skup dvoclanih podskupova skupa V(G)).

U jednostavnom grafu isklju¢ena je mogucnost da su dva vrha spojena s vise
bridova, ili da postoji brid koji spaja vrh sa samim sobom. Ako to dopustimo, tada
govorimo o op¢em grafu ili, krace, samo grafu.
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OSNOVNA SVOJSTVA STABALA...

Skup vrhova oznacavat ¢emo s V(G), a ako je jasno da se radi o grafu G, ozna-
cavat ¢emo ga krace, samo s V. Broj vrhova oznacavat ¢emo s v(G) ili v. Sli¢no, E(G)
odnosno E je skup bridova, a broj bridova u grafu oznacavat ¢emo s ¢(G) odnosno s €.

Definicija 2. Podgraf grafa G je graf ¢iji vrhovi pripadaju skupu V(G), a bridovi
skupu E(G).

Definicija 3. Za brid e = {u,v} kazemo da spaja vrhove u i v (krace jo§ mozemo
pisati e =uv). Tada kazemo da su vrhovi u i v grafa G susjedni. Takoder, kazemo da
su vrhovi u i v incidentni s bridom e.

Jedno od vaznijih svojstava grafa je svojstvo povezanosti. Da bismo ga definirali,
prvo ¢emo uvesti pojam unije grafova.

Definicija 4. Unija grafova G, =(V(G,),E(G,)) i G, =(V(G,),E(G,)) je graf
G, UG, =(V(G,)uV(G,).E(G)VE(G,)).

Definicija 5. Graf je povezan ako se ne moze prikazati kao unija dvaju disjunk-
tnih grafova. U suprotnom kazemo da je graf nepovezan.

Ocito, svaki se nepovezani graf moze prikazati kao unija povezanih grafova. Sva-

ki ¢lan te unije zovemo komponentom povezanosti. Broj komponenti povezanosti
grafa G oznacavat ¢emo s w(G).

Ako je graf povezan, onda se moze .$etati” po njemu, odnosno prelaziti iz vrha
u vrh ukoliko su vrhovi susjedni. Sada ¢emo precizno definirati $etnju, te pojmove
usko vezane uz nju.

Definicija 6. Setnja u grafu G je netrivijalan konacan niz v e v,e,v,...e,v, ¢ijisu
¢lanovi naizmjence vrhovi v, ibridovi e,, tako da su krajevi od e; vrhovi v,_, iv,za
svako i, 1 <i<n.

Definicija 7. Setnja u kojoj nema ponavljanja bridova naziva se staza. Staza koja
nema ponavljanja vrhova je put. Put kod kojeg je pocetni vrh v jednak zavr§nome
vrhu v, zove se ciklus.

Napomenimo jos kako se ciklus koji se sastoji od jednog brida naziva petlja.
Brid koji nije petlja zovemo pravi brid ili karika.

Uvedimo jo$ i velicinu koja kazuje koliko susjednih vrhova ima svaki pojedini
vrh u grafu.

Definicija 8. Stupanj vrha v grafa G, u oznaci d(v) broj je bridova koji su inci-
dentni s v. Vrh stupnja 0 zovemo izolirani vrh, dok je vrh stupnja 1 krajnji vrh.

2. Stabla

Osnovna svojstva stabala

Stablo je povezani acikli¢ki graf, odnosno povezani graf koji ne sadrzi cikluse.
Aciklicki grafovi jos se nazivaju i sume, pa iz toga slijedi da su stabla povezani dijelovi
$ume. U nastavku navodimo i dokazujemo neka vazna svojstva stabala.
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Slika 1. Primjer stabla

TEOREM 1. Svaka dva vrha u stablu povezana su jedinstvenim putem.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je G stablo. Kako je G povezan, izmedu svakog
para vrhova postoji put. Ako bi postojala dva razli¢ita puta izmedu neka dva vrha,
tada bi unija tih dvaju putova tvorila zatvorenu Setnju koja bi sigurno sadrzavala ba-
rem jedan ciklus, $to je kontradikcija. o

TEOREM 2. Ako je G stablo, onda je e =v —1.

Prije dokaza Teorema 2, navedimo jedan pomoc¢ni rezultat.

LEMA 1. Svako netrivijalno stablo ima vrh v Ciji je stupanj d(v) =1.

Dokaz Leme 1. Krenimo od nekog vrha v,. Ako je njegov stupanj d(v,) = 1, gotovi
smo. Ako je pak d(v)) > 1, pomic¢emo se iz v, duz nekog brida do susjednog vrha v..
Ako je d(v,) = 1, gotovi smo, a ako je pak d(v,) > 1, produzimo dalje do v, duz nekog
drugog brida. Nastavljajuci tako, dolazimo do puta v v,v.... u grafu G. Vrhovi toga
puta se ne ponavljaju jer bismo inace dobili ciklus koji stablo nema. Skup vrhova je
konacan, pa stoga taj niz vrhova mora stati u nekom vrhu. Taj vrh u kojemu je niz
stao mora biti stupnja 1 zbog toga §to smo u njega usli, a ne mozemo ga napustiti. 0

Dokaz Teorema 2. U ovome dokazu uvest éemo tzv. Eulerovu karakteristi-
ku grafa G tj. x(G)=v—¢e+1. Tvrdimo da za svako stablo G vrijedi x(G)=2.
Prema Lemi 1, postoji veV(G)za koji je d(v)=1. Izbacimo taj vrh i brid
koji je incidentan s v. Tada opet dobivamo stablo G, =G-v. Ocito, vrijedi
x(G)=@v-1)—-(e-D+1=v—-e+1=x(G).

Sada, opet prema Lemi 1, u stablu G, postoji vrh stupnja 1 pa uklanjanjem toga
vrha i incidentnog brida dobivamo stablo G, i opet je x(G,) = x(G,) .

Nastavljajuci taj proces, dobivamo stablo sa samo jednim vrhom v, a njegova Eu-
lerova karakteristika je y(v)=v—¢e+1=1-0+1=2.1z toga slijedi da svako stablo u
tom procesu ima Eulerovu karakteristiku 2, paje e=v—1.0

Navedimo sada jedno svojstvo koje vrijedi za bilo koji graf.
TEOREM 3. Za svaki graf vrijedi Zvev d(v) =2e.

Dokaz. Jednakost se dokazuje prebrojavanjem svih incidencija u grafu. Krenemo
li od vrhova, za svaki pojedini vrh, takvih incidencija ima to¢no koliko je stupanj
odgovarajuceg vrha. S druge strane, svaki brid ima dva kraja, pa incidencija ukupno
ima2¢.D
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OSNOVNA SVOJSTVA STABALA...

Sada, kao posljedicu imamo sljedeci:

KOROLAR 1. a) Za svako stablo G vrijedi Zvev div)=2v-2.
b) Svako netrivijalno stablo ima bar dva vrha stupnja 1.

Dokaz. a) Iz Teorema 2 i 3 slijedi Zvev dv)=2e=2v-2.

b) Ako je G netrivijalno stablo, onda je d(v) >1,Vv € V(G). Tada iz a) odmah slijedi
tvrdnja. O

Uocimo da je stablo, u neku ruku, najmanji povezani graf.
LEMA 2. Za svaki brid e iz stabla G, preostali graf G - € nije povezan.

Dokaz. Prema Teoremu 2, G ima v - 1 bridova. Ako izbacimo brid, preostali graf
ne moze biti stablo jer ima v vrhova i v - 2 bridova. Uklanjanjem brida ne mogu se
stvoriti novi ciklusi, pa preostali graf G — € nije povezan. O

LEMA 3. Ako je G povezani graf za koji je € =v —1, tada je G stablo.

Dokaz. Ako povezani graf nije stablo, on mora imati ciklus. Uklonimo li bilo koji
brid e iz nekog ciklusa, graf G - e i dalje e biti povezan. Tako nastali graf G'=G —e
ima takoder v vrhova, alije &(G") =v—2. Graf G' je povezan pa, ako i dalje nije sta-
blo, mora imati neki ciklus. Uklonimo ponovno neki brid iz toga ciklusa. Dobijemo i
dalje povezan graf G" itd. Konac¢no, do¢i ce situacija kada se vise nece moci uklanjati
brid iz ciklusa, a da preostali graf bude povezan. Kada se to dogodi, do¢i ¢emo do sta-
bla. Ako se to dogodi u k-tom koraku, stablo ¢e imati v vrhovaiv -1 - k bridova. Pre-
ma Teoremu 2 dobivamo da je k = 0, pa iz toga slijedi da je i polazni graf bio stablo. o

LEMA 4. Ako graf G nema ciklusa i vrijedi € =v —1, onda je G stablo.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je G povezan. Neka su G,,G,,...,G, komponente
povezanosti grafa G te neka je v, =v(G,),i=12, ..., k. Tada je v, +v, +...+v, =v.
Svaka je komponenta povezana i nema ciklus jer ga ni G nema. Stoga je svaki G,
stablo. Prema Teoremu 2, &(G,)=v, —1.

Ukupan broj bridova u Gje (v, = 1)+ (v, =) +...+ (v, =) =v, +v, +..+v, —k=v—k.
Kako je &(G) =v -1, slijedi da je k = 1, pa G ima samo jednu komponentu. Dakle, G
je stablo. O

Konac¢no, iz prethodnih lema slijedi vazan rezultat u kojemu su opisane karak-
terizacije stabla.

TEOREM 4. Neka je G graf. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
i) G je stablo;

ii) izmedu svaka dva vrha iz G postoji jedinstveni put;
iii) G je povezanie=v—1;

iv) Gjeaciklickii e=v—1.
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Rezni bridovi i razapinjuce stablo

Izbacivanjem bilo kojega brida iz stabla dobivamo nepovezani graf. U tu svrhu,
promotrimo op¢enitiju definiciju.

Definicija 9. Rezni brid grafa G je takav brid e € E(G) za koji je (G —e) > w(G),
odnosno brid ¢ijim se izbacivanjem graf G raspada na vise komponenti povezanosti.
Na donjoj slici prikazan je graf na kojemu su podebljano istaknuti rezni bridovi:

o 0.

° o

Slika 2. Graf s istaknutim reznim bridovima

TEOREM 5. Brid e € E(G) je rezni ako i samo ako e nije brid niti jednog ciklusa od G.

Dokaz. =: Neka je e rezni brid. Tada je w(G—e)>w(G), pa postoje vrhovi
u,v € V(G) koji su povezani u G, a nisu u G —e. Stoga postoji (u,v) -put P u G, koji
prolazi bridom e. Neka su x i y krajevi od e tako da x prethodi vrhu y na putu P. Vrh u
jeu G —e povezan x dijelom puta P, dok je y u G —e povezan v dijelom puta P. Kada
bi e bio u ciklusu C, onda bi x i y bili povezani u G —e putem C —e. Zbog toga bi u i
v bili povezani u G —e, a to je kontradikcija.

<: Pretpostavimo da e = xy nije rezni brid od G. Tada je w(G —e) = w(G) . Kako
postoji (x, y)-put (brid xy) u G, to su x i y u istoj komponenti od G. Iz toga slijedi da
su x i y uistoj komponenti od G —e pa zbog toga postoji (x, y)-put u G —e. No, tada
je eu ciklusu P + e od G, $to je kontradikcija. O

TEOREM 6. Povezani graf G je stablo ako i samo ako je svaki brid u G rezni brid.

Dokaz. =: Neka je G stablo i e € E(G) . Kako je G aciklicki, e nije sadrzan u ci-
klusu, pa je, prema Teoremu 5, e rezni brid od G.

&: Pretpostavimo da je G povezan, ali da nije stablo. Tada G sadrzi ciklus C.
Prema Teoremu 5, niti jedan brid od C ne moze biti rezni brid od G. o

Definicija 10. Razapinjuce stablo grafa G je razapinjuci podgraf (sadrzi sve vr-
hove) koji je stablo.

Na slici 3. podebljano je oznaceno razapinjuce stablo zadanoga grafa.

i

Slika 3. Graf s istaknutim razapinjuéim stablom
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KOROLAR 2. Svaki povezani graf ima razapinjuce stablo.

Dokaz. Neka je graf G povezan, a T njegov minimalni povezani razapinjuci po-
dgraf. Prema definiciji je w(T) =1 i w(T —e) >1 za svaki e € E(G). Iz toga slijedi da
je svaki brid od T rezni pa, kako je T povezan, iz Teorema 6 slijedi da je T stablo. O

KOROLAR 3. Ako je G povezani graf, onda je € 2v —1.

Dokaz. Kako je G povezan, prema Korolaru 2 G sadrzi razapinjuce stablo T. Sto-
ga koristenjem Teorema 2 dobivamo &(G) 2 e(T)=v(T)-1=v(G)-1.O

TEOREM 7. Neka je T razapinjuce stablo povezanoga grafa G, e € E(G)\ E(T).
Tada T + e sadrZi jedinstven ciklus.

Dokaz. Kako je T aciklicki, svaki ciklus od T + e sadrzi e. Nadalje, Cje ciklus od T
+ eako i samo ako je C - e put u T koji spaja krajeve brida e. Prema Teoremu 1, postoji
jedinstveni takav put u T. Prema tome, T + e sadrzi jedinstven ciklus. o

Napomenimo jo$ kako postoji jednostavna i elegantna rekurzija pomocu koje
se racuna broj razapinjucih stabala u nekome grafu. Detaljnije o tome ¢itatelj moze
vidjeti u [1] i [5].

Primjena stabala na problem spajanja i Kruskalov algoritam

Problem spajanja jedan je od najpoznatijih problema za ¢ije se rjesavanje kori-
ste stabla. Promotrimo taj problem. Neke gradove treba povezati mrezom promet-
nica. Pritom je dana cijena ¢, direktne veze medu gradovima v,iv, a to treba uciniti
tako da trosak izgradnje prometnica bude minimalan.

Svaki je grad vrh tezinskog grafa s tezinama w(v,v;) =c; te je taj problem ekvi-
valentan problemu nalazenja povezanog razapinju¢eg podgrafa minimalne tezine u
zadanom tezinskom grafu G. Tezine grafa su troskovi koji su veci ili jednaki nuli, pa
stoga nema smisla zatvarati cikluse jer ¢e ukupna tezina biti veca. Iz toga zakljucuje-
mo da ¢e dobiveni podgraf biti neko razapinjuce stablo T od G. Razapinjuce stablo
minimalne tezine u tezinskome grafu G jo§ se zove i optimalno stablo.

Ako je w(e) =1 za svaki e € E(G), tada je optimalno stablo zapravo razapinjuce
stablo s minimalnim brojem bridova. Buduci da svako razapinjuce stablo ima jednak
broj bridova v - 1, dovoljno je na¢i jedno razapinjuce stablo. Imamo sljedeci induk-
tivni algoritam za ovaj poseban slucaj:

i) Odaberi kariku e ;

ii) ako su bridovi e,...,e; ve¢ odabrani, odaberi e
G[{el,...,eiﬂ}] aciklic¢an;

iii) zaustavi postupak kada se korak ii) vise ne moze provesti.

€E\{e,,...e,} , tako da je

i+1

Ovaj ¢e algoritam dati jedno razapinjuce stablo jer je maksimalni aciklicki pod-
graf povezanog grafa nuzno razapinjuce stablo.
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Prethodni algoritam poopcio je Joseph Kruskal 1956. godine kako bi rijesio op¢i
problem koji vrijedi za proizvoljne tezine.

Kruskalov algoritam
i) Odaberi kariku e, tako da je w(e;) minimalno;

ii) ako subridovi e,,...,e; odabrani, odaberi ¢,,, € E\{e,,....e;} tako da je:
a) G[{el,...,em}} acikli¢an

b) w(e,,,) minimalno pod uvjetom a);
iii) zaustavi postupak kada se korak ii) vi$e ne moze izvrsiti.

Primijenimo Kruskalov algoritam na sljede¢i tezinski graf:

O el Q el Qe—)
3 4 3 4 3 4
L, 2 » —» 1 5 2 » —» 1, 2 »
2 2 2
o o o o o o
3 3 3
2
3 4 3 4
12 20—}12 2 o —Pp
2 2
3

Slika 4. Odredivanje optimalnog stabla Kruskalovim algoritmom

Kruskalov algoritam ocito daje razapinjuce stablo, no sljedeci teorem osigurava
da takvo stablo uvijek bude optimalno.

TEOREM 8. Svako razapinjuce stablo T™ = G[{el,ez,...,ev,l}] konstruirano Kru-
skalovim algoritmom optimalno je stablo.

Dokaz. Kontradikcijom. Za svako razapinjuée stablo T od G, T # T, ozna¢imo
f(T):=min{i|e, ¢ E(T)}. Pretpostavimo da T" nije optimalno, dok je T optimalno
stablo od G za koje je f(T) najvece moguce.

Neka je f(T)=k. Tada su e,,e,,...e, , € E(T)NE(T"), ali e, ne pripada skupu
E(T). Prema Teoremu 7, T +e, sadrzi jedinstveni ciklus C.

Neka je e', brid u ciklusu C koji je u T, ali nije u T". Iz Teorema 5 slijedi da e',
nije rezni brid od T +e, . Zbog togaje T'=(T +e¢,) —e', povezani grafs v - 1 brido-
va, pa prema Teoremu 4 i) i iii) slijedi daje T" takoder razapinjuce stablo od G. O¢ito
je w(T")=w(T)+w(e,)—wle',).

No u Kruskalovom algoritmu e, je bio odabran kao brid s najmanjom tezi-
nom, tako da je G[{el,...,ek}] aciklican. Isto tako je i G[{el,...,ekfl,e'k}] podgraf
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OSNOVNA SVOJSTVA STABALA...

od T, acikli¢an. Stoga je, po izboru e, iz Kruskalovog algoritma i optimalnosti od T,
w(e,)<w(e',).

Iz prethodnih dviju relacija slijedi w(T") <w(T). Prema tome, kako je T opti-
malno,i T' je optimalno stablo. Medutim, f(T")>k= f(T), $to je u kontradikciji s
izborom od T. Zbog togaje T =T paje T doista optimalno stablo. o

Kruskalov algoritam primjer je tzv. pohlepnog algoritma. On u svakome kora-
ku dodaje brid najmanje tezine tako da s ve¢ odabranim bridovima ne tvori ciklus.
Taj se postupak ponavlja sve dok se ne odabere v — 1 bridova. Pohlepnost vidi samo
prvi iduci korak, pa takav algoritam radi tako da uvijek napravi lokalno najbolje $to
moze. No, takav algoritam nije prikladan za sve probleme, tako npr. za odredivanje
najkraceg puta pohlepni algoritam ne mora dati najkraci put.

3. Programska podrska za Kruskalov algoritam

Nakon razrade teorijskog dijela napravljen je program koji implementira Kru-
skalov algoritam za dobivanje optimalnog stabla iz zadanog tezinskog grafa. Prvo
¢emo objasniti kori$tenje programa, a nakon toga slijedi objasnjenje vaznijih dijelova
programa.

Upotreba programske podrske

Pokretanjem programa prvo se otvara pocetni prozor (Slika 5.) na kojemu ima-
mo dvije tipke (Unos grafa i Generiraj optimalno stablo). Ispod tipki nalazi se prostor
za ispis optimalnog stabla, dok se u najdonjem prozoru ono iscrtava.

Slika 5. Pocetni prozor aplikacije
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Na pocetku rada, prvo trebamo unijeti tezinski graf pa je stoga potrebno priti-
snuti tipku za unos novog grafa, nakon cega se otvara novi prozor za unos (Slika 6.):

Unesi vihove grafa:

(Svald vrh unovired)
A

B
C
D

(orvi vih, drugi vrh, teing veze)

Unesi veze izmedu vrhove i njhove teZine:

o

oNOPEE>>>
mmomOaOmMmo
W NN ; O s ;

m ] »

]

[ Potms ]

Slika 6. Prozor za unos grafa

U prvi prostor za unos teksta unose se svi vrhovi tezinskoga grafa tako da
se svaki novi vrh upisuje u novi red. U donji prostor za unos teksta unose se veze
izmedu vrhova s njihovim tezinama. Format unosa mora biti sljedeci: prviVrhVeze,
drugiVrhVeze, teZinaVeze. Svaka veza upisuje se u novi redak.

Kada je zavr$io unos, imamo dvije tipke s opcijama. Tipka ,,Odustani® pritisce se
ukoliko korisnik zZeli odustati od unesenog grafa, odnosno ako se Zeli vratiti u pocetni
prozor bez spremanja novoga grafa. Ako pak korisnik Zeli spremiti unesene podatke,
tada treba pritisnuti tiku Potvrdi”. Pritiskom tipke .Potvrdi” korisnik pokrece algo-
ritme za azuriranje unesenih podataka, te se vra¢a na pocetni prozor.

Nakon $to je graf uspjesno unesen,
korisnik moze pokrenuti optimiziranje
grafa te ispis i iscrtavanje optimalnog
stabla pritiskom na tipku .Generiraj op-
timalno stablo”. Ako je tipka pritisnuta,
nakon pozadinskog izvodenja svih po-
trebnih algoritama, u bijelom prostoru
ispod tipki ispisuju se sve veze optimal-
nog stabla u sljede¢em obliku: prviCvor,
drugiCvor, teZinaVeze te se konaéno u
najdonjem prostoru iscrtava optimalno
stablo (Slika 7.).

Slika 7. Pocetni prozor nakon
unosa tezinskoga grafa i pokretanja
generiranja optimalnog stabla
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Izrada programske podrske

Programska podrska napravljena je pomocu alata za razvoj Visual Studio te pro-
gramskog jezika C#. U nastavku ce biti objasnjena implementacija najvaznijih dije-
lova programa.

Na pocetku izvodenja programa unose se vrhovi grafa i njegove veze. Nakon $to
su upisani vrhovi i veze, te nakon pritiska tipke Potvrdi’, pokrece se ¢itanje unesenih
vrijednosti te njihova obrada i spremanje u spremnike podataka u potrebnom obliku.

Obrada unosa vrhova:

private void ocitajVrhove()
{
string[] granicnik = new string[] { “\r\n” };
string[] vrhovi = ucitaniVrhovi.Split(granicnik,
StringSplitOptions.RemoveEmptyEntries);

foreach (string vrh in vrhovi)

{
listaVrhova.Add(vrh);

Obrada unosa veza:

private void ocitajVeze()
{
string[] granicnikVeza = new string[] { “\r\n” };
string[] granicnikUnutarVeze = new string[] { “, “ };
const int indexPrvogVrha = 0;
const int indexDrugogVrha = 1;
const int indexTezineVeze = 2;
string[] vezeVrhova = ucitaneVezeVrhova.Split(granicnikVeza,
StringSplitOptions.RemoveEmptyEntries);

foreach (string veza in vezeVrhova)

{

string[] izdvojenaVeza = veza.Split(granicnikUnutarVeze,
StringSplitOptions.RemoveEmptyEntries);

if (Vrhovi.Contains(izdvojenaVeza[indexPrvogVrha]) &&
Vrhovi.Contains(izdvojenaVeza[indexDrugogVrha]))

{

KeyValuePair<string, string> parVrhva = new KeyVa-
luePair<string, string>(izdvojenaVeza[indexPrvogVrha], izdvojenaVeza[in-
dexDrugogVrhal);

| 13

Poucak 56.indd 13 @ 1.1.2014. 10:16:15



Poucak 56

rijecnikVeza.Add(parVrhva,int.Parse(izdvojenaVeza[in-
dexTezineVeze]));

}
else
{
throw new Exception(“Neispravno je unesen graf!!”);
}

Nakon unosa tezinskoga grafa slijedi optimiziranje grafa Kruskalovim algori-
tmom:

private void optimizacija()

Dictionary<KeyValuePair<string, string>, int> kopijaVeza = veze;
KeyValuePair<string, string> kljucMinVeze;

while (optimiraneVeze.Count < (vrhovi.Count - 1))

{

kljucMinVeze = nadiVezuNajmanjeTezine(kopijaVeza);
bool vrhoviPostoje = vrhovi.Contains(kljucMinVeze.Key)
& vrhovi.Contains(kljucMinVeze.Value);

bool nemaCiklusa = ispitivanjeCiklusa(kljucMinVeze);

if (vrhoviPostoje & nemaCiklusa)

{
optimiraneVeze.Add(kljucMinVeze, kopijaVeza[klju-
cMinVeze]);

kopijaVeza.Remove(kljucMinVeze);
}
else
{

kopijaVeza.Remove(kljucMinVeze);
}

Prema algoritmu, optimizacija se obavlja sve dok stablo ne sadrzi v - 1 veza. Ako
je to istinito, tada se prvo pronalazi veza s najmanjom tezinom. Nakon toga ispituje
se tvori li ta nova veza s ve¢ ranije odabranim vezama - ciklus. Ako ne tvori, tada
se odabrana veza dodaje u skup (Dictionary) optimiziranih veza te se iz pomoc¢nog
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skupa veza (koji nam sluzi za pronalazak preostalih veza s najmanjom tezinom) iz-
brise odabrana veza. Ukoliko pak odabrana veza s ve¢ ranije odabranim vezama tvori
ciklus, tada se ona odbacuje i obriSe iz pomoc¢nog skupa veza.

Metoda za pronalazenje veze s najmanjom tezinom izgleda ovako:
private KeyValuePair<string, string> nadiVezuNajmanjeTezine (Di-
ctionary<KeyValuePair<string, string>, int> veze)
{
int tezinaTrenutneVeze = 0;
int minTezina = 9;
KeyValuePair<string, string> kljucMinVeze = new KeyValuePai-
r<string,string>();

foreach (KeyValuePair< KeyValuePair<string, string>, int >
vrhoviVeze in veze)

{ tezinaTrenutneVeze = vrhoviVeze.Value;
if (tezinaTrenutneVeze < minTezina | minTezina == Q)
{
minTezina = tezinaTrenutneVeze;
kljucMinVeze = vrhoviVeze.Key;
}
}

return kljucMinVeze;

Algoritam ide po spremniku svih preostalih veza i provjerava je li tezina trenut-
ne veze manja od do tada najmanje tezine. Ukoliko jest, tada najmanja tezina popri-
ma vrijednost tezine te veze, pa se zapamti koja je to veza.

Metoda za pronalazenje ciklusa:
private bool ispitivanjeCiklusa(KeyValuePair<string, string> veza)

{
bool nemaCiklusa = false;
string prviVrhVeze = veza.Key;
string drugiVrhVeze = veza.Value;
if (vrhoviZaOptimizaciju[veza.Key] != vrhovizZaOptimizaciju[ve-
za.Value])
{

nemaCiklusa = true;
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int oznakaManjegPodstabla = Math.Min(vrhoviZaOptimizaci-
ju[veza.Key], vrhovizaOptimizaciju[veza.Value]);

int oznakaVecegPodstabla = Math.Max(vrhoviZaOptimizaci-
ju[veza.Key], vrhoviZaOptimizaciju[veza.Value]);

Dictionary<string, int> pomocniVrhoviZaOptimizaciju =
new Dictionary<string, int>();

foreach (KeyValuePair<string, int> vrh in vrhoviZaOptimi-

zaciju)
{
if (vrh.Value == oznakaVecegPodstabla)
{
pomocniVrhoviZaOptimizaciju.Add(vrh.Key, ozna-
kaManjegPodstabla);
}
else
{
pomocniVrhoviZaOptimizaciju.Add(vrh.Key, vrh.
Value);
}
}

vrhoviZaOptimizaciju = pomocniVrhoviZaOptimizaciju;

}

return nemaCiklusa;

Spremnik podataka vrhovizaOptimizaciju sadrzi popis svih vrhova, te njima
pridruzene indekse (na pocetku svaki vrh ima jedinstven indeks). Ukoliko dva vrha
veze imaju razli¢ite indekse, to znaci da se nalaze u razli¢itim komponentama pove-
zanosti (indeks predstavlja komponentu povezanosti) te da njihovim povezivanjem
nece doci do stvaranja ciklusa. Ako vrhovi odabrane veze zadovoljavaju taj uvjet, tada
se uzima manji od njihovih indeksa za indeks novonastale komponente povezanosti
te se azuriraju indeksi svih vrhova koji su postali dio te nove komponente. Na kraju,
metoda vraca logicku vrijednost postojanja ili nepostojanja ciklusa.

4. Zaklju€ak

U ovom ¢lanku dokazana su osnovna svojstva stabala te je kao primjena rijesen
problem spajanja pomoc¢u Kruskalovog algoritma. Napomenimo da su u zavr§nome
radu [1] obradeni jo$ neki racunarski problemi za cije se rjesSavanje koriste stabla.
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Detaljnije o tome c¢itatelj moze naci u [1]. Kona¢no, mozemo zakljuciti da su stabla
vrlo vazan dio teorije grafova, te da je njihovo koristenje ucestalo u rjeSavanju raznih
racunarskih problema, ali i problema iz stvarnog Zivota.

Jedna od glavnih zadaca tijekom izrade programske implementacije bila je kako
napraviti graficko sucelje programa $to jednostavnije za uporabu i blize korisnicima.
Na takav nacin, studentima elektrotehnike i ra¢unarstva i sama matematicka pozadi-
na problema postaje zanimljivija.

Na kraju, napomenimo da je ovaj zavr$ni rad svakako ispunio zahtjeve koji su
bili postavljeni studentu - teorijsku pozadinu i prakti¢nu primjenu, u ovom slucaju,
opisanu programsku podrsku. Dakako da sa slicnim projektima treba nastaviti i u
buducnosti.
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